Ŋěğăćĺśĺňżľ Ňőśłőćśłĺľ Şŋĺćěřśĺšěš

Ňăšěňăšĺůěśłĺľ łőńńěďę

Ć.Ć.Ŕřăśőńőć

Čěőňěšřĺ£ Ńőąăůěćśłőčő

Ŕěřćżľ łşřś, ŕěřćżľ śěňěśšř

Ňőśłćă 1994

1. Śťěřĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£

Śńőćő \čěőňěšřĺ£" ć ŕěřěćőďě ś čřěůěśłőčő őğŋăůăěš \ğěňńěňěřĺě" ĺńĺ \ĺğňěřěŋĺě ğěňńĺ". Ŕřĺ šăłőň šőńłőćăŋĺĺ ¡šőčő śńőćă ěśšěśšćěŋŋő śůĺšăšĳ, ůšő čěőňěšřĺ£ ğăŋĺňăěšś£ ĺğşůěŋĺěň śćőľśšć ŕř£ňżţ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ŋěłőšőřőľ ŕńăŋěšż. Ŕřĺ ¡šőň łřĺćă£ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ŕńăŋěšż ŋăğżćăěšś£ őšřěğłőň ŕř£ňőľ, ěśńĺ ń¿ąă£ ďřşčă£ łřĺćă£ ś šěňĺ ęě ŋăůăńőň ĺ łőŋűőň ĺňěěš ą„őńĳÿş¿ ďńĺŋş. Łřĺćă£ ŋăğżćăěšś£ ŕř£ňőľ, ĺńĺ čěőďěğĺůěśłőľ, ěśńĺ ń¿ąă£ ěě ďőśšăšőůŋő łőřőšłă£ ďşčă £ćń£ěšś£ őšřěğłőň ŕř£ňőľ.

Ğăňěůăŋĺě 1.0.1. Śńőćă ŕř£ňă£ ĺ čěőďěğĺůěśłă£ | śşźěśšćĺšěńĳŋżě, ă ŋě ŕřĺńăčăšěńĳŋżě.

Ğăňěůăŋĺě 1.0.2. Şśńőćĺě \ďőśšăšőůŋő łőřőšłă£" śşźěśšćěŋŋő ďń£ śťěřż. Ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ, łőšőřżě ąşďşš ŋăň ĺŋšěřěśŋż (ěćłńĺďőćă ŕńőśłőśšĳ ĺ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő), ¡šő şśńőćĺě ňőęŋő őšąřőśĺšĳ.

Ć ŋăĺąőńěě ĺğćěśšŋőľ ňőďěńĺ čěőňěšřĺĺ řăśśňăšřĺćăěšś£ ŋěőčřăŋĺůěŋŋă£ ŕńăŋěšă, ŕřěďśšăćń£¿źă£ śőąőľ ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő. Ć łăůěśšćě ďřşčőľ ňőďěńĺ čěőňěšřĺĺ ňőęŋő ćğ£šĳ ŕńăŋěšş, ŕřěďśšăćń£¿źş¿ śőąőľ ÿăř. Šăłş¿ čěőňěšřĺ¿ ŋăğżćă¿š śťěřĺůěśłőľ. Ćż£śŋĺň, łăł şśšřőěŋż ŕř£ňżě ć śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ. Ŋăğőćěň ąőńĳÿĺň łřşčőň śěůěŋĺě ÿăřă ŕńőśłőśšĳ¿, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ěčő űěŋšř. Čřăŋĺűş ąőńĳÿőčő łřşčă ŋăğőćěň ąőńĳÿőľ őłřşęŋőśšĳ¿. Ůěřěğ ń¿ążě ďćě šőůłĺ śťěřż ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ąőńĳÿş¿ őłřşęŋőśšĳ. Ěśńĺ šőůłĺ ŋě ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě, šő ůěřěğ ŋĺţ ŕřőţőďĺš ěďĺŋśšćěŋŋă£ ąőńĳÿă£ őłřşęŋőśšĳ.

Šěőřěňă 1.1. Ŕşśšĳ A ĺ B | ŋě ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě šőůłĺ śťěřż. Šőčďă ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ śťěřż łřăšůăľÿěľ łřĺćőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ šőůłĺ A ĺ B, ąşďěš ąőńěě łőřőšłă£ ďşčă ąőńĳÿőľ őłřşęŋőśšĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłĺ A ĺ B.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăğőćěň śťěřĺůěśłőľ ńőňăŋőľ łřĺćş¿, śőśšăćńěŋŋş¿ ĺğ ďşč ąőńĳÿĺţ őłřşęŋőśšěľ. Łřĺćş¿ ŋă śťěřě ňőęŋő ś ń¿ąőľ šőůŋőśšĳ¿ ŕřĺąńĺğĺšĳ łőŋěůŋőğćěŋŋőľ śťěřĺůěśłőľ ńőňăŋőľ, ŕő¡šőňş ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ďşčă AB łőřőůě ń¿ąőľ ďřşčőľ śťěřĺůěśłőľ ńőňăŋőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ šőůłĺ A ĺ B. Łăł ĺ ć śńşůăě ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ, ďőśšăšőůŋő řăśśňőšřěšĳ ďćşğćěŋŋżě ńőňăŋżě. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ ŕăřş ğćěŋĳěć P Q ĺ QR ğăňěŋĺšĳ ąőńěě łőřőšłĺň P R, šő ŕőśńě ŋěśłőńĳłĺţ šăłĺţ őŕěřăűĺľ ńőňăŋă£ ğăňěŋĺšś£ ŋă őďŋő ğćěŋő, ŕřĺůěň ¡šő ğćěŋő ąşďěš łőřőůě ĺśţőďŋőľ ńőňăŋőľ.

Ďńĺŋă ďşčĺ AB řăćŋă ’R, čďě R | řăďĺşś śťěřż, ’ | şčőń, ŕőď łőšőřżň őšřěğőł AB ćĺďěŋ ĺğ űěŋšřă śťěřż. Šăłĺň őąřăğőň, ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż śćőďĺšś£ ł ĺğćěśšŋőňş ŋěřăćěŋśšćş ďń£ šřěţčřăŋŋżţ şčńőć: śşňňă ďćşţ ŕńőśłĺţ şčńőć šřěţčřăŋŋőčő şčńă ąőńĳÿě ěčő šřěšĳěčő ŕńőśłőčő şčńă. 2

Šăłĺň őąřăğőň, śťěřĺůěśłĺňĺ ŕř£ňżňĺ £ćń£¿šś£ ąőńĳÿĺě őłřşęŋőśšĺ.

Řăśśšő£ŋĺěň ňěęďş ďćşň£ šőůłăňĺ śťěřż ŋăğżćă¿š ďńĺŋş ąőńěě łőřőšłőčő őšřěğłă śťěřĺůěśłőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ¡šĺ šőůłĺ. (Ć śńşůăě, łőčďă šőůłĺ ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋż, ňőęŋő ćğ£šĳ ń¿ąőľ ĺğ őšřěğłőć ń¿ąőľ ĺğ śťěřĺůěśłĺţ ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ¡šĺ šőůłĺ.)

Ďćĺęěŋĺěň ĺńĺ ĺğőňěšřĺěľ śťěřż ŋăğżćă¿š ěě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŋě ĺğňěŋ£¿źěě řăśśšő£ŋĺľ ňěęďş šőůłăňĺ. Ŕřĺňěřăňĺ ďćĺęěŋĺľ śťěřż śńşęăš ćřăźěŋĺě śťěřż ćőłřşč őśĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ěě űěŋšř, ĺ śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ űěŋšř.

Šěőřěňă 1.2. ă) Ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě śťěřż ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŋě ąőńěě ůěň šřěţ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ěě űěŋšř.

ą) Ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě śťěřż, śőţřăŋ£¿źěě őřĺěŋšăűĺ¿, £ćń£ěšś£ ćřăźěŋĺěň ćőłřşč őśĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. ă) Šőůłş X ŋăğżćă¿š ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłőľ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ f, ěśńĺ f(X) = X. Ďćĺęěŋĺě śťěřż, ĺňě¿źěě šřĺ ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ, ŋě ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ śťěřĺůěśłőľ ŕř£ňőľ, šőęďěśšćěŋŋő.

Ŕşśšĳ f | ďćĺęěŋĺě śťěřż, A | šőůłă śťěřż, ŋě £ćń£¿źă£ś£ ŋěŕőďćĺęŋőľ. Řăśśňőšřĺň śĺňňěšřĺ¿ s őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ ˝ (ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ űěŋšř śťěřż), ŕřĺ łőšőřőľ šőůłă A ŕěřěţőďĺš ć šőůłş f(A). Ěśńĺ X | ŋěŕőďćĺęŋă£ šőůłă ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ f, šő (ěćłńĺďőćő) řăśśšő£ŋĺě őš šőůłĺ X ďő šőůłĺ A řăćŋő řăśśšő£ŋĺ¿ őš šőůłĺ X = f(X) ďő šőůłĺ f(A). Śńěďőćăšěńĳŋő, šőůłă X ńěęĺš ć ŕńőśłőśšĺ ˝, ă ğŋăůĺš, ŕřěőąřăğőćăŋĺě s ∘ f ĺňěěš ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ X ĺ A.

İšă łőŋśšřşłűĺ£ ŕőğćőń£ěš ŕőśšřőĺšĳ ďćĺęěŋĺě s_1 ∘ : : : ∘ s_k ∘ f, čďě k ≤ 3, ĺňě¿źěě šřĺ ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ, ŋě ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ śťěřĺůěśłőľ ŕř£ňőľ. Šăłĺň őąřăğőň, s_1 ∘ : : : ∘ s_k ∘ f = id (šőęďěśšćěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě) ĺ f = s^{−1}_k ∘ : : : ∘ s^{−1}_1 = s_k ∘ : : : ∘ s_1.

ą) Śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ űěŋšř śťěřż, ĺğňěŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿ śťěřż. Ŕő¡šőňş łőňŕőğĺűĺ£ ŋěůěšŋőčő łőńĺůěśšćă śĺňňěšřĺľ ĺğňěŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿, ă łőňŕőğĺűĺ£ ůěšŋőčő łőńĺůěśšćă śĺňňěšřĺľ śőţřăŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿. Ă šăł łăł ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě śťěřż ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě s_1, s_1 ∘ s_2 ĺńĺ s_1 ∘ s_2 ∘ s_3, šő ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě śťěřż, śőţřăŋ£¿źěě őřĺěŋšăűĺ¿, ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě s_1 ∘ s_2.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšěľ, ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕő ŕř£ňőľ l ŕőď şčńőň ’, £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň ŋă şčőń 2’ ćőłřşč őśĺ l. 2.

Śťěřĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£ őąńăďăěš őůěŋĳ ćăęŋżň śćőľśšćőň: ń¿ąş¿ šőůłş A ňőęŋő ďćĺęěŋĺěň ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąş¿ šőůłş B, ŕěřěćěď£ ŕřĺ ¡šőň ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ šőůłş A, ć ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ šőůłş B. Ĺğ ¡šőčő, ć ůăśšŋőśšĺ, śńěďşěš, ůšő ć ťőřňşńĺřőćłăţ šěőřěň śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ŋě ŋşęŋő şłăğżćăšĳ, ő łăłőľ ĺňěŋŋő šőůłě ĺńĺ ŕř£ňőľ ĺďěš řěůĳ. Ă ěśńĺ ąż ňż ŕőŕżšăńĺśĳ śšřőĺšĳ čěőňěšřĺ¿ ďń£ ŕńăŋěšż ŋěśĺňňěšřĺůŋőľ ťőřňż, šő ďń£ łăęďőľ šőůłĺ ŕřĺÿńőśĳ ąż ťőřňşńĺřőćăšĳ őšďěńĳŋş¿ šěőřěňş.

Ŕőŋ£šĺě ĺğőňěšřĺĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŋě šőńĳłő ďń£ őšőąřăęěŋĺľ ňŋőęěśšćă ŋă śěą£, ŋő ĺ ďń£ őšőąřăęěŋĺľ őďŋőčő ňŋőęěśšćă ŋă ďřşčőě. §śŋő, ůšő śťěřă ĺ ŕńőśłőśšĳ ŋě ĺğőňěšřĺůŋż, š.ě. ŋě śşźěśšćşěš ĺğőňěšřĺĺ śťěřż ŋă ŕńőśłőśšĳ. Ć śăňőň ďěńě, řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ śťěřż őčřăŋĺůěŋż, ă řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ ŕńőśłőśšĺ ŋěőčřăŋĺůěŋż.

Ąőńěě śőďěřęăšěńěŋ ćőŕřőś ő šőň, ĺğőňěšřĺůŋă ńĺ őąńăśšĳ ŋă śťěřě ŋěłőšőřőľ őąńăśšĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ňőęŋő ńĺ ŋăřĺśőćăšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ łăřšş ŋěłőšőřőľ őąńăśšĺ ŋă śťěřě šăł, ůšőąż řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ń¿ąőľ ŕăřőľ šőůěł śťěřż řăćŋ£ńőśĳ řăśśšő£ŋĺ¿ ňěęďş ŕăřőľ śőőšćěšśšćş¿źĺţ šőůěł ŕńőśłőśšĺ.

Šěőřěňă 1.3. Őąńăśšĳ ŋă śťěřě ŋě ňőęěš ążšĳ ĺğőňěšřĺůŋă őąńăśšĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăğőćěň śťěřĺůěśłőľ őłřşęŋőśšĳ¿ ňŋőęěśšćő šőůěł śťěřż, şďăńěŋŋżţ őš ŋěłőšőřőľ šőůłĺ śťěřż (űěŋšřă őłřşęŋőśšĺ) ŋă ďăŋŋőě řăśśšő£ŋĺě r (řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ). Ěśńĺ őšřěğőł OX ćĺďěŋ ĺğ űěŋšřă śťěřż ŕőď şčńőň ¸, šő śťěřĺůěśłă£ őłřşęŋőśšĳ ś űěŋšřőň O, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş X, ĺňěěš śťěřĺůěśłĺľ řăďĺşś R¸, ă ěćłńĺďőć řăďĺşś ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ řăćěŋ R sin ¸. Šăłĺň őąřăğőň, śťěřĺůěśłă£ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă r = R¸ ĺňěěš ďńĺŋş

2ıR sin ¸ = 2ıR sin(r=R) < 2ıR(r=R) = 2ır:

Ń¿ąă£ őąńăśšĳ ŋă śťěřě śőďěřęĺš śťěřĺůěśłş¿ őłřşęŋőśšĳ ďőśšăšőůŋő ňăńőčő řăďĺşśă r. Ďńĺŋă ¡šőľ śťěřĺůěśłőľ őłřşęŋőśšĺ ňěŋĳÿě ďńĺŋż ěćłńĺďőćőľ őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă r. Ŋő ŕřĺ ĺğőňěšřĺĺ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă r ďőńęŋă ŕěřěľšĺ ć őłřşęŋőśšĳ šőčő ęě řăďĺşśă, ŕřĺůěň ďńĺŋă ěě őśšăŋěšś£ ŕřěęŋěľ. 2

Ğăňěůăŋĺě. Ůšőąż ŋě řăśśňăšřĺćăšĳ ďńĺŋş őłřşęŋőśšĺ, ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ďńĺŋş śšőřőŋż ŕřăćĺńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă r.

Ďń£ śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŕőń£řŋőě śőőšćěšśšćĺě, ŕřĺ łőšőřőň łăęďőľ ąőńĳÿőľ őłřşęŋőśšĺ S śőŕőśšăćń£ěšś£ ŕăřă łőŋűőć ďĺăňěšřă śťěřż, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőčő S, ă łăęďőľ ŕăřě ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ šőůěł A ĺ B śőŕőśšăćń£ěšś£ ąőńĳÿă£ őłřşęŋőśšĳ, ńěęăźă£ ć ŕńőśłőśšĺ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ AB. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ąőńĳÿőľ őłřşęŋőśšĺ śőŕőśšăćń£ěšś£ ěě ŕőń¿śă, ă ŕăřě ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ šőůěł śőŕőśšăćń£ěšś£ ĺţ ŕőń£řă. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ ďćě ąőńĳÿĺě őłřşęŋőśšĺ S_1 ĺ S_2 ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłăţ A_1 ĺ A_2, šă ŕőń£řă šőůěł A_1 ĺ A_2 śőćŕăďăěš ś ąőńĳÿőľ őłřşęŋőśšĳ¿, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ŕőń¿śă ąőńĳÿĺţ őłřşęŋőśšěľ S_1 ĺ S_2. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőń£řŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕěřěćőďĺš šőůłĺ ć ŕř£ňżě, ă ŕř£ňżě ć šőůłĺ, ŕřĺůěň şšćěřęďěŋĺě \ŕř£ňżě l ĺ m ŕěřěśěłă¿šś£ ć šőůłě A" ŕěřěţőďĺš ć şšćěřęďěŋĺě \šőůłĺ l^⊥ ĺ m^⊥ ńěęăš ŋă ŕř£ňőľ A^⊥".

Śťěřĺůěśłőňş šřěşčőńĳŋĺłş ABC ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ŕőń£řŋżľ ěňş šřěşčőńĳŋĺł A^′B^′C^′ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: A^′ | šőš ĺğ ŕőń¿śőć śťěřĺůěśłőľ ŕř£ňőľ BC, łőšőřżľ ńěęĺš ćňěśšě ś šőůłőľ A ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ¡šőľ ŕř£ňőľ; šőůłĺ B^′ ĺ C^′ őŕřěďěń£¿šś£ ăŋăńőčĺůŋő. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŕőń£řŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă:

1) ěśńĺ šřěşčőńĳŋĺł A^′B^′C^′ ŕőń£řěŋ šřěşčőńĳŋĺłş ABC, šő šřěşčőńĳŋĺł ABC ŕőń£řěŋ šřěşčőńĳŋĺłş A^′B^′C^′;

2) ěśńĺ ¸; ˛ ĺ ‚ | şčńż šřěşčőńĳŋĺłă ABC, aR, bR ĺ cR | ďńĺŋż ěčő śšőřőŋ (R | řăďĺşś śťěřż), šő ı −a, ı −b ĺ ı −c | şčńż ŕőń£řŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă A^′B^′C^′, (ı −¸)R, (ı −˛)R ĺ (ı −‚)R | ďńĺŋż ěčő śšőřőŋ.

Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă śćőľśšćă 1) řăśśňőšřĺň űěŋšř O śťěřż. Šăł łăł OA^′ ⊥ OC ĺ OB^′ ⊥ OC, šő OC ⊥ OA^′B^′.

Śćőľśšćő 2) śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ćŋşšřěŋŋĺě ŋőřňăńĺ ł ďćşčřăŋŋőňş şčńş ćěńĺůĺŋőľ ¸ őąřăğş¿š ňěęďş śőąőľ şčőń ı − ¸.

Ć śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, ć őšńĺůĺě őš ěćłńĺďőćőľ, šřěşčőńĳŋĺłĺ ś śőőšćěšśšćěŋŋő řăćŋżňĺ şčńăňĺ őą£ğăšěńĳŋő řăćŋż. Ć śăňőň ďěńě, ĺğ řăćěŋśšćă şčńőć ďćşţ šřěşčőńĳŋĺłőć śńěďşěš řăćěŋśšćő śšőřőŋ ĺţ ŕőń£řŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć.

Šăłĺň őąřăğőň, ć śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă, ğŋă£ ěčő şčńż.

Šěőřěňă 1.4. Ŕńőźăďĳ śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ś şčńăňĺ ¸,˛ ĺ ‚ řăćŋă (¸ + ˛ + ‚ − ı)R^2;

čďě R | řăďĺşś śťěřż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śťěřĺůěśłĺľ ďćşşčőńĳŋĺł, š.ě. őďŋş ĺğ ůěšżřěţ ťĺčşř, ŋă łőšőřżě řăğąĺćă¿š śťěřş ďćě śťěřĺůěśłĺě ŕř£ňżě. Ŕşśšĳ S(¸) | ŕńőźăďĳ śťěřĺůěśłőčő ďćşşčőńĳŋĺłă ś şčńőň ¸. §śŋő, ůšő S(¸) ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋă ¸ ĺ S(ı) = 2ıR^2 (ŕńőźăďĳ ŕőńşśťěřż). Ŕő¡šőňş S(¸) = 2¸R^2.

Ŕăřż śťěřĺůěśłĺţ ŕř£ňżţ AB; BC ĺ CA őąřăğş¿š 12 śťěřĺůěśłĺţ ďćşşčőńĳŋĺłőć. Ćżąěřěň ĺğ ŋĺţ 6 śťěřĺůěśłĺţ ďćşşčőńĳŋĺłőć, śőďěřęăźĺţ ńĺąő šřěşčőńĳŋĺł ABC, ńĺąő śĺňňěšřĺůŋżľ ěňş (őšŋőśĺšěńĳŋő űěŋšřă śťěřż) šřěşčőńĳŋĺł A_1B_1C_1. Łăęďă£ šőůłă šřěşčőńĳŋĺłă ABC ĺ šřěşčőńĳŋĺłă A_1B_1C_1 ŕőłřżšă řőćŋő šřěň£ šăłĺňĺ ďćşşčőńĳŋĺłăňĺ, ă ń¿ąă£ ďřşčă£ šőůłă śťěřż ŕőłřżšă řőćŋő őďŋĺň ďćşşčőńĳŋĺłőň (šőůłĺ śťěřĺůěśłĺţ ŕř£ňżţ AB, BC ĺ CA ňż ŋě řăśśňăšřĺćăěň). Ŕő¡šőňş

4(¸ + ˛ + ‚)R^2 = 4ıR^2 + 2S_{ABC} + 2S_{A1B1C1}

Ă šăł łăł S_{ABC} = S_{A1B1C1} , šő

S_{ABC} = (¸ + ˛ + ‚ − ı)R^2: 2 Śńěďśšćĺě 1. Śşňňă şčńőć śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ąőńĳÿě ı.

Ğăďăůĺ

Řăďĺşś śťěřż R ŕřěďŕőńăčăěšś£ ĺğćěśšŋżň. a; b; c | ďńĺŋż śšőřőŋ śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ¸; ˛; ‚ | şčńż śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

1. Ďőłăğăšĳ, ůšő a + b > c. 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő a + b + c < 2ıR.

3. Ŋăľšĺ ďńĺŋş śšőřőŋż ŕřăćĺńĳŋőčő śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ćŕĺśăŋŋőčő ć śťěřĺůěśłş¿ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă r.

4. Ŋăľšĺ şčńż ăćšőŕőń£řŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, š.ě. śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă, śőćŕăďă¿źěčő ś ŕőń£řŋżň ł ŋěňş šřěşčőńĳŋĺłőň.

5. Ďőłăğăšĳ, ůšő őąńăśšĳ űĺńĺŋďřă ĺğőňěšřĺůŋă őąńăśšĺ ŕńőśłőśšĺ. 6. Śşźěśšćşěš ńĺ őšőąřăęěŋĺě őąńăśšĺ śťěřż ŋă őąńăśšĳ ŕńőśłőśšĺ, ŕěřěćőď£źěě őšřěğłĺ śťěřĺůěśłĺţ ŕř£ňżţ ć őšřěğłĺ ěćłńĺďőćżţ ŕř£- ňżţ?

7. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă śşźěśšćş¿š ćŕĺśăŋŋă£ ĺ őŕĺśăŋŋă£ őłřşęŋőśšĺ.

8. Ďőłăğăšĳ, ůšő ă) ňěďĺăŋż, ą) ćżśőšż śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě.

9. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕńőźăďĳ śťěřĺůěśłőčő łřşčă řăďĺşśă r řăćŋă

4ıR^2 sin^2 ( r 2R ) : Ć ğăďăůăţ 10{14 śůĺšăěšś£, ůšő R = 1.

10. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć śťěřĺůěśłőň šřěşčőńĳŋĺłě ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş- ¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£: ă) sin¸ sin a = sin˛ sin b = sin ‚ sin c

(šěőřěňă śĺŋşśőć);

ą) cos a = cos b cos c + sin b sin c cos ¸ (ŕěřćă£ šěőřěňă łőśĺŋşśőć); ć) cos ¸ = − cos ˛ cos ‚ + sin ˛ sin ‚ cos a (ćšőřă£ šěőřěňă łőśĺŋşśőć). 11. Ďőłăğăšĳ, ůšő

sin¸ 2 = √ sin(p − b) sin(p − c) sin b sin c

; cos¸ 2 = √ sin p sin(p − a) sin b sin c ; čďě p = (a + b + c)=2.

12. Ŕşśšĳ S = ¸ + ˛ + ‚ − ı. Ďőłăğăšĳ, ůšő

ă) 2 sin S 2 = √ sin p sin(p − a) sin(p − b) sin(p − c) cos a 2 cos b 2 cos c 2 ;

ą) tg^2 S 4 = tg p 2 tg p − a 2 tg p − b 2 tg p − c 2 . 13. Ŕşśšĳ r | řăďĺşś ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő

tg r = √ sin(p − a) sin(p − b) sin(p − c) sin p : 14. Ŕşśšĳ —R | řăďĺşś őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő

ctg —R = √ sin(¸ − s) sin(˛ − s) sin(‚ − s) sin s ; čďě s = (¸ + ˛ + ‚ − ı)=2.

15. ă) Ćőğĳňěň őšřěğőł śťěřĺůěśłőľ ŕř£ňőľ ďńĺŋż ¸R ĺ řăśśňőšřĺň ŕőń£řż ćśěţ śťěřĺůěśłĺţ ŕř£ňżţ, ŕěřěśěłă¿źĺţ ďăŋŋżľ őšřěğőł.

Ďőłăğăšĳ, ůšő řăśśňăšřĺćăěňżě šőůłĺ ğăňěšă¿š ňŋőęěśšćő ŕńőźăďĺ 4¸R^2.

ą) Ďăŋő ŋěśłőńĳłő őšřěğłőć śťěřĺůěśłĺţ ŕř£ňżţ, śşňňă ďńĺŋ łőšőřżţ ňěŋĳÿě ıR. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš śťěřĺůěśłă£ ŕř£ňă£, ŋě ŕěřěśěłă¿źă£ ŋĺ őďŋőčő ďăŋŋőčő őšřěğłă.

2. Ŕřőěłšĺćŋă£ čěőňěšřĺ£

Čěőňěšřĺ£ Ńőąăůěćśłőčő ŋě ĺňěěš śšőńĳ ŕřőśšőľ ĺ ěśšěśšćěŋŋőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ, łăł śťěřĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£. Ďń£ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ĺğćěśšŋő ŋěśłőńĳłő ňőďěńěľ. Ş łăęďőľ ĺğ ŋĺţ ěśšĳ śćőĺ ďőśšőĺŋśšćă, ŋő ĺ ş łăęďőľ ěśšĳ ŋěďőśšăšłĺ, š.ě. ďń£ řăğŋżţ űěńěľ ążćă¿š şďőąŋż řăğŋżě ňőďěńĺ. Ćśě ňőďěńĺ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő, łőšőřżě ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ, ďőśšăšőůŋő šěśŋő ść£ğăŋż ś ŕřőěłšĺćŋőľ čěőňěšřĺěľ. Ŕő¡šőňş śŋăůăńă ŋşęŋő ŕőğŋăłőňĺšĳś£ ś őśŋőćŋżňĺ ŕőŋ£šĺ£ňĺ ŕřőěłšĺćŋőľ čěőňěšřĺĺ.

Ŕřĺ ŕřőěűĺřőćăŋĺĺ ŕř£ňőľ l_1 ŋă ŕř£ňş¿ l_2 ĺğ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ O ďńĺŋż őšřěğłőć ňőčşš ŋě śőţřăŋ£šś£. Ŋő ěśńĺ ňż ďń£ ůěšżřěţ šőůěł A_1; B_1; C_1 ĺ D_1 ŕř£ňőľ l_1 řăśśňőšřĺň ćěńĺůĺŋş

C_1A_1 C_1B_1 : D_1A_1 D_1B_1

, šő ŕřĺ ŕřőěłűĺ£ţ ¡šă ćěńĺůĺŋă śőţřăŋ£ěšś£, š.ě. C_1A_1 C_1B_1

: D^1A^1 D_1B_1

= C^2A^2 C_2B_2

: D^2A^2 D_2B_2

(śň. řĺś. 2.1):

Ć śăňőň ďěńě,

C_1A_1 C_1B_1 = S_{OC1A1} S_{OC1B1} = OC_1 · OA_1 sin A_1OC_1 OC_1 · OB_1 sin B_1OC_1 = OA_1 OB_1 · sin A_1OC_1 sin B_1OC_1 : Ŕő¡šőňş

C_1A_1 C_1B_1

: D^1A^1 D_1B_1 = (OA_1 OB_1 · sin A_1OC_1 sin B_1OC_1 ) : (OA_1 OB_1 · sin A_1OD_1 sin B_1OD_1 ) : Ŕőśńě śőłřăźěŋĺ£ ¡šă ćěńĺůĺŋă őłăęěšś£ ćżřăęěŋŋőľ šőńĳłő ůěřěğ şčńż, ŕřĺůěň sin A_1OC_1 = sin A_2OC_2 ĺ š.ď.

Ćěńĺůĺŋş CA CB : DA DB şďőąŋő ąřăšĳ śő ğŋăłőň. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő ŋă ŕř£ňőľ l ććěśšĺ łőőřďĺŋăšż ĺ ćňěśšő, ŋăŕřĺňěř, CA ąřăšĳ c−a, čďě c ĺ a | łőőřďĺŋăšż šőůěł C ĺ A. Ćěńĺůĺŋş c − a c − b : d − a d − b ŋăğżćă¿š ďćőľŋżň őšŋőÿěŋĺěň ůěšżřěţ šőůěł. Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň őążůŋő śůĺšăšĳ, ůšő ćěńĺůĺŋă CA CB : DA DB ąěřěšś£ śő ğŋăłőň; őąőğŋăůĺň ěě [A; B; C; D].

Ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ůěšżřěţ šőůěł ğăćĺśĺš őš ŕőř£ďłă šőůěł. Ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłăţ šőůěł őŋő ňěŋ£ěšś£ ŕő ďőśšăšőůŋő ŕřőśšżň ŕřăćĺńăň. Őůěćĺďŋő, ůšő [A; B; C; D] = [B; A; C; D]^{−1} = [A; B; D; C]^{−1}. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ šăłęě, ůšő [A; B; C; D] = 1 − [A; C; B; D] (¡šő ¡łćĺćăńěŋšŋő řăćěŋśšćş (c − a)(d − b) = (c − b)(d − a) + (b − a)(d − c)).

Ŋăğőćěň ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕř£ňőľ ŕřőěłšĺćŋżň, ěśńĺ őŋő śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ń¿ążţ ůěšżřěţ šőůěł. §śŋő, ůšő ń¿ąőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕř£ňőľ, łőšőřőě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŋěśłőńĳłĺţ ŕřőěűĺřőćăŋĺľ, £ćń£ěšś£ ŕřőěłšĺćŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň.

Őšőąřăęěŋĺě ćĺďă x → ax + b cx + d

, čďě ad ≠ bc, ŋăğőćěň ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżň.

Šěőřěňă 2.1. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕř£ňőľ ŕřőěłšĺćŋő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋő ďřőąŋő-ńĺŋěľŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ś ŕőňőźĳ¿ ťőřňşńż

ax + b cx + d − ay + b cy + d = (ad − bc)(x − y) (cx + d)(cy + d)

ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕř£ňőľ, śőţřăŋ£¿źěě ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě. Ŕşśšĳ ¸_1, ˛_1 ĺ ‚_1 | őąřăğż šřěţ řăğńĺůŋżţ šőůěł ¸, ˛ ĺ ‚. Šőčďă šőůłă x ĺ ěě őąřăğ x_1 ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň

‚ −¸ ‚ −˛ : x −¸ x −˛ = ‚_1 − ¸_1 ‚_1 − ˛_1 : x_1 − ¸_1 x_1 − ˛_1 : İšő śőőšŋőÿěŋĺě ŕőğćőń£ěš ćżřăğĺšĳ x_1 ůěřěğ x ŕő ťőřňşńě ćĺďă x_1 = ax + b cx + d . 2 Ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě x → ax + b cx + d ŋě őŕřěďěńěŋő ďń£ šőůłĺ x = −d=c. Ůšőąż ĺğąěęăšĳ ¡šőľ ŋěŕřĺ£šŋőśšĺ, ďőąăćĺň ł ŕř£ňőľ l šőůłş ∞. Šőčďă ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő

ax + b cx + d

= ∞ ŕřĺ x = − d c ĺ ax + b cx + d = a c ŕřĺ x = ∞

Šőůłş ∞ ňőęŋő ďőąăćĺšĳ ł ŕř£ňőľ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ćżąěřěň šőůłş O ćŋě ŕř£ňőľ l ĺ śőŕőśšăćĺň łăęďőľ šőůłě A ∈ l ŕř£ňş¿ OA.

Šőčďă šőůłě ∞ śőőšćěšśšćşěš ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş O ŕăřăńńěńĳŋő ŕř£ňőľ l. Ŋăğőćěň ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕř£ňżţ ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş O. Ŕřĺ ¡šőň ŕř£- ňżě, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ šőůłş O, ąşďěň ŋăğżćăšĳ šőůłăňĺ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ.

Ŋă ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ňőęŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň ććěśšĺ łőőřďĺŋăšż. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő šőůłă O | ŋăůăńő śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ŋă ŕńőśłőśšĺ. Šőčďă ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłş O, śőśšőĺš ĺğ šőůěł ćĺďă (–x; –y), čďě – | ŋěłőšőřőě ůĺśńő, x ĺ y | ťĺłśĺřőćăŋŋżě ůĺśńă, ŕřĺůěň ţőš£ ąż őďŋő ĺğ ŋĺţ őšńĺůŋő őš ŋşń£. Šăłĺň őąřăğőň, šőůłě ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ŕăřş ůĺśěń (x; y), ŕřĺůěň ŕăřż (x; y) ĺ (–x; –y) śůĺšă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ. İšş ŕăřş ůĺśěń ŋăğőćěň őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ šőůłĺ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ.

Ć őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăšăţ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ĺňěěš ćĺď

(x; y) → (ax + by; cx + dy):

Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ďăďĺň ďćă ¡łćĺćăńěŋšŋżţ őŕřěďěńěŋĺ£ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ:

1) ňŋőęěśšćő ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş ć ŕřőśšřăŋśšćě;

2) ňŋőęěśšćő šřőěł ůĺśěń (x; y; z), čďě ůĺśńă x, y ĺ z ŋě ćśě řăćŋż ŋşń¿; ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżě šřőľłĺ śůĺšă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ.

Ěśńĺ ůĺśńă a, b ĺ c ŋě ćśě řăćŋż ŋşń¿, šő ňŋőęěśšćő šőůěł ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ, şďőćńěšćőř£¿źĺţ şřăćŋěŋĺ¿ ax + by + cz = 0, ŋăğżćă¿š ŕř£ňőľ ŋă ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

Ŕřőěłšĺćŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŋăğżćă¿š ŕřěőąřăğőćăŋĺě ćĺďă

(x; y; z) → (a_{11}x + a_{12}y + a_{13}z; a_{21}x + a_{22}y + a_{23}z; a_{31}x + a_{32}y + a_{33}z:)

Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ¡šő ďőńęŋő ążšĳ ĺňěŋŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺě, š.ě. ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě őšőąřăęěŋĺě ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŋă śěą£. Ŋă £ğżłě őŕřěďěńĺšěńěľ şśńőćĺě ćğăĺňŋőľ őďŋőğŋăůŋőśšĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő šőňş, ůšő | | | | a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33} | | | | ≠ 0:

Ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ůěšżřěţ šőůěł, ńěęăźĺţ ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ. Ć śăňőň ďěńě, ŋě ąőńěě ůěň őďŋă ĺğ šřěţ őďŋőřőďŋżţ łőőřďĺŋăš šőůěł ďăŋŋőľ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ šőęďěśšćěŋŋő řăćŋă ŋşń¿. Ďćě ďřşčĺě łőőřďĺŋăšż ňőęŋő śůĺšăšĳ őďŋőřőďŋżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ ŋă ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ. Ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ ĺŋďşűĺřşěš ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ¡šĺţ łőőřďĺŋăš.

Ŕřőěłšĺćŋş¿ ŕńőśłőśšĳ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ łăł őążůŋş¿ ŕńőśłőśšĳ, ŕőŕőńŋěŋŋş¿ ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋőľ ŕř£ňőľ z = 0. Ć śăňőň ďěńě, šőůłě (x; y; z), čďě z ≠ 0, ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ šőůłş ś ďěłăřšőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ (x z ; y z ) . Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ŕőśšřőěŋĺ¿ őďŋőľ ĺğ ňőďěńěľ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ŕőłăęěň, łăł ś ŕőňőźĳ¿ ďćőľŋőčő őšŋőÿěŋĺ£ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ \řăśśšő£ŋĺě" ňěęďş šőůłăňĺ a ĺ b ĺŋšěřćăńă (x; y). (Ňż ĺňěěň ć ćĺďş ŋě őążůŋőě ěćłńĺďőćő řăśśšő£ŋĺě.) Ŕőńőęĺň

ȷ(a; b) = | ln[a; b; x; y]| = | ln ( x − a x − b : y − a y − b ) |: Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő šăłőě őŕřěďěńěŋĺě ĺňěěš śňżśń, š.ě. x − a x − b : y − a y − b

> 0:

Ć śăňőň ďěńě, x − a < 0, x − b < 0, y − a > 0, y − b > 0. §śŋő šăłęě, ůšő ȷ(a; a) = 0 ĺ ȷ(a; b) → ∞ ŕřĺ b → x ĺ ŕřĺ b → y. Łřőňě šőčő, ȷ(a; b) = ȷ(b; a), šăł łăł

x − a x − b : y − a y − b = ( x − b x − a : y − b y − a )_{−1}

Őšňěšĺň, ůšő ln[a; b; x; y] = − ln[a; b; y; x], ŕő¡šőňş ŋěš ŋěőąţőďĺňőśšĺ řăğńĺůăšĳ šőůłĺ x ĺ y, š.ě. ğăďăćăšĳ őřĺěŋšăűĺ¿ ĺŋšěřćăńă (x; y).

Ĺğ šőęďěśšćă ( x − a x − b · y − b y − a ) ( x − b x − c · y − c y − b ) ( x − c x − a · y − a y − c ) = 1 śńěďşěš, ůšő ±ȷ(a; b) ± ȷ(b; c) ± ȷ(c; a) = 0. Ąőńěě šźăšěńĳŋă£ ŕřőćěřłă ŕőłăğżćăěš, ůšő ěśńĺ šőůłă ś ńěęĺš ňěęďş a ĺ b, šő ȷ(a; c) + ȷ(c; b) = ȷ(a; b).

Řăśśšő£ŋĺě ȷ(a; b) ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřőěłšĺćŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ŕř£ňőľ, śőţřăŋ£¿źĺţ ĺŋšěřćăń (x; y).

Šěŕěřĳ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ňőďěńĳ Łńěľŋă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Šőůłăňĺ ňőďěńĺ Łńěľŋă £ćń£¿šś£ ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ ŋěłőšőřőčő łřşčă.

Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ a ĺ b őŕřěďěń£ěšś£ łăł ȷ(a; b)^1 ďń£ ĺŋšěřćăńă (x; y), čďě x ĺ y | šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ ab ś čřăŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĳ¿ ďăŋŋőčő łřşčă. Ěśńĺ šőůłĺ řăśŕőńőęěŋż ć šăłőň ŕőř£ďłě, łăł ŋă řĺś. 2.2, šő ln[a; b; x; y] > 0, š.ě. ȷ(a; b) = ln[a; b; x; y].

Šěőřěňă 2.2. Ć ňőďěńĺ Łńěľŋă ŕř£ňżňĺ £ćń£¿šś£ ţőřďż łřşčă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ȷ(a; c)+ȷ(c; b) ≥ ȷ(a; b), ŕřĺůěň ěśńĺ šőůłă c ŋě ńěęĺš ŋă őšřěğłě (a; b), šő ȷ(a; c)+ȷ(c; b) > ȷ(a; b). Ŕşśšĳ ńşůĺ ab ĺ ba ŕěřěśěłă¿š őłřşęŋőśšĳ ć šőůłăţ x ĺ y śőőšćěšśšćěŋŋő, ńşůĺ ac ĺ ca | ć šőůłăţ x_1 ĺ y_1, ńşůĺ cb ĺ bc | ć šőůłăţ x_2 ĺ y_2 (řĺś. 2.3). Šőčďă šőůłă x^′ ŕěřěśěůěŋĺ£ ţőřď x_1x_2 ĺ xy ńěęĺš ŋă őšřěğłě xb, ă šőůłă y^′ ŕěřěśěůěŋĺ£ ţőřď y_1y_2 ĺ xy ńěęĺš ŋă őšřěğłě ay. Ŕşśšĳ p | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ x_1x_2 ĺ y_1y_2, c^′ | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ pc ĺ xy. Šőůłă c^′ ńěęĺš ŋă őšřěğłě ab.

Ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřőěłűĺĺ őďŋőľ ŕř£ňőľ ŋă ďřşčş¿. Ŕő¡šőňş [a; c; x_1; y_1] = [a; c^′; x^′; y^′]

[c; b; x_2; y_2] = [c^′; b; x^′; y^′]

(ňż řăśśňăšřĺćăěň ŕřőěłűĺĺ ĺğ šőůłĺ p ŋă ŕř£ňş¿ xy).

Ŕőłăęěň, ůšő [a; c^′; x^′; y^′] > [a; c^′; x; y] ĺ [c^′; b; x^′; y^′] > [c^′; b; x; y]. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ŋşęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ šőůłĺ a; b; x; y řăśŕőńőęěŋż ć šăłőň ŕőř£ďłě, łăł ŋă řĺś. 2.2, šő şćěńĺůěŋĺě őšřěğłă xy ŕřĺćőďĺš ł şňěŋĳÿěŋĺ¿ ďćőľŋőčő őšŋőÿěŋĺ£ [a; b; x; y]. Ąşďěň śůĺšăšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ŋăŕřăćńěŋĺě ńşůă yx. Šőčďă ďń£ şćěńĺůěŋĺ£ őšřěğłă xy ł łőőřďĺŋăšě šőůłĺ x ŋşęŋő ďőąăćĺšĳ ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő ". Ćšőřőľ łőŋěű őšřěğłă őśšăćĺň ŕőłă ŋă ňěśšě. Ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ŕřĺ ¡šőň şňěŋĳÿĺšś£, šăł łăł x − a x − b − x + " − a x + " − b = "(b − a) (x − b)(x + " − b) > 0 Ďń£ ćšőřőčő łőŋűă őšřěğłă ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő.

Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůăěň ŋěřăćěŋśšćă

[a; c; x_1; y_1] > [a; c^′; x; y];

[c; b; x_2; y_2] > [c^′; b; x; y]:

1İšő ŋě śőćśěň ćěřŋő. Łăł ąşďěš őąž£śŋěŋő ć čńăćě 3, ć ňőďěńĺ Łńěľŋă őążůŋő ŕőńăčă¿š ρ(a, b) = 1 2^j ln[a, b, x, y]j ĺńĺ ρ(a, b) = c 2^j ln[a, b, x, y]j, čďě ŕăřăňěšř c ĺčřăěš řőńĳ řăďĺşśă. Řăďĺşś şďőąŋő śůĺšăšĳ řăćŋżň 1.

Śńěďőćăšěńĳŋő,

[a; c; x_1; y_1][c; b; x_2; y_2] > [a; c^′; x; y][c^′; b; x; y] = [a; b; x; y];

š.ě. ȷ(a; c) + ȷ(c; b) > ȷ(a; b). 2

Čěőňěšřĺ£ Ńőąăůěćśłőčő, łăł ĺ śťěřĺůěśłă£ čěőňěšřĺ£ ĺ čěőňěšřĺ£ ŕńőśłőśšĺ, ĺňěěš ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿş¿ čřşŕŕş ĺğőňěšřĺľ, ă ĺňěŋŋő, ń¿- ąş¿ šőůłş A ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ šőůłş B ĺ ŕřĺ ¡šőň ŕěřěćěśšĺ ń¿ąş¿ ŕř£ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ šőůłş A, ć ń¿ąş¿ ŕř£- ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ šőůłş B. Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šő, ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ, łőšőřőě śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě, ŕěřěćőďĺš ďăŋŋżľ łřşč ć śěą£ ĺ ŕěřěćőďĺš ćŋşšřěŋŋ¿¿ šőůłş A ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ ćŋşšřěŋŋ¿¿ šőůłş B. Ć śăňőň ďěńě, šăłőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺěľ. Ă ďń£ šőčő, ůšőąż ŕěřěćěśšĺ ń¿- ąş¿ ŕř£ňş¿ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ ŕř£ňş¿, ňőęŋő šőůłş A ŕěřěćěśšĺ ć űěŋšř O łřşčă, ă ğăšěň šőůłş O ŕěřěćěśšĺ ć šőůłş B. Ŕřĺ ¡šőň ń¿ąş¿ ŕř£- ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ šőůłş O, ňőęŋő ŕőćőřőšőň ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ ŕř£ňş¿, ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ šőůłş O.

Šěőřěňă 2.3. Śşźěśšćşěš ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ, łőšőřőě śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě, ŕěřěćőďĺš ďăŋŋżľ łřşč ć śěą£ ĺ ŕěřěćőďĺš ěčő űěŋšř ć ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ćŋşšřěŋŋ¿¿ šőůłş.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ŕř£ňőľ łřşčőćőľ łőŋşś ś ćěřÿĺŋőľ S. Śěůěŋĺě łőŋşśă ŕńőśłőśšĳ¿, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ ěčő őśĺ, £ćń£ěšś£ őłřşęŋőśšĳ¿ ś ďĺăňěšřőň P Q ĺ űěŋšřőň O. Řăśśňőšřĺň šăłęě śěůěŋĺě łőŋşśă ŕńőśłőśšĳ¿, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş O ĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ ŕńőśłőśšĺ SP Q (łőŋşś ňż śůĺšăěň ąěśłőŋěůŋżň ć őďŋş śšőřőŋş). Ěśńĺ šőůłă Q^′ ŕřĺŋăďńěęĺš ĺŋšěřćăńş QR (řĺś. 2.4), šő řăśśňăšřĺćăěňőě śěůěŋĺě £ćń£ěšś£ ¡ńńĺŕśőň.

Ŋă ŕńőśłőśšĺ ˝^′, śőďěřęăźěľ ¡šőš ¡ńńĺŕś, ĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ ˝, śőďěřęăźěľ őłřşęŋőśšĳ ś ďĺăňěšřőň P Q, ňőęŋő ććěśšĺ łőőřďĺŋăšż šăł, ůšő őłřşęŋőśšĳ ĺ ¡ńńĺŕś śőćŕăďşš ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ šőůěł ś őďĺŋăłőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ. Ŕřĺ ¡šőň ć łăůěśšćě ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ňż ćżąěřěň śőőšćěšśšćěŋŋő űěŋšř ¡ńńĺŕśă ĺ űěŋšř őłřşęŋőśšĺ, ă ć łăůěśšćě őśĺ Ox ćżąěřěň ŕř£ňżě P^′Q^′ ĺ P Q. Šőčďă šőůłă O, ńěęăźă£ ćŋşšřĺ ¡ńńĺŕśă, őšőęďěśšćń£ěšś£ ś šăłőľ šőůłőľ O_1 łřşčă, ůšő P^′O : OQ^′ = P O_1 : O_1Q.

Ŕřĺ ŕěřěňěźěŋĺĺ šőůłĺ Q^′ ŕő őšřěğłş QR őšŋőÿěŋĺě P^′O : OQ^′ ĺğňěŋ£ěšś£ őš 1 ďő ∞. Ŕő¡šőňş šőůłă O_1 ňőęěš ążšĳ ń¿ąőľ šőůłőľ, ńěęăźěľ ćŋşšřĺ őšřěğłă OQ.

Ĺśłőňżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň £ćń£ěšś£ łőňŕőğĺűĺ£ őšőąřăęěŋĺľ f : ˝ → ˝_1 ĺ g : ˝ → ˝_1 čďě f | ŕřőěłűĺ£ ĺğ šőůłĺ S, ă g | őšőęďěśšćńěŋĺě šőůěł ś őďĺŋăłőćżňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ. 2

Ğăďăůĺ

1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕř£ňőľ őďŋőğŋăůŋő ğăďăěšś£ őąřăğăňĺ šřěţ šőůěł.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕř£ňőľ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŕřőěűĺřőćăŋĺľ ŕř£ňżţ.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő łćăďřăš ŋěšőęďěśšćěŋŋőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ x → ax + b cx + d šőęďěśšćěŋ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă a + d = 0.

4. a) Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ őšőęďěśšćńěŋĺĺ ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ šőůěł śťěřż ĺğ śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ŕőńşůăěšś£ čěőňěšřĺ£ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

ą) Ŕőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šőň ŕőń£řŋőě śőőšćěšśšćĺě ŕřĺŋĺňăěš śńěďş- ¿źĺľ ćĺď: šőůłě (a; b; c) śőőšćěšśšćşěš ŕř£ňă£ ax + by + cz = 0.

5. Ďőłăğăšĳ, ůšő śěůěŋĺě ŕř£ňőčő łřşčőćőčő łőŋşśă x^2 + y^2 = az^2 ŕńőśłőśšĳ¿, ŋě ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ěčő ćěřÿĺŋş, £ćń£ěšś£ ńĺąő ¡ńńĺŕśőň, ńĺąő ŕăřăąőńőľ, ńĺąő čĺŕěřąőńőľ.

6. Śşźěśšćşěš ńĺ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕńőśłőśšĺ, śőţřăŋ£¿- źěě őłřşęŋőśšĳ, ŋő ŕěřěćőď£źěě ěě ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ ćő ćŋěÿŋĺě?

7. Śłőńĳłő řăğńĺůŋżţ ğŋăůěŋĺľ ŕřĺŋĺňăěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ůěšżřěţ šőůěł ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłăţ ¡šĺţ šőůěł?

8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ěśńĺ šőůłă c ńěęĺš ňěęďş a ĺ b, šő řăćěŋśšćő ±ȷ(a; b) ± ȷ(b; c) ± ȷ(a; c) = 0 ŕřĺŋĺňăěš ćĺď ȷ(a; c) + ȷ(c; b) = ȷ(a; b).

9. Łăł ś ŕőňőźĳ¿ űĺřłşń£ ĺ ńĺŋěľłĺ ćżŕőńŋĺšĳ śńěďş¿źĺě ŕőśšřőěŋĺ£ ć ňőďěńĺ Łńěľŋă:

ă) ŕőśšřőĺšĳ śěřěďĺŋş ďăŋŋőčő őšřěğłă;

ą) śőěďĺŋĺšĳ ďăŋŋş¿ šőůłş ś ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ łřăšůăľÿĺň őšřěğłőň (š.ě. őŕşśšĺšĳ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř);

ć) ŕőśšřőĺšĳ ąĺśśěłšřĺśş şčńă ňěęďş ďăŋŋżňĺ ďćşň£ ŕř£ňżňĺ? 10. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŋě ąőńěě, ůěň šřěţ ĺŋćőń¿šĺćŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ. (Ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŋăğżćăěšś£ ĺŋćőń¿šĺćŋżň, ěśńĺ ěčő łőňŕőğĺűĺ£ ś śőąőľ ěśšĳ šőęďěśšćěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.)

3. Ňőďěńĺ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő

Őš ňőďěńĺ Łńěľŋă ňőęŋő ŕěřěľšĺ ł ďřşčőľ ćăęŋőľ ňőďěńĺ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ŋőćă£ ňőďěńĳ ŕőńşůăěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň śťěřş, ¡łćăšőřőň łőšőřőľ śńşęĺš ďăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ. Ŕşśšĳ A | šőůłă ňőďěńĺ Łńěľŋă, A_1 | šőůłă ¿ęŋőľ ŕőńşśťěřż, ŕřőěűĺřş- ¿źă£ś£ ć šőůłş A, A^′ | šőůłă ŕěřěśěůěŋĺ£ ¡łćăšőřĺăńĳŋőľ ŕńőśłőśšĺ ś ŕř£ňőľ A_1N, čďě N | śěćěřŋżľ ŕőń¿ś (řĺś. 3.1). Śőŕőśšăćĺć łăęďőľ šőůłě A šőůłş A^′, ŕőńşůĺň ŕřěőąřăğőćăŋĺě ¡łćăšőřĺăńĳŋőčő łřşčă. Ůšőąż ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ążńő ĺğőňěšřĺěľ, ŋşęŋő őŕřěďěńĺšĳ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ A^′ ĺ B^′ ć ŋőćőľ ňőďěńĺ łăł řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ A ĺ B ć śšăřőľ ňőďěńĺ. Ŕőńşůěŋŋş¿ šăłĺň őąřăğőň ňőďěńĳ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ŋăğżćă¿š ňőďěńĳ¿ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě.

Ćż£śŋĺň, łăł şśšřőěŋż ŕř£ňżě ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě. Ţőřďě AB śőőšćěšśšćşěš śěůěŋĺě ¿ęŋőľ ŕőńşśťěřż ŕńőśłőśšĳ¿, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ ¡łćăšőřş. İšő śěůěŋĺě ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŕőńşőłřşęŋőśšĳ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋş¿ ¡łćăšőřĺăńĳŋőľ őłřşęŋőśšĺ (řĺś. 3.2). Ŕřĺ ŕřőěłűĺĺ ĺğ ŕőń¿śă ŋă ¡łćăšőřĺăńĳŋş¿ ŕńőśłőśšĳ ¡šă ŕőńşőłřşęŋőśšĳ ŕěřěţőďĺš ć ďşčş őłřşęŋőśšĺ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ ¡łćăšőřĺăńĳŋőľ őłřşęŋőśšĺ. (İšő śńěďşěš ĺğ śćőľśšć śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ, łőšőřżě ąşďşš řăğőąřăŋż ŋă śěňĺŋăřě.) Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě ŕř£- ňżňĺ £ćń£¿šś£ ďşčĺ őłřşęŋőśšěľ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżţ čřăŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ďăŋŋőčő łřşčă.

Ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ďăŋŋżľ łřşč şďőąŋő śůĺšăšĳ ěďĺŋĺůŋżň łřşčőň ŋă łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ. (Ěďĺŋĺůŋżľ łřşč ğăďăěšś£ ŋěřăćěŋśšćőň |z| ≤ 1, z ∈ C .)

Ďń£ šőůěł łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ, łăł ĺ ďń£ šőůěł ćěźěśšćěŋŋőľ ŕř£ňőľ, ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě

[z_1; z_2; z_3; z_4] = z^3

− z_1 z_3 − z_2

: z^4

− z_1 z_4 − z_2 : Ć ¡šőň śńşůăě ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě £ćń£ěšś£, ćőőąźě čőćőř£, łőňŕńěłśŋżň ůĺśńőň.

Ŋěšřşďŋő şąěďĺšĳś£, ůšő ěśńĺ šőůłĺ Z ĺ W ńěęăš ŋă ţőřďě AB, ă Z^′ ĺ W^′ | śőőšćěšśšćş¿źĺě šőůłĺ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě, šő

|[A; B; Z; W ]| = |[A; B; Z^′; W^′]|^2:

Ć śăňőň ďěńě, śšěřěőčřăťĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£ £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋĺěň ŕřőśšřăŋśšćěŋŋőľ ĺŋćěřśĺĺ, ŕő¡šőňş őŋă śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě. Łřőňě šőčő,

AZ : ZB = AC^2 AB : BC^2 AB = AC^2 : BC^2

(śň. řĺś. 3.2). Šăłĺň őąřăğőň, | ln[A; B; Z; W ]| = 2| ln |[A; B; Z^′; W^′]||.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ȷ(Z; W ) = | ln[A; B; Z; W ]|. Ŕő¡šőňş ȷ(Z^′; W^′) = 2| ln |[A; B; Z^′; W^′]||:

Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ąěśłőŋěůŋżň śěňěľśšćőň řăğńĺůŋżţ śťěřĺůěśłĺţ čěőňěšřĺľ (ďń£ řăğŋżţ řăďĺşśőć R ňż ŕőńşůăěň řăğŋżě čěőňěšřĺĺ) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ąěśłőŋěůŋőě śěňěľśšćő čěőňěšřĺľ Ńőąăůěćśłőčő, ŕőńőęĺć ȷ(Z; W ) = c 2 | ln[A; B; Z; W ]|. Řőńĳ ŕăřăňěšřă c ć čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ćő ňŋőčőň ăŋăńőčĺůŋă řőńĺ řăďĺşśă R ć śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ.

Ěźě őďŋş ňőďěńĳ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, őšőąřăğĺć ěďĺŋĺůŋżľ łřşč ŋă ćěřţŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ H = {x + iy ∈ C | y > 0} ś ŕőňőźĳ¿ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£. Ďń£ ¡šőľ űěńĺ čőďĺšś£, ŋăŕřĺňěř, őšőąřăęěŋĺě z → w = i1 + z

1 − z : Ć śăňőň ďěńě, ℑw = ℜ (1 + z 1 − z ) = 1 2 (1 + z 1 − z + 1 + —z 1 − —z ) = 1 − |z|^2 |1 − z|^2 Ŕő¡šőňş ℑw > 0 ⇐⇒ |z| < 1.

Ŕőńşůěŋŋă£ šăłĺň őąřăğőň ňőďěńĳ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ŋăğżćăěšś£ ňőďěńĳ¿ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ.

Čěőňěšřĺ¿ Ńőąăůěćśłőčő ůăśšő ŋăğżćă¿š čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺěľ. Ŕő¡šőňş ŕř£ňżě, őłřşęŋőśšĺ ĺ ďřşčĺě őąžěłšż čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ąşďěň ŋăğżćăšĳ čĺŕěřąőńĺůěśłĺňĺ, ůšőąż őšńĺůăšĳ ĺţ őš ěćłńĺďőćżţ ŕř£ňżţ ĺ őłřşęŋőśšěľ.

Ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕěřěćőď£š ŕř£ňżě ĺ őłřşęŋőśšĺ ć ŕř£ňżě ĺ őłřşęŋőśšĺ. Łřőňě šőčő, őŋĺ śőţřăŋ£¿š şčńż. Ŕő¡šőňş ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ H čĺŕěřąőńĺůěśłĺňĺ ŕř£ňżňĺ £ćń£¿šś£ ćěřšĺłăńĳŋżě ńşůĺ ĺ ŕőńşőłřşęŋőśšĺ, űěŋšřż łőšőřżţ ńěęăš ŋă ďěľśšćĺšěńĳŋőľ őśĺ.

Ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£ śőţřăŋ£¿š ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě, ŕő- ¡šőňş řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕř£ňă£ AB ŕőďţőďĺš ł ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ ć šőůłăţ X ĺ Y (řĺś. 3.3). Šőčďă ȷ(A; B) = c| ln[A; B; X; Y ]|:

(Ďń£ łřăšłőśšĺ ňż őŕşśšĺńĺ ćšőřőľ ğŋăł ňőďşń£. Ďěńő ć šőň, ůšő ŋěśńőęŋă£ ŕřőćěřłă ŕőğćőń£ěš şąěďĺšĳś£ ć ěčő ŋěŋşęŋőśšĺ.) Ć šőň śńşůăě, łőčďă čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕř£ňă£ £ćń£ěšś£ ěćłńĺďőćżň ńşůőň, ŕőńőęĺň Y = ∞, š.ě.

y − a y − b

= 1. Ďń£ ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ńşůă ňŋĺňőľ őśĺ ťőřňşńă ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő řăśśšő£ŋĺ£ ŕřĺŋĺňăěš őśőąěŋŋő ŕřőśšőľ ćĺď: ȷ(ia; ib) = c| ln(a=b)|.

Ćż£śŋĺň šěŕěřĳ, łăł şśšřőěŋż ďćĺęěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ń¿ąőě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, śőţřăŋ£¿źěě ćěřţŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ H, £ćń£ěšś£ ďćĺęěŋĺěň ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ŕşśšĳ a; b; c; d ∈

R. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őšőąřăęěŋĺ£ z →^{az + b}_{cz + d}, čďě ad − bc > 0, ĺ

z → a—z + b

c—z + d

, čďě ad−bc < 0, śőţřăŋ£¿š ćěřţŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ. Ć śăňőň ďěńě, ℑ az + b cz + d = ℑ (c—z + d)(az + b) |cz + d|^2 = ℑ bc—z + adz |cz + d|^2

= (ad − bc) ℑz |cz + d|^2 ℑa —z + b c—z + d

= (bc − ad) ℑz |cz + d|^2

Šěőřěňă 3.1. Ń¿ąőě (čĺŕěřąőńĺůěśłőě) ďćĺęěŋĺě ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ H ĺňěěš ćĺď

z → az + b

cz + d ĺńĺ z → a

(−—z) + b c(−—z) + d ; čďě a; b; c; d ∈ R ĺ ad − bc > 0.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Čěőňěšřĺ£ Ńőąăůěćśłőčő őąńăďăěš šěň śćőľśšćőň, ůšő šőůłă C ńěęĺš ŋă őšřěğłě AB šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ȷ(A; C) + ȷ(C; B) = ȷ(A; B). Ĺğ ¡šőčő śćőľśšćă śńěďşěš, ůšő ń¿ąă£ ĺğőňěšřĺ£ ŕěřěćőďĺš čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿ ć čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ĺğőňěšřĺ£ ’ ŕěřěćőďĺš ŕőńőęĺšěńĳŋżľ ńşů L ňŋĺňőľ őśĺ ć čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿ ’(L), ŕőďţőď£źş¿ ł ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ ć šőůłăţ x ĺ y. Šőčďă őďŋő ĺğ ďćşţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ z → ±z − x z − y £ćń£ěšś£ čĺŕěřąőńĺůěśłĺň ďćĺęěŋĺěň g^{−1}, ŕřĺůěň ¡šő ďćĺęěŋĺě ŕěřěćőďĺš čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿ ’(L) ć L (ěśńĺ y = ∞, šő g(z) = z − x.) Šăłĺň őąřăğőň, ĺğőňěšřĺ£ g^{−1}’ ŕěřěćőďĺš čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿ L ć śěą£. Ŕřĺňěŋĺć, ěśńĺ ŋşęŋő, ĺğőňěšřĺ¿ z → kz(k > 0), ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ĺğőňěšřĺ£ g^{−1}’ őśšăćń£ěš šőůłş i ŋă ňěśšě. Śńěďőćăšěńĳŋő, šőůłă ia(a ∈ R) ŕěřěţőďĺš ć šăłş¿ šőůłş ib, ůšő ȷ(i; ia) = ȷ(i; ib), š.ě. | ln a| = | ln b|. Ć šőň śńşůăě, łőčďă ĺğőňěšřĺ£ g^{−1}’ ŕěřěśšăćń£ěš čĺŕěřąőńĺůěśłĺě ńşůĺ (i; ∞) ĺ (i; 0), ŕřĺňěŋĺň ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ĺğőňěšřĺ¿ z → −z^{−1}. Ďń£ ŕőńşůěŋŋőľ ĺğőňěšřĺĺ g^{−1}’ ćăřĺăŋš b = a^{−1} őšŕăďăěš, ŕő¡šőňş őŋă őśšăćń£ěš ŋěŕőďćĺęŋżňĺ ćśě šőůłĺ čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕř£- ňőľ L.

Ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő řăśśšő£ŋĺ£ d ňěęďş šőůłăňĺ z; w ∈ H ňőęŋő ĺcŕőńĳğőćăšĳ ťőřňşńş ch ( d c ) = 1 +

|z − w|^2 2ℑ(z)ℑ(w) ; čďě ch t = 1 2 (e^t + e^{−t}) | čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ łőśĺŋşś. İšş ťőřňşńş ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ćżůĺśńĺć łőőřďĺŋăšż šőůěł ć łőšőřżţ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕř£- ňă£ zw ŕőďţőďĺš ł ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ, ă ğăšěň ćżůĺśńĺć śőőšćěšśšćş¿- źěě ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě. Ŋő šăłőľ śŕőśőą šřěąşěš čřőňőğďłĺţ ćżůĺśńěŋĺľ. Ŕřőćěřĺšĳ ¡šş ťőřňşńş ňőęŋő ŕřőźě. Őąě ěě ůăśšĺ ĺŋćăřĺăŋšŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ćěźěśšćěŋŋżţ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ś ŕőńőęĺšěńĳŋżň őŕřěďěńĺšěńěň (ďń£ ŕřăćőľ ůăśšĺ ťőřňşńż ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ z → z + a; a ∈ R, ĺ z → −1=z). Ŕřěőąřăğőćăŋĺěň šăłőčő ćĺďă ŕř£ňş¿ zw ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ŕőńőęĺšěńĳŋżľ ńşů L ňŋĺňőľ őśĺ, ă ďń£ šőůěł ix; iy ∈ L ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő őąě ůăśšĺ ťőřňşńż ďă¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě řěğşńĳšăš, ă ĺňěŋŋő, x y + y x . Ďń£ ćśěţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ůĺśěń t ĺğőňěšřĺ£ g^{−1}’ őśšăćń£ěš šőůłş it ŋěŕőďćĺęŋőľ, ŕő¡šőňş ďń£ ćśěţ z ∈ H ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő

ȷ(it; z) = ȷ(it; g^{−1}’(z)):

Ŕşśšĳ z = x + iy; g^{−1}’(z) = u + iv. Ĺğ ťőřňşńż ďń£ ćżůĺśńěŋĺ£ řăśśšő£ŋĺ£ śńěďşěš, ůšő

|it − z|^2 tℑ(z) = |it − g^{−1}’(z)|^2 tℑ(g^{−1}’(z)) ; š.ě. [x^2 + (t − y)^2]v = [u^2 + (t − v)^2]y. İšő řăćěŋśšćő ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ t, ŕő¡šőňş y = v ĺ x^2 = u^2, š.ě. g^{−1}’(z) = z ĺńĺ −—z. Ă šăł łăł ĺğőňěšřĺ£ £ćń£ěšś£ ŋěŕřěřżćŋżň őšőąřăęěŋĺěň, šő őďŋő ĺţ ¡šĺţ řăćěŋśšć ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ šőůěł őďŋőćřěňěŋŋő. Ŕő¡šőňş ’(z) = g(z) ĺńĺ ’(z) = g(−—z). 2

Ğăňěůăŋĺě. Ć ťőřňşńĺřőćłě šěőřěňż 3.1 ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ad−bc = 1. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ ad − bc = t > 0. Ŕőďěńĺň ůĺśńă a, b, c ĺ d ŋă √ t. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň šő ęě śăňőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, ŋő ďń£ ŋőćżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć a, b, c ĺ d šřěąşěňőě şśńőćĺě ąşďěš ćżŕőńŋ£šĳś£.

Śťěřĺůěśłş¿ čěőňěšřĺ¿ ĺ čěőňěšřĺ¿ Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ěďĺŋżň őąřăğőň. Šőůŋěě čőćőř£, řěůĳ ąşďěš ĺďšĺ ŋě ő śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, ă ő šăł ŋăğżćăěňőľ ¡ńńĺŕšĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ őšőęďěśšćńěŋĺěň ďĺăňěšřăńĳŋő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ šőůěł.

Ďń£ ěďĺŋőőąřăğŋőčő ŕőśšřőěŋĺ£ ¡ńńĺŕšĺůěśłőľ ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ŋăň ŕőšřěąşěšś£ łőňŕńěłśŋőě ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćő

C P^2 . Őŋő őŕřěďěń£ěšś£ ăŋăńőčĺůŋő ćěźěśšćěŋŋőľ ŕřőěłšĺćŋőľ ŕńőś-

łőśšĺ RP^2, ŋő ćňěśšő šřőěł ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń ąěřşšś£ šřőľłĺ łőňŕńěłśŋżţ ůĺśěń; šřőľłĺ śůĺšă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ őŋĺ ŕőńşůă- ¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă şňŋőęěŋĺěň ŋă łőňŕńěłśŋőě ůĺśńő.

Ćăęŋőě ğŋăůěŋĺě ąşďěš ďń£ ŋăś ĺňěšĳ šăłęě łřĺćă£ x^2 + y^2 + z^2 = 0

ć C P^2 ._{Řăśśňőšřĺň šőůłĺ P1 = (x1; y1; z1) ĺ P2 = (x2; y2; z2), ńěęăźĺě ŋă}

śťěřě x^2 + y^2 + z^2 = R^2. İšĺ šőůłĺ ňőęŋő šăłęě śůĺšăšĳ šőůłăňĺ C P^2 . Ŕř£ňă£ P_1P_2 ć C P^2 ŕěřěśěłăěš łřĺćş¿ x^2 + y^2 + z^2 = 0 ć šőůłăţ J_1 ĺ J_2. Ŕőłăęěň, ůšő e^{±2iφ} = [P_1; P_2; J_1; J_2];

čďě ’ | şčőń ňěęďş řăďĺşśăňĺ OP_1 ĺ OP_2. Ć śăňőň ďěńě, ŕř£ňă£ P_1P_2

ć C P^2 śőśšőĺš ĺğ šőůěł ćĺďă

(x_1 + –x_2; y_1 + –y_2; z_1 + –z_2)

čďě – ∈ C ∪ ∞ (šőůłě P_1 śőőšćěšśšćşěš – = 0, ă šőůłě P_2 śőőšćěšśšćşěš – = ∞). Ğŋăůěŋĺ£ –, śőőšćěšśšćş¿źĺě šőůłăň J_1, ĺ J_2, şďőćńěšćőř£¿š şřăćŋěŋĺ¿ (x_1 + –x_2)^2 + (y_1 + –y_2)^2 + (z_1 + –z_2)^2 = 0;

š.ě. 1 + (2 cos ’)– + –^2 = 0 (ňż ćőśŕőńĳğőćăńĺśĳ šěň, ůšő x^2_1 + y^2_1 + z^2_1 = R^2; x^2 + y^2 + z^2 = R^2 ĺ x_1x_2 + y_1y_2 + z_1z_2 = R^2 cos ’). Śńěďőćăšěńĳŋő,

–_1 –_2 = cos ’ ± √ cos^2 ’ − 1 cos ’ ∓ √ cos^2 ’ − 1 = cos ’ ± i sin ’ cos ’ ∓ i sin ’

= e^{±2iφ}:

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż,

[P_1; P_2; J_1; J_2] =

–_1 − 0 –_2 − 0 : –_1 − ∞ –_2 − ∞ = –_1 –_2 : Šăłĺň őąřăğőň, [P_1; P_2; J_1; J_2] = e^{±2iφ}:

Ŕő¡šőňş řăśśšő£ŋĺě d ňěęďş šőůłăňĺ śťěřż řăďĺşśă R ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ŕő ťőřňşńě d = R’ = ± R 2i ln[P_1; P_2; J_1; J_2]; (1) čďě ln | ťşŋłűĺ£, őąřăšŋă£ ¡łśŕőŋěŋšě. İšő őŕřěďěńěŋĺě šřěąşěš ŋěłőšőřżţ ŕő£śŋěŋĺľ, šăł łăł řăśśňăšřĺćă¿šś£ ťşŋłűĺĺ łőňŕńěłśŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő, ŕřĺůěň šőęďěśšćő e^{2πi} = 1 ŕőłăğżćăěš, ůšő őąřăšŋă£ ťşŋłűĺ£ ňŋőčőğŋăůŋă£. Ŋő ňż ŋĺłăłĺţ ŕő£śŋěŋĺľ ďăćăšĳ ŋě ąşďěň, ŕőšőňş ůšő ć ŋăĺąőńěě ĺŋšěřěśŋőň ďń£ ŋăś śńşůăě čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ăŋăńőčĺůŋă£ ťőřňşńă śőďěřęĺš ńĺÿĳ ťşŋłűĺĺ ďěľśšćĺšěńĳŋőčő ŕěřěňěŋŋőčő.

Ŋăŕőňŋĺň, łăł ążńă ŕőńşůěŋă ťőřňşńă (1). Ňż řăśśňőšřěńĺ šőůłĺ P_1; P_2 ∈ R^3 łăł šőůłĺ C^3 , ğăšěň śőŕőśšăćĺńĺ ĺň ŕř£ňżě OP_1 ĺ OP_2, ă ¡šĺ ŕř£ňżě řăśśňőšřěńĺ łăł ¡ńěňěŋšż C P^2 . Šőůłĺ P_1 ĺ P_2 ńěęăš ć

R^3 ĺ C^3 ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ x^2 + y^2 + z^2 = R^2. Ć C^3 ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ

ŋě šőńĳłő śťěřş ďěľśšćĺšěńĳŋőčő řăďĺşśă, ŋő ĺ śťěřş ňŋĺňőčő řăďĺşśă x^2 + y^2 + z^2 = −c^2; c ∈ R. Ŕő śşšĺ ďěńă, řăďĺşś R ňż ğăňěŋ£ěň ŋă ic.

Łăł ĺ ć śńşůăě őążůŋőľ śťěřż, ďń£ śťěřż ňŋĺňőčő řăďĺşśă şďőąŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ ćěźěśšćěŋŋżňĺ šőůłăňĺ. Ŕőńőęĺň z_1 = iz. Šőčďă ŕőńşůĺň ŕőćěřţŋőśšĳ x^2 + y^2 − z^2_1 = −c^2. Ŕřĺ ćěźěśšćěŋŋżţ x; y ĺ z_1 ¡šă ŕőćěřţŋőśšĳ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ďćşŕőńőśšŋżľ čĺŕěřąőńőĺď (řĺś. 3.4). Őšňěšĺň šăłęě, ůšő ŕřĺ şłăğăŋŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ ŕőćěřţŋőśšĳ x^2 + y^2 + z^2 = 0 ŕřěćřăźăěšś£ ć ŕőćěřţŋőśšĳ x^2 + y^2 − z^2_1 = 0, łőšőřă£ ŕřĺ ćěźěśšćěŋŋżţ x; y ĺ z_1 £ćń£ěšś£ łőŋşśőň. Ŕşśšĳ P_1 ĺ P_2 | šőůłĺ ćěřţŋěľ ŕőńőśšĺ ďćşŕőńőśšŋőčő čĺŕěřąőńőĺďă x^2 + y^2 − z^2_1 = −c^2. Řăśśňőšřĺň ĺţ łăł šőůłĺ C P^2 . Ŕř£ňă£ P_1P_2 ć C P^2 ŕěřěśěłăěš łřĺćş¿ x^2 + y^2 − z^2_1 = 0 ć šőůłăţ J_1 ĺ J_2. Ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ¡ńńĺŕšĺůěśłőľ čěőňěšřĺěľ őŕřěďěńĺň řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ P_1 ĺ P_2 ŕő ťőřňşńě

d = ± ic 2i ln[P_1; P_2; J_1; J_2] = ± c 2 ln[P_1; P_2; J_1; J_2]:

Őłăğżćăěšś£, ůšő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺšś£ čěőňěšřĺ£ Ńőąăůěćśłőčő! Ć śăňőň ďěńě, řăśśňőšřĺň śěůěŋĺě D^2 łőŋşśă x^2 + y^2 − z^2_1 ≤ 0 ŋěłőšőřőľ ŕńőśłőśšĳ¿, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ őśĺ łőŋşśă. Ńşůĺ OP_i ĺ OJ_i ŕěřěśěłă¿š D^2 ć šőůłăţ P^′_i ĺ J^′_i , ŕřĺůěň [P_1; P_2; J_1; J_2] = [P^′_1; P^′_2; J^′_1; J^′_2]. Šăłĺň őąřăğőň, śŕřőěűĺřőćăć ćěřţŋ¿¿ ŕőńőśšĳ ďćşŕőńőśšŋőčő čĺŕěřąőńőĺďă ŋă D^2 ĺğ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš, ŕőńşůĺň ňőďěńĳ Łńěľŋă čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő.

Őšňěšĺň, ůšő ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ťőřňşńőľ

cos^2 ( d R ) = (u; v)^2 (u; u)(v; v) ; čďě u = −−→ OP_1; v = −−→ OP_2, ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ťőřňşńş

cos^2 ( id c ) = [u; v]^2 [u; u][v; v] ;

čďě [u; v] = u_1v_1 + u_2v_2 + (iu_3)(iv_3) = u_1v_1 + u_2v_2 − u_3v_3. Šăł łăł cos t = e^{it} + e^{−it} 2 , šő cos(it) = e^{−t}

+ e^t 2 = ch t. Ŕő¡šőňş cos ( id c ) = ch ( d c ) . Ťőřňşńă

ch^2 ( d c ) = [u; v]^2 [u; u][v; v] ďěľśšćĺšěńĳŋő ćěřŋă; ěě ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżňĺ ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ.

Ğăďăůĺ

1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě, őąřăšŋőě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőňş, šőęě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋő.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąőě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ćĺďă z → 1 z ĺ z → az + b.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ łőňŕńěłśŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŕř£ňă£ ĺńĺ őłřşęŋőśšĳ ŕěřěţőďĺš ć ŕř£ňş¿ ĺńĺ őłřşęŋőśšĳ.

4. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ śőţřăŋ£¿š şčńż. 5. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő šőůłĺ z_1; z_2; z_3 ∈ C ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă z^1

− z_2 z_1 − z_3 ∈ R ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő šőůłĺ z_1; z_2; z_3; z_4 ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ ĺńĺ őłřşęŋőśšĳ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă [z_1; z_2; z_3; z_4] ∈ R

6. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ℑz_1 > 0 ĺ ℑz_2 > 0, šő śşźěśšćşěš ŕřěőąřăğőćăŋĺě z → az + b cz + d

; čďě

( a b c d ) ∈ SL(2; R), ŕěřěćőď£źěě z_1 ć z_2. (SL(2; R) | ňŋőęěśšćő ňăšřĺű 2 × 2 ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ĺ őŕřěďěńĺšěńěň 1.) 7. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő śšěřěőčřăťĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őčřăŋĺůěŋĺě ŋă śťěřş ĺŋćěřśĺĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő śšěřěőčřăťĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£ ŕěřěćőďĺš őłřşęŋőśšĺ ŋă śťěřě ć őłřşęŋőśšĺ ĺńĺ ŕř£ňżě ŋă ŕńőśłőśšĺ ĺ śőţřăŋ£ěš şčńż.

ć) Ďőłăğăšĳ, ůšő śšěřěőčřăťĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£ śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě.

8. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőůłě z ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ěďĺŋĺůŋőň łřşčě śőőšćěšśšćşěš šőůłă 2z |z|^2 + 1 ć ňőďěńĺ Łńěľŋă.

9. Ďőłăğăšĳ ťőřňşńş ch ( d c ) = 1 +

|z − w|^2 2ℑ(z)ℑ(w) ŕř£ňżňĺ ćżůĺśńěŋĺ£ňĺ.

10. Ďőłăğăšĳ, ůšő čĺŕěřąőńĺůěśłă£ őłřşęŋőśšĳ ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě £ćń£ěšś£ ěćłńĺďőćőľ őłřşęŋőśšĳ¿ (ś ďřşčĺň űěŋšřőň).

11. Ďőłăğăšĳ ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ.

12. Ŋăľšĺ ňĺŋĺňăńĳŋőě čĺŕěřąőńĺůěśłőě řăśśšő£ŋĺě őš šőůłĺ (x; y) ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ ďő ńşůă Oy.

13. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ šőůłĺ ŕř£ňőľ x = 1 ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ł őśĺ Ox řăśśšő£ŋĺě őš ŋěě ďő ŕř£ňőľ Oy ąěśłőŋěůŋő ćőğřăśšăěš.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ šőůłĺ ćďőńĳ čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕř£ňőľ (x−1)^2+y^2 = 1 ŕő ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ł šőůłě (0,0) řăśśšő£ŋĺě őš ŋěě ďő ŕř£ňőľ Oy śšřěňĺšś£ ł ŋşń¿.

14. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě šőůłĺ ěćłńĺďőćőľ ŕř£ňőľ y = kx, ńěęăźĺě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ, řăćŋőşďăńěŋż őš čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕř£ňőľ Oy.

15. Ďőłăğăšĳ, ůšő ňŋőęěśšćő šőůěł, řăćŋőşďăńěŋŋżţ őš ďćşţ ďăŋŋżţ šőůěł, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿.

16. Ŕşśšĳ A_i = (x_1 + –_ix_2; y_1 + –_iy_2; z_1 + –_iz_2) ∈ C P^2 . Ďőłăğăšĳ, ůšő

[A_1; A_2; A_3; A_4] =

–_3 − –_1 –_3 − –_2 : –_4 − –_1 –_4 − –_2 : 17. Ďőłăğăšĳ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ťőřňşńş ch ( d c ) = [u; v]^2 [u; u][v; v] ; čďě d = ± c 2 ln[P_1; P_2; J_1; J_2]; u = −−→ OP_1; v = −−→ OP_2.

18. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ćśě şčńż čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ňěŋĳÿě 180^∘, šő őŋ ćżŕşłńżľ.

19. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ňőďěńĺ Łńěľŋă (čĺŕěřąőńĺůěśłă£) őłřşęŋőśšĳ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ (ěćłńĺďőćş) őłřşęŋőśšĳ ĺńĺ ¡ńńĺŕś.

4. Čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ¡ńěňěŋšăřŋă£ čěőňěšřĺ£

Ć čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ŕőŋ£šĺě ćěńĺůĺŋż şčńă ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ćěńĺůĺŋă şčńă řăćŋă 2ı=n, ěśńĺ n şčńőć ś őąźěľ ćěřÿĺŋőľ, łőŋčřş¡ŋšŋżţ ďăŋŋőňş şčńş, ŕőłřżćă¿š ćś¿ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő ąěğ ŋăńőęěŋĺľ. Šěŕěřĳ ńěčłő őŕřěďěńĺšĳ şčőń ćěńĺůĺŋőľ 2ım=n, ă ğăšěň ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ćěńĺůĺŋş ń¿ąőčő şčńă.

Ďń£ ňőďěńĺ Łńěľŋă ĺ ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě ŕőćőřőšż ćőłřşč űěŋšřă łřşčă £ćń£¿šś£ ďćĺęěŋĺ£ňĺ. Ŕő¡šőňş ć űěŋšřě łřşčă ć őąěĺţ ňőďěń£ţ ćěńĺůĺŋż čĺŕěřąőńĺůěśłĺţ şčńőć śőćŕăďă¿š ś ćěńĺůĺŋăňĺ ěćłńĺďőćżţ şčńőć. Űěŋšř łřşčă čĺŕěřąőńĺůěśłĺň ďćĺęěŋĺěň ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ šőůłş. Ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ďćĺęěŋĺ£ śőţřăŋ£¿š ěćłńĺďőćż şčńż, ŕő¡šőňş ďń£ ŋěě ŕőŋ£šĺě ćěńĺůĺŋż ěćłńĺďőćă şčńă śőćŕăďăěš ś ŕőŋ£šĺěň ćěńĺůĺŋż čĺŕěřąőńĺůěśłőčő şčńă. (Şčőń ňěęďş ďćşň£ ŕěřěśěłă¿źĺňĺś£ őłřşęŋőśš£ňĺ őŕřěďěń£ěšś£ łăł şčőń ňěęďş łăśăšěńĳŋżňĺ ć šőůłě ŕěřěśěůěŋĺ£.) Ďń£ ňőďěńĺ Łńěľŋă ďćĺęěŋĺ£ ŋě őą£ğăšěńĳŋő śőţřăŋ£¿š ěćłńĺďőćż şčńż, ŕő¡šőňş ďń£ ŋěě ćěńĺůĺŋă čĺŕěřąőńĺůěśłőčő şčńă ŋě őą£ğăšěńĳŋő śőćŕăďăěš ś ćěńĺůĺŋőľ ěćłńĺďőćă şčńă.

Ŋă ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ ůěřěğ šőůłş A ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ńĺÿĳ őďŋş ŕř£ňş¿, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ. Ŋă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ůěřěğ šőůłş A ňőęŋő ŕřőćěśšĺ űěńőě śěňěľśšćő ŕř£ňżţ, ŋě ŕěřěśěłă¿źĺţ ďăŋŋş¿ ŕř£ňş¿ l. Šăłĺě ŕř£ňżě ğăŕőńŋ£¿š ŕăřş ćěřšĺłăńĳŋżţ şčńőć (ŋă řĺś. 4.1 ĺğőąřăęěŋż ¡šĺ şčńż ć ňőďěńĺ Łńěľŋă ĺ ňőďěń£ţ Ŕşăŋłăřě). Śřěďĺ őąřăğőćăćÿĺţś£ ůěšżřěţ şčńőć ś ćěřÿĺŋőľ A ćżďěńĺň šőš, łőšőřżľ śőďěřęĺš ŕř£ňş¿ l. Śšőřőŋż ¡šőčő şčńă ŋăğőćěň ńşůăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕř£ňőľ l. Ŕř£ňżě, śőďěřęăźĺě ¡šĺ ńşůĺ, ŋăğőćěň ŕř£ňżňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕř£ňőľ l. Ć čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő śńěďşěš čőćőřĺšĳ ĺňěŋŋő ő ŕăřăńńěńĳŋżţ ńşůăţ, ă ŋě ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ, ŕőšőňş ůšő ďćă ńşůă, ŋă łőšőřżě šőůłă A řăğąĺćăěš ŕř£ňş¿, ćěďşš śěą£ ŕő-řăğŋőňş ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŕăřăńńěńĳŋőľ ěľ ŕř£ňőľ: őďĺŋ ńşů ŕřĺąńĺęăěšś£, ă ďřşčőľ şďăń£ěšś£.

Şčńőň ŕăřăńńěńĳŋőśšĺ ďń£ šőůłĺ A ĺ ŕř£ňőľ l ŋăğżćă¿š ŕőńőćĺŋş ćěńĺůĺŋż şčńă, őąřăğőćăŋŋőčő ńşůăňĺ ś ćěřÿĺŋőľ A, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ŕř£ňőľ l.

Şčőń ŕăřăńńěńĳŋőśšĺ ¸ őąńăďăěš śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň. Őŕşśšĺň ĺğ šőůłĺ A ŕěřŕěŋďĺłşń£ř AH ŋă ŕř£ňş¿ l. Ŕřőćěďěň ĺğ šőůłĺ A ńşů AB, őąřăğş¿źĺľ şčőń ˛ ś ńşůőň AH. Ńşů AB ŕěřěśěłăěš ŕř£ňş¿ l šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ˛ < ¸. İšő śćőľśšćő ňőęŋő ćğ£šĳ ć łăůěśšćě őŕřěďěńěŋĺ£ şčńă ŕăřăńńěńĳŋőśšĺ.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő şčőń ŕăřăńńěńĳŋőśšĺ ¸ ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš řăśśšő£ŋĺ£ a őš šőůłĺ ďő ŕř£ňőľ. Ćż£śŋĺň, łăł ĺňěŋŋő ść£ğăŋż a ĺ ¸. İšő ŋěśńőęŋő śďěńăšĳ ć ń¿ąőľ ĺğ ňőďěńěľ. Řăśśňőšřĺň, ŋăŕřĺňěř, ňőďěńĳ Łńěľŋă, ŕřĺůěň ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő šőůłă A śőćŕăďăěš ś űěŋšřőň łřşčă (řĺś. 4.2). Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ a = c 2 | |ln (XH XA · Y A Y H )| | = c 2 ln (1 + cos¸ 1 − cos¸ ) = c ln(ctg ¸ 2 ):

Śńěďőćăšěńĳŋő, e^{−a/c} = tg(¸=2). Ŕřĺ a=c → 0 ŕőńşůăěň ¸ → ı=2, š.ě. ŕřĺ şňěŋĳÿěŋĺĺ řăśśšő£ŋĺ£ a ĺńĺ ŕřĺ şćěńĺůěŋĺĺ \ňŋĺňőčő řăďĺşśă" c čěőňěšřĺ£ Ńőąăůěćśłőčő ŕřĺąńĺęăěšś£ ł ěćłńĺďőćőľ čěőňěšřĺĺ.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ďń£ şŕřőźěŋĺ£ ťőřňşń ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő c = 1. Ć čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ śşňňă şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă ňěŋĳÿě ı.

İšő şšćěřęďěŋĺě ńěčłő ďőłăğăšĳ ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě, ŕőňěśšĺć őďŋş ĺğ ćěřÿĺŋ šřěşčőńĳŋĺłă ć űěŋšř łřşčă (řĺś. 4.3). Ć śăňőň ďěńě, şčőń A čĺŕěřąőńĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC řăćěŋ şčńş A ěćłńĺďőćă šřěşčőńĳŋĺłă, ă şčńż ŕřĺ ćěřÿĺŋăţ B ĺ C ş čĺŕěřąőńĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ňěŋĳÿě.

Ć ěćłńĺďőćőľ čěőňěšřĺĺ śšőřőŋż ĺ şčńż šřěşčőńĳŋĺłă ść£ğăŋż ŋěłőšőřżňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ. Ć čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő šőęě ćżŕőńŋ£¿šś£ őŕřěďěńěŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş ¡ńěňěŋšăňĺ šřěşčőńĳŋĺłă. Ŕřőźě ćśěčő ŕőńşůĺšĳ śőőšŋőÿěŋĺ£ ďń£ ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă, ŕő¡šőňş ś ŋěčő ňż ĺ ŋăůŋěň.

Ćěńĺůĺŋż şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă ABC ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ¸, ˛ ĺ ‚, ă ďńĺŋż ŕřőšĺćőńěęăźĺţ ĺň śšőřőŋ ąşďěň őąőğŋăůăšĳ a, b ĺ c.

Šěőřěňă 4.1. Ć šřěşčőńĳŋĺłě ś ŕř£ňżň şčńőň ‚ ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş- ¿źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£:

ă) ch c = ch a ch b; ą) th a = sh b tg ¸.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. a) Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő A = ki (k > 1); B = cos ’ +

i sin ’ ĺ C = i. Šőčďă ch a = 1 sin ’

, ch b =

1 + k^2 2k ĺ ch c =

1 + k^2 2k sin ’ . Ŕő¡šőňş ch a ch b = ch c.

Ŕřĺ ňăńżţ a, b ĺ c śőőšŋőÿěŋĺě ch a ch b = ch c ŕřěćřăźăěšś£ ć śőőšŋőÿěŋĺě a^2 + b^2 = c^2. Šăłĺň őąřăğőň, śőőšŋőÿěŋĺě ch a ch b = ch c ňőęŋő ŋăğćăšĳ čĺŕěřąőńĺůěśłőľ šěőřěňőľ Ŕĺťăčőřă.

ą) Śŋőćă ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő A = ki (k > 1); B = cos ’ + i sin ’ ĺ C = i. Ŕşśšĳ x_0 | űěŋšř ěćłńĺďőćőľ őłřşęŋőśšĺ, śőďěřęăźěľ čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿ AB. Šőčďă x^2_0 + k^2 = (cos ’ − x_0)^2 + sin^2 ’, š.ě. k^2 = 1 − 2x_0 cos ’. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő̸ Ax_0O = ¸. Ŕő¡šőňş

tg ¸ = k |x_0| = 2k cos ’ k^2 − 1 : Šăł łăł sh^2 t = ch^2 t − 1, šő

sh^2 a = 1 sin^2 ’

− 1 = ( cos ’ sin ’

)_2

ĺ sh^2 b = ( 1 + k^2 2k )_2

− 1 = ( k^2 − 1 2k )_2 :

Śńěďőćăšěńĳŋő, cos ’ = th a ĺ k^2 − 1 2k = sh b, ă ğŋăůĺš, tg ¸ = th a sh b . Ŕřĺ ňăńżţ a ĺ b ¡šő śőőšŋőÿěŋĺě ŕřěćřăźăěšś£ ć tg ¸ = a=b. 2

Ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ ch c = ch a ch b ĺ th a = sh b tg ¸ ś ŕőňőźĳ¿ šőęďěśšć ďń£ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺţ ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ďřşčĺě śőőšŋőÿěŋĺ£, ŋăŕřĺňěř, sh a = sh c sin ¸, th b = th c cos ¸, ctg ¸ ctg ˛ = ch c, cos ¸ = ch a sin ˛. Ŕřĺ ňăńżţ a, b ĺ c ¡šĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ ŕřĺŋĺňă¿š ćĺď a = c sin ¸, b = c cos ¸, ctg ¸ ctg ˛ = 1, cos ¸ = sin ˛.

Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ć čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ śŕřăćěďńĺćż šěőřěňż, ăŋăńőčĺůŋżě šěőřěňăň śĺŋşśőć ĺ łőśĺŋşśőć ć ěćłńĺďőćőľ ŕńăŋĺňěšřĺĺ.

Šěőřěňă 4.2. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş¿- źĺě śőőšŋőÿěŋĺ£: ă) sh a sin¸ = sh b sin˛ = sh c sin ‚

(šěőřěňă śĺŋşśőć);

ą) ch a = ch b ch c − sh b sh c cos ¸ (šěőřěňă łőśĺŋşśőć.)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őŕşśšĺň ĺğ ćěřÿĺŋż C ŕěřŕěŋďĺłşń£ř CH ŋă ŕř£- ňş¿ AB. Ąşďěň ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ śůĺšăšĳ, ůšő šőůłă H ńěęĺš ŋă őšřěğłě AB (śńşůăľ, łőčďă šőůłă H ńěęĺš ćŋě őšřěğłă AB, řăśśňăšřĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő). Őąőğŋăůĺň ďńĺŋż őšřěğłőć CH, AH ĺ BH ůěřěğ h, x ĺ c − x śőőšćěšśšćěŋŋő.

ă) Ğăŕĺÿěň śőőšŋőÿěŋĺ£ ćĺďă sh a = sh c sin ¸ ďń£ ŕř£ňőşčőńĳŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ACH ĺ CBH. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň sh b sin ¸ = sh h = sh a sin ˛. Śńěďőćăšěńĳŋő,

sh a sin¸ = sh b sin˛ : 2_{ą) Ğăŕĺÿěň śőőšŋőÿěŋĺ£ ćĺďă ch a ch b = ch c ďń£ ŕř£ňőşčőńĳŋżţ}

šřěşčőńĳŋĺłőć ACH ĺ CBH. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ch b = ch x ch h ĺ ch a = ch(c − x) ch h. Śńěďőćăšěńĳŋő, ch a = (ch c ch x − sh c sh x) ch h = ch b ch c − ch b sh c th x. Łřőňě šőčő, th x = th b cos ¸. 2

Ćż£śŋĺň šěŕěřĳ, łăł ćżčń£ďĺš ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě őłřşęŋőśšĳ, š.ě. ňŋőęěśšćő šőůěł, řăćŋőşďăńěŋŋżţ őš ďăŋŋőľ šőůłĺ. Ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă r ś űěŋšřőň (a; b) ğăďăěšś£ şřăćŋěŋĺěň

ch r = 1 +

(a − x)^2 + (b − y)^2 2by ;

š.ě. (x − a)^2 + (y − b ch r)^2 = b^2(ch^2 r − 1). Šăłĺň őąřăğőň, ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă r ś űěŋšřőň (a; b) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ěćłńĺďőćş őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă b √ ch^2 r − 1 ś űěŋšřőň (a; b ch r).

Ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě ´ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ őłřşęŋőśšĳ šőęě ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ěćłńĺďőćş őłřşęŋőśšĳ, šăł łăł ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕěřěćőďĺš őłřşęŋőśšĳ ć őłřşęŋőśšĳ ĺńĺ ŕř£ňş¿. Ěśńĺ űěŋšř čĺŕěřąőńĺůěśłőľ őłřşęŋőśšĺ śőćŕăďăěš ś űěŋšřőň łřşčă ´, šő ěćłńĺďőć űěŋšř ¡šőľ őłřşęŋőśšĺ šőęě śőćŕăďăěš ś űěŋšřőň łřşčă ´. Ŕőłăęěň, ůšő ć šăłőľ śĺšşăűĺĺ ěćłńĺďőć řăďĺşś R ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ řăďĺşś r ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň

e^r =

1 + R 1 − R

; š.ě. R = e^r − 1 e^r + 1

= th (r 2 )

Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ O | űěŋšř łřşčă ´, X | šőůłă řăśśňăšřĺćăěňőľ őłřşęŋőśšĺ, A ĺ B | šőůłĺ ć łőšőřżţ ŕř£ňă£ OX ŕěřěśěłăěš čřăŋĺűş łřşčă ´. Šőčďă r = | |ln (AX AO · BO BX )| | = ln (1 + R 1 − R ) : Őąśşďĺň šěŕěřĳ, łăł ĺğňěř£šĳ ďńĺŋż łřĺćżţ ć čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ. Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ďńĺŋż łřĺćőľ ś ŕőňőźĳ¿ ĺŋšěčřăńă šřěąşěšś£ ¡ńěňěŋš ďńĺŋż, š.ě. řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłĺňĺ šőůłăňĺ. Ěśńĺ ´s | čĺŕěřąőńĺůěśłőě řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ z ĺ z +´z ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ, šő

ch(´s) ≈ 1 +

|´z|^2 2(ℑz)^2 ĺ ch(´s) ≈ 1 +

(´s)^2 2 : Ŕő¡šőňş ´s ≈ |´z| ℑz , š.ě. ds = |dz| ℑz = √ dx^2 + dy^2 y . Ďń£ ŕěřěţőďă őš ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ H ł ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě ´ ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ őšőąřăęěŋĺěň z → w = z − i z + i

. İšő őšőąřăęěŋĺě ŕěřěćőďĺš ćěřţŋ¿¿ ŕőńşŕńőśłőśšĳ H ć ěďĺŋĺůŋżľ łřşč ´. Ŋěśńőęŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő |dz| ℑz = 2|dw| 1 − |w|^2 : Šăłĺň őąřăğőň, ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě ´ ¡ńěňěŋš čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ďńĺŋż ŕőńşůăěšś£ ĺğ ¡ńěňěŋšă ěćłńĺďőćőľ ďńĺŋż şňŋőęěŋĺěň ŋă

2 1 − |w|^2

. Śńěďőćăšěńĳŋő, čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ďńĺŋă ěćłńĺďőćőľ őłřşęŋő-

śšĺ řăďĺşśă R ś űěŋšřőň ć űěŋšřě łřşčă ´ řăćŋă 2ıR ( 2 1 − R^2 ) . Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ¡šă łřĺćă£ £ćń£ěšś£ čĺŕěřąőńĺůěśłőľ őłřşęŋőśšĳ¿ řăďĺşśă r, čďě r ĺ R ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň R = th (r 2 ) . Ŕő¡šőňş ďńĺŋă čĺŕěřąőńĺůěśłőľ őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă r řăćŋă

4ı th^{( r}_2^)

1 − th^{2 ( r}_2^)

= 2ı sh r:

Ğăňěůăŋĺě 4.0.1. Ďńĺŋă čĺŕěřąőńĺůěśłőľ őłřşęŋőśšĺ ąőńĳÿě ďńĺŋż ěćłńĺďőćőľ őłřşęŋőśšĺ šőčő ęě řăďĺşśă, ă ďńĺŋă śťěřĺůěśłőľ őłřşęŋőśšĺ ňěŋĳÿě.

Ğăňěůăŋĺě 4.0.2. Šěőřěňş śĺŋşśőć ćő ćśěţ šřěţ čěőňěšřĺ£ţ ňőęŋő śťőřňşńĺřőćăšĳ őďĺŋăłőćő, ă ĺňěŋŋő:

l(a) sin¸ = l(b) sin˛ = l(c) sin ‚ ; čďě l(r) | ďńĺŋă őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă r.

Ŕńőźăďĳ śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŕő ťőřňşńě S = R^2(¸ + ˛ + ‚ − ı). Ŕřĺ ğăňěŋě R ŋă ic ŕőńşůĺň ťőřňşńş ďń£ ŕńőźăďĺ šřěşčőńĳŋĺłă ć čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ: S = c^2(ı − ¸ − ˛ − ‚). İšĺ řăśśşęďěŋĺ£ ňőęŋő ŕřěćřăšĺšĳ ć ŕőńŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő, ŕřĺňěŋĺć šěőřěňş ő šőň, ůšő ďćě ăŋăńĺšĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ, śőćŕăďă¿źĺě ŕřĺ ćśěţ ćěźěśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ, ďőńęŋż śőćŕăďăšĳ ĺ ŕřĺ ćśěţ ůĺśšő ňŋĺňżţ ğŋăůěŋĺ£ţ. Ŋăś šăłőľ ŕşšĳ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋě şśšřăĺćăěš, ŋő ćśě ęě ĺğ ¡šĺţ řăśśşęďěŋĺľ ňőęŋő ĺğćńěůĳ ŋěłőšőřş¿ ŕőńĳğş. Ŋăŕřĺňěř, őŋĺ ŕőğćőń£¿š ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő ćěńĺůĺŋă ‹ = ı − (¸ + ˛ + ‚) ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋă ŕńőźăďĺ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ŋăğőćěň ¡šş ćěńĺůĺŋş ďěťěłšőň čĺŕěřąőńĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ćżŕşłńżľ n-şčőńĳŋĺł ňőęŋő řăğřěğăšĳ ďĺăčőŋăń£ňĺ ŋă n − 2 šřěşčőńĳŋĺłă. Ńěčłő şąěďĺšĳś£, ůšő śşňňă ĺţ ďěťěłšőć řăćŋă (n − 2)ı − ˚¸_i, čďě ¸_1; : : : ; ¸_n | şčńż nşčőńĳŋĺłă. Ŋăğőćěň ďěťěłšőň čĺŕěřąőńĺůěśłőčő n-şčőńĳŋĺłă ś şčńăňĺ ¸_1; : : : ; ¸_n ćěńĺůĺŋş ‹ = (n − 2)ı − ˚¸_i; ŕřĺ ¡šőň n-şčőńĳŋĺł ŋě őą£ğăšěńĳŋő ćżŕşłńżľ. Ćňěśšő ćŋşšřěŋŋĺţ şčńőć ¸_i şďőąŋěě řăśśňăšřĺćăšĳ ćŋěÿŋĺě şčńż ¸^′_i = ı − ¸_i. Ďěńő ć šőň, ůšő ďěťěłš ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś ćŋěÿŋĺňĺ şčńăňĺ ¸^′_i řăćěŋ (˚¸^′_i) − 2ı.

Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďěťěłš őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

1) Ďěťěłš ń¿ąőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ŕőńőęĺšěńěŋ. 2) Ěśńĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ M_1 ĺ M_2 řăćŋż, šő ‹(M_1) = ‹(M_2). 3) Ěśńĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M řăğřěğăŋ ŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ M_1 ĺ M_2, šő ‹(M) = ‹(M_1) + ‹(M_2).

Ŕńőźăďĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ěśšěśšćěŋŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł ťşŋłűĺ¿ ŋă ňŋőęěśšćě ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć, őąńăďă¿źş¿ śćőľśšćăňĺ 1){3). Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő śćőľśšćă 1){3) őŕřěďěń£¿š ťşŋłűĺ¿ ŋă ňŋőčőşčőńĳŋĺłăţ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ (ňż ¡šő ďőłăğżćăšĳ ŋě ąşďěň). Ŕő- ¡šőňş ďěťěłš ňŋőčőşčőńĳŋĺłă ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ řăćěŋ ěčő ŕńőźăďĺ. Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ łő¡ťťĺűĺěŋšă ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ k ňőęŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő ŕřĺ ňăńżţ a ĺ b ŕńőźăďĳ ŕř£ňőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś łăšěšăňĺ a ĺ b ďőńęŋă ążšĳ ŕřĺąńĺğĺšěńĳŋő řăćŋă ab=2. Ďń£ šăłőčő šřěşčőńĳŋĺłă

sin ‹ = cos(¸+˛) = th a th b th^2 c − sh a sh b sh^2 c = sh a sh b sh^2 c

(ch a ch b−1) ≈ ab c^2 · a^2 + b^2 2 = ab 2 : Ŕő¡šőňş k = 1. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ňż şśńőćĺńĺśĳ śůĺšăšĳ ŕăřăňěšř c řăćŋżň 1. Ůšőąż ŋě ŕşšăšĳ ¡šőš ŕăřăňěšř ś ďńĺŋőľ čĺŕőšěŋşğż, ćřěňěŋŋő

őąőğŋăůĺň ěčő r. Šőčďă sin ‹ = ab 2r^2

. Ŕő¡šőňş ć őąźěň śńşůăě k = r^2.

Ďřşčőľ ŕőďţőď ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕńőźăďĺ ťĺčşřż ć čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ ğăłń¿ůăěšś£ ć řăğąĺěŋĺĺ ťĺčşřż ŋă ąěśłőŋěůŋő ňăńżě ŕř£- ňőşčőńĳŋĺłĺ. Ŕőďřőąŋěě ¡šőš ŕőďţőď ňż őąśşďĺň ŋă śěňĺŋăřě.

Ğăďăůĺ

1. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő śőőšŋőÿěŋĺě e^{−a/c} = tg(¸=2) ¡łćĺćăńěŋšŋő śőőšŋőÿěŋĺ£ň ch (a c ) sin ¸ = 1, sh (a c ) tg ¸ = 1 ĺ th (a c ) = cos ¸.

ą) Ďőłăğăšĳ śőőšŋőÿěŋĺě e^{−a/c} = tg(¸=2), ĺśŕőńĳğş£ őďŋş ĺğ ňőďěńěľ Ŕşăŋłăřě.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő śšőřőŋż ĺ şčńż šřěşčőńĳŋĺłă ść£ğăŋż śńěďş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ:

ă) ch a sin ˛ = ch b sin ¸ cos ‚ + cos ¸ sin ‚;

ą) ch a = cos ¸ + cos ˛ cos ‚ sin ˛ sin ‚ . 3. Ć ňőďěńĺ Łńěľŋă śšőřőŋă čĺŕěřąőńĺůěśłőčő şčńă ŕřőţőďĺš ůěřěğ űěŋšř łřşčă ´. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ¡šőš şčőń őśšřżľ, šő ěčő ćěńĺůĺŋă ňěŋĳÿě ćěńĺůĺŋż śőőšćěšśšćş¿źěčő ěćłńĺďőćă şčńă.

4. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ĺ łřşč | ćżŕşłńżě ťĺčşřż. 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ śőőšćěšśšćěŋŋżě şčńż ďćşţ šřěşčőńĳŋĺłőć řăćŋż, šő řăćŋż ĺ śăňĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ.

6. Ďőłăğăšĳ,ůšő őřšőčőŋăńĳŋă£ ŕřőěłűĺ£ őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ őśšřőčő şčńă ŋă ďřşčş¿ śšőřőŋş ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ őčřăŋĺůěŋŋőě ňŋőęěśšćő.

7. Ďőłăğăšĳ,ůšő śšőřőŋż ĺ şčńż šřěşčőńĳŋĺłă ś ŕř£ňżň şčńőň ‚ ść£- ğăŋż śńěďş¿źĺňĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ: sh a = sh c sin ¸; th b = th c cos ¸; ctg ¸ ctg ˛ = ch c; cos ¸ = ch a sin ˛.

8. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¸ <

(n − 2)ı n śşźěśšćşěš ŕřăćĺńĳŋżľ nşčőńĳŋĺł, ćśě şčńż łőšőřőčő řăćŋż ¸ ĺ ćśě śšőřőŋż łőšőřőčő řăćŋż.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ a ĺ r | śšőřőŋă ĺ řăďĺşś ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ŕřăćĺńĳŋőčő n-şčőńĳŋĺłă ś şčńőň ¸, šő

ch r = cos^α_2 sin^π_n

; ch a 2 = cos^π_n sin^α_2 : ć) Ŕřĺ łăłĺţ n śşźěśšćşěš ŕřăćĺńĳŋżľ n-şčőńĳŋĺł ś şčńőň ¸ = 2ı n (š.ě. ś śşňňőľ şčńőć 2ı)?

9. Šřĺ şčńă ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă řăćŋż ı=2, ă ůěšćěřšżľ şčőń řăćěŋ ‚. Ŋăľšĺ ‚, ěśńĺ ĺğćěśšŋż ďńĺŋż a ĺ b śšőřőŋ, śőěďĺŋ£¿źĺţ ŕř£ňżě şčńż.

10. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ w = z − i z + i

, šő |dz| ℑz = 2|dw| 1 − |w|^2

11. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ňőďěńĺ Łńěľŋă ¡ńěňěŋš ďńĺŋż ĺňěěš ćĺď

ds^2 = dx^2 + dy^2 − (xdy − ydx)^2 (1 − x^2 − y^2)^2

12. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ňőďěń£ţ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ ĺ ć ěďĺŋĺůŋőň łřşčě ŕńőźăďĳ ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ őś£ň łőőřďĺŋăš, řăćŋă dxdy y^2 ĺ dxdy 1 − (x^2 + y^2) śő- őšćěšśšćěŋŋő.

ą) Řăśśňőšřĺň ć ňőďěńĺ Łńěľŋă ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ ŕř£ňőşčőńĳŋĺł, őąřăğőćăŋŋżľ ńĺŋĺ£ňĺ ȷ = const, ’ = const, čďě ȷ; ’ | ŕőń£řŋżě łőőřďĺŋăšż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ďńĺŋż ěčő śšőřőŋ řăćŋż dȷ 1 − ȷ^2 ĺ ȷd’ √ 1 − ȷ^2 : 13. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕńőźăďĳ łřşčă řăďĺşśă r řăćŋă 4ı sh^2 (r 2 ) .

14. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕěřŕěŋďĺłşń£ř, ćőśśšăćńěŋŋżľ ĺğ śěřěďĺŋż śšőřőŋż AB šřěşčőńĳŋĺłă ABC, ŕěřŕěŋďĺłşń£řěŋ ŕř£ňőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ śěřěďĺŋż śšőřőŋ AC ĺ BC.

ą) Ŕşśšĳ X → X^′ | ĺğőňěšřĺůŋőě őšőąřăęěŋĺě őďŋőľ ŕř£ňőľ ŋă ďřşčş¿. Ďőłăğăšĳ, ůšő śěřěďĺŋż őšřěğłőć XX^′ ńĺąő śőćŕăďă¿š, ńĺąő ńěęăš ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ.

15. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć őďŋőľ šőůłě ŕěřěśěłă¿šś£ ă)ąĺśśěłšřĺśż šřěşčőńĳŋĺłă; ą)ňěďĺăŋż šřěşčőńĳŋĺłă; ć)ćżśőšż őśšřőşčőńĳŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă.

Ćśěčďă ńĺ ňěďĺăŋż ďěń£šś£ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ć őďŋőň ĺ šőň ęě őšŋőÿěŋĺĺ?

16. (Šěőřěňă Ňěŋěńă£) Ŕř£ňă£ l ŕěřěśěłăěš śšőřőŋż BC, CA ĺ AB šřěşčőńĳŋĺłă ABC ć šőůłăţ A_1, B_1 ĺ C_1. Ďőłăğăšĳ, ůšő

sh AC_1 sh C_1B · sh BA_1 sh A_1C · sh CB_1 sh B_1A

= 1:

17. (Šěőřěňă Ůěćż) Ŋă śšőřőŋăţ BC, CA ĺ AB šřěşčőńĳŋĺłă ABC ćğ£šż šőůłĺ A_1, B_1 ĺ C_1. Ďőłăğăšĳ, ůšő őšřěğłĺ AA_1, BB_1 ĺ CC_1 ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćżŕőńŋ£ěšś£ őďŋő ĺğ śńěďş¿źĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ: ă) sin ACC_1 sin C_1CB · sin BAA_1 sin A_1AC · sin CBB_1 sin B_1BA

= 1; ą) sh AC_1 sh C_1B · sh BA_1 sh A_1C · sh CB_1 sh B_1A

= 1.

Ć ğăďăůăţ 18{21 p = a + b + c 2 ; ‹ = ı − (¸ + ˛ + ‚).

18. Ďőłăğăšĳ,ůšő

sin^2 ¸ = sh(p − b) sh(p − c) sh b sh c

; cos^2¸ 2 = sh p sh(p − a) sh b sh c : 19. Ďőłăğăšĳ, ůšő

ă) 2 sin ‹ 2 = √ sh p sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c) ch^a_2 ch^b_2 ch^c_2 ; ą) tg^2 ‹ 4 = th p 2 th p − a 2 th p − b 2 th p − c 2 . 20. Ŕşśšĳ r | řăďĺşś ćŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă. Ďőłăğăšĳ, ůšő

th r = √ sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c) sh p :

21. Ŕşśšĳ R | řăďĺşś őŕĺśăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă (ěśńĺ őŋă śşźěśšćşěš). Ďőłăğăšĳ, ůšő

th R = sin^δ_2 sin(¸ +^δ_2 ) sin(˛ +^δ_2 ) sin(‚ +^δ_2 ) = 2 sh^a_2 sh^b_2 sh^c_2 √ sh p sh(p − a) sh(p − b) sh(p − c) : 22. Ğăŕĺśăšĳ ŕńőźăďĳ šřěşčőńĳŋĺłă ś ŋşńěćżňĺ şčńăňĺ ć ćĺďě ďćőľŋőčő ĺŋšěčřăńă, ĺśŕőńĳğş£ ňőďěńĳ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ.

5. Šřĺ šĺŕă śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő

Ďń£ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ďőłăğăšĳ śńěďş¿źş¿ šěőřěňş, ăŋăńőčĺůŋş¿ šěőřěňě 1.2 (ă) ďń£ śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ.

Šěőřěňă 5.1. Ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŋě ąőńěě ůěň šřěţ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňżţ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŋăŕőňŋĺň őśŋőćŋş¿ ĺďě¿ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőľ šěőřěňż ć śńşůăě śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ. Ŕşśšĳ g | ŋěłőšőřă£ ĺğőňěšřĺ£, ŕřĺůěň g(A) = B ≠ A. Řăśśňőšřĺň śĺňňěšřĺ¿ s őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ l = {X|AX = BX}. Šőčďă sg(A) = A. Łřőňě šőčő, ěśńĺ g(Y ) = Y , šő Y ∈ l, ă ğŋăůĺš, sg(Y ) = Y . Ŕő¡šőňş ĺğőňěšřĺ£ sg ĺňěěš ŕő łřăľŋěľ ňěřě őďŋş ďőŕőńŋĺšěńĳŋş¿ ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş ŕő śřăćŋěŋĺ¿ ś g. Ŕřĺňěŋĺć šăłş¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ŋě ąőńěě šřěţ řăğ, ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ĺğőňěšřĺ¿, ĺňě¿źş¿ šřĺ ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ, ŋě ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ.

İšş śţěňş ďőłăğăšěńĳśšćă ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ ĺ ć śńşůăě čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ŋő ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő őšćěšĺšĳ ŋă śńěďş¿źĺě ćőŕřőśż:

1) Ŕőůěňş ňŋőęěśšćő šőůěł, řăćŋőşďăńěŋŋżţ őš ďćşţ ďăŋŋżţ šőůěł, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿?

2) Ůšő šăłőě \śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ" ć śńşůăě čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ?

3) Ŕőůěňş ďćĺęěŋĺě čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕńőśłőśšĺ, ĺňě¿źěě šřĺ ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ, ŋě ńěęăźĺě ŋă őďŋőľ ŕř£ňőľ, šőęďěśšćěŋŋő?

Őšćěšĺň ŋă ¡šĺ ćőŕřőśż ŕőśńěďőćăšěńĳŋő.

1) Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ďăŋŋżě šőůłĺ ĺňě¿š ćĺď ia; ib (a; b ∈ R). Šőčďă ňŋőęěśšćő šőůěł (x; y) ∈ H, řăćŋőşďăńěŋŋżţ őš ŋĺţ, ğăďăěšś£ şřăćŋěŋĺěň x^2 + (a − y)^2 ay = x^2 + (b − y)^2 by ;

š.ě. x^2 + y^2 = ab.

2) Ŋăğőćěň šőůłĺ A ĺ A^∗ śĺňňěšřĺůŋżňĺ (ĺńĺ ĺŋćěřśŋżňĺ) őšŋőśĺšěńĳŋő őłřşęŋőśšĺ S, ěśńĺ ń¿ąă£ őłřşęŋőśšĳ, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłĺ A ĺ A^∗, őřšőčőŋăńĳŋă őłřşęŋőśšĺ S. Ć šőň śńşůăě, łőčďă S | ŕř£ňă£, ¡šő őŕřěďěńěŋĺě šőęě ĺňěěš śňżśń; őŋő ¡łćĺćăńěŋšŋő őążůŋőňş őŕřěďěńěŋĺ¿ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ.

Ŕőŋ£šĺě śĺňňěšřĺůŋőśšĺ ďćşţ šőůěł őšŋőśĺšěńĳŋő őłřşęŋőśšĺ śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ďřőąŋő-ńĺŋěľŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ.

Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő šőůłĺ A ĺ A^∗ śĺňňěšřĺůŋż őšŋőśĺšěńĳŋő őłřşęŋőśšĺ S šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ńşůĺ OA ĺ OA^∗ śőćŕăďă¿š ĺ OA · OA^∗ = R^2, čďě R | řăďĺşś őłřşęŋőśšĺ S.

Ŋăğőćěň šőůłĺ A ĺ A^∗ śĺňňěšřĺůŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕř£ňőľ ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě, ěśńĺ őŋĺ śĺňňěšřĺůŋż őšŋőśĺšěńĳŋő ěćłńĺďőćőľ őłřşęŋőśšĺ, śőďěřęăźěľ ¡šş ŕř£ňş¿. Ć šőň śńşůăě, łőčďă čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕř£ňă£ £ćń£ěšś£ ůăśšĳ¿ ěćłńĺďőćőľ ŕř£ňőľ, ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő šőůłĺ, śĺňňěšřĺůŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ, řăćŋőşďăńěŋż őš ŋěě. Łřőňě šőčő, śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕř£ňőľ £ćń£ěšś£ ĺğőňěšřĺěľ.

3) Ŋă šřěšĺľ ćőŕřőś ňż ďăďĺň ŕőďřőąŋżľ őšćěš, ă ĺňěŋŋő, őŕĺÿěň ćśě ćőğňőęŋżě ňŋőęěśšćă ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł ďćĺęěŋĺľ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Śőčńăśŋő šěőřěňě 3.1 ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ ďćă šĺŕă ďćĺęěŋĺľ.

ă) Şřăćŋěŋĺě z = a(−—z) + b c(−—z) + d ŕřĺćőďĺšś£ ł ćĺďş

−cz—z + dz + a—z − b = 0;

š.ě.

−c(x^2 + y^2) + dx + ax − b = 0; dy − ay = 0:

Ŕřĺ a ≠ d ŕőśńěďŋěě şřăćŋěŋĺě ĺňěěš ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě y = 0. Ć šăłőň śńşůăě z ∉ H. Ěśńĺ ęě a = d, šő ňŋőęěśšćőň ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł £ćń£ěšś£ ŋěłőšőřă£ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕř£ňă£.

ą) Şřăćŋěŋĺě z = az + b cz + d

£ćń£ěšś£ łćăďřăšŋżň. Őŋő ĺňěěš łőřŋĺ

z_{1,2} = a − d ±^√(d − a)^2 + 4bc 2c : Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ad − bc = 1. Ć šăłőň śńşůăě

D = (d − a)^2 + 4bc = (a + d)^2 − 4:

Ŕő¡šőňş

D = 0 ⇐⇒ |a + d| = 2 (ŕăřăąőńĺůěśłőě ďćĺęěŋĺě), D > 0 ⇐⇒ |a + d| > 2 (čĺŕěřąőńĺůěśłőě ďćĺęěŋĺě), D < 0 ⇐⇒ |a + d| < 2 (¡ńńĺŕšĺůěśłőě ďćĺęěŋĺě).

Ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ z → az + b cz + d ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ğŋăłă D ćżčń£ď£š šăł, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺś. 5.1. Őšňěšĺň, ůšő ńĺÿĳ ć śńşůăě D < 0 őďŋă ĺğ ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł £ćń£ěšś£ ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłőľ ďćĺęěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ćśě őśšăńĳŋżě ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůłĺ ńěęăš ćŋě ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ H.

Ňż őšćěšĺńĺ ŋă ćśě šřĺ ćőŕřőśă. Šěň śăňżň, ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 5.1 ğăćěřÿěŋő. 2

Őąśşďĺň ąőńěě ŕőďřőąŋő śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ďćşţ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňżţ. Ć ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ŕăřż ŕř£ňżţ ążćă¿š šřěţ šĺŕőć: ŕăřăńńěńĳŋżě, ŋě ŕěřěśěłă¿źĺěś£ (ĺ ŋě ŕăřăńńěńĳŋżě) ĺ ŕěřěśěłă¿źĺěś£. Ŕőłăęěň, ůšő łőňŕőğĺűĺĺ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő šăłĺţ ŕăř ŕř£ňżţ ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ śőőšćěšśšćěŋŋő ŕăřăąőńĺůěśłĺě, čĺŕěřąőńĺůěśłĺě ĺ ¡ńńĺŕšĺůěśłĺě ďćĺęěŋĺ£.

Ŕřěęďě ćśěčő ćż£śŋĺň, ł łăłőňş ŕřőśšěľÿěňş ćĺďş ňőęŋő ŕřĺćěśšĺ ŕăřş ŕř£ňżţ ś ŕőňőźĳ¿ ďćĺęěŋĺ£.

1. Ďń£ ŕăřż ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ŕř£ňżţ şďőąŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ňőďěńĳ¿ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő űěŋšř łřşčă £ćń£ěšś£ šőůłőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ. Šőčďă řăśśňăšřĺćăěňżě ŕř£ňżě ąşďşš ďĺăňěšřăňĺ łřşčă. Łőňŕőğĺűĺ£ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŋĺţ | ŕőćőřőš ćőłřşč űěŋšřă. İšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš ćĺď z → e^{iφ}z.

2. Ďń£ ŕăřż ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ şďőąŋő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ňőďěńĳ¿ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ. Ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕř£ňżě śţőď£šś£ ł šőůłě ∞, š.ě. őŋĺ £ćń£¿šś£ ńşůăňĺ, ŕăřăńńěńĳŋżňĺ őśĺ Oy. Łőňŕőğĺűĺ£ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ ŕř£ňżţ ĺňěěš ćĺď z → z + h.

3. Ŋě ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ĺ ŋě ŕăřăńńěńĳŋżě ŕř£ňżě ąşďěň ŋăğżćăšĳ řăśţőď£źĺňĺś£ ĺńĺ śćěřţŕăřăńńěńĳŋżňĺ. Ŕőłăęěň śŋăůăńă, ůšő řăśţőď£źĺěś£ ŕř£ňżě l_1 ĺ l_2 ĺňě¿š őąźĺľ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř m. Őąřăšĺňś£ ďń£ ¡šőčő ł ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ŕř£ňă£ l_1 £ćń£ěšś£ ńşůőň Oy (řĺś. 5.2). Ŕřőćěďěň ĺğ šőůłĺ O łăśăšěńĳŋş¿ OA ł ěćłńĺďőćőľ őłřşęŋőśšĺ, śőďěřęăźěľ čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿ l_2. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕř£ňă£ m, śőőšćěšśšćş¿źă£ ěćłńĺďőćőľ őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă OA ś űěŋšřőň O, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ŕř£ňżň l_1 ĺ l_2.

Ŕř£ňş¿ m ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ńşů Oy. Šőčďă ŕř£ňżě l_1 ĺ l_2 ŕěřěľďşš ć ŕőńşőłřşęŋőśšĺ ś űěŋšřőň O (řĺś. 5.3). Łőňŕőğĺűĺ£ ĺŋćěřśĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő őłřşęŋőśšěľ, śőďěřęăźĺţ ĺţ, ĺňěěš ćĺď z → kz; k > 0.

Śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňżţ l_1 ĺ l_2 ňŋőčĺňĺ řăğŋżňĺ śŕőśőąăňĺ. Ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋőčő śőąśšćěŋŋőčő ďćĺęěŋĺ£ řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ćśěţ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ěňş ŕř£ňżţ l_i. Ŋăğőćěň ¡šő ňŋőęěśšćő ŕşůłőň ŕř£ňżţ. Ć śőőšćěšśšćĺĺ ś šĺŕőň ďćĺęěŋĺ£ ŕşůőł ŕř£ňżţ ŋăğőćěň ¡ńńĺŕšĺůěśłĺň, ŕăřăąőńĺůěśłĺň ĺńĺ čĺŕěřąőńĺůěśłĺň. İńńĺŕšĺůěśłĺľ ŕşůőł śőśšőĺš ĺğ ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş; ŕăřăąőńĺůěśłĺľ ŕşůőł śőśšőĺš ĺğ ŕőŕăřŋő ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ (š.ě. ĺğ ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋş¿ šőůłş); čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ ŕşůőł śőśšőĺš ĺğ ŕř£ňżţ, őřšőčőŋăńĳŋżţ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕř£ňőľ.

Ś łăęďżň ŕşůłőň ŕř£ňżţ ňőęŋő ść£ğăšĳ śěňěľśšćő łřĺćżţ, őřšőčőŋăńĳŋżţ ćśěň ŕř£ňżň ŕşůłă. İšő śěňěľśšćő łřĺćżţ ŕőńşůăěšś£ śńěďş- ¿źĺň őąřăğőň. Řăśśňőšřĺň ćśě ďćĺęěŋĺ£ g, łőšőřżě £ćń£¿šś£ łőňŕőğĺűĺ£ňĺ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕăř ŕř£ňżţ ďăŋŋőčő ŕşůłă. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş A ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ĺ řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ćśěţ šőůěł ćĺďă g(A). Ŋă řĺś. 5.4 ĺğőąřăęěŋż ŕőńşůěŋŋżě łřĺćżě ďń£ ćśěţ šřěţ šĺŕőć ŕşůłőć ŕř£ňżţ (ŕřĺ ¡šőň ŋă śăňĺţ ŕř£ňżţ ŕşůłă ŋăřĺśőćăŋż śšřěńłĺ). Ďń£ ¡ńńĺŕšĺůěśłőčő ŕşůłă ĺśŕőńĳğőćăŋă ňőďěńĳ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě, ďń£ ďćşţ ďřşčĺţ ŕşůłőć | ňőďěńĳ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ.

Ć śńşůăě ¡ńńĺŕšĺůěśłőčő ŕşůłă łřĺćżňĺ, őřšőčőŋăńĳŋżňĺ ŕř£ňżň ŕşůłă, £ćń£¿šś£ őłřşęŋőśšĺ. Őřšőčőŋăńĳŋżě łřĺćżě ďń£ ŕăřăąőńĺůěśłőčő ŕşůłă ŋăğżćă¿š őřĺűĺłńăňĺ ĺńĺ ŕřěďěńĳŋżňĺ őłřşęŋőśš£ňĺ. Ćšőřőě ĺğ ¡šĺţ ŋăğćăŋĺľ ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ¡šĺ łřĺćżě ŕőńşůă¿šś£ ŕřĺ ąěśłőŋěůŋőň şćěńĺůěŋĺĺ řăďĺşśă őłřşęŋőśšĺ, łăśă¿źěľś£ ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ ć ďăŋŋőľ šőůłě. Őřšőčőŋăńĳŋżě łřĺćżě ďń£ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕşůłă ŋăğżćă¿š čĺŕěřűĺłńăňĺ ĺńĺ ¡łćĺďĺśšăŋšăňĺ. Ćšőřőě ŋăğćăŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ćśě šőůłĺ ¡łćĺďĺśšăŋšż ŋăţőď£šś£ ŋă őďŋőň ĺ šőň ęě řăśśšő£ŋĺĺ őš ŕř£ňőľ, łőšőřă£ őřšőčőŋăńĳŋă ŕř£ňżň ďăŋŋőčő čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕşůłă ŕř£ňżţ. Őążůŋő ¡łćĺďĺśšăŋšőľ (čĺŕěřűĺłńőň) ŋăğżćă¿š ňŋőęěśšćő šőůěł, řăćŋőşďăńěŋŋżţ őš ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ; ¡šă łřĺćă£ śőśšőĺš ĺğ ďćşţ ćěšćěľ śĺňňěšřĺůŋżţ őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋőľ ŕř£ňőľ.

Ćż£śŋĺň šěŕěřĳ, łăł şśšřőěŋż śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£ ďń£ ňőďěńĺ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ŋă ćěřţŋěľ ŕőńőśšĺ ďćşŕőńőśšŋőčő čĺŕěřąőńőĺďă [x; x] = −c^2, čďě [x; x] = x^2_1 + x^2 − x^2_3. Ŕřěęďě ćśěčő őšňěšĺň, ůšő ń¿ąőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, śőţřăŋ£¿źěě ŕśěćďőśłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě [x; y] ĺ ŋě ňěŋ£¿źěě ňěśšăňĺ ćěřţŋ¿¿ ĺ ŋĺęŋ¿¿ ŕőńőśšĺ čĺŕěřąőńőĺďă, ĺŋďşűĺřş¿š ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő.

Ń¿ąş¿ ŕńőśłőśšĳ ňőęŋő ğăďăšĳ şřăćŋěŋĺěň [x; a] = p, čďě a | ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ćěłšőř, p | ťĺłśĺřőćăŋŋőě ůĺśńő. Őŕřěďěńĺň śĺňňěšřĺ¿ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ [x; a] = 0 śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕőńőęĺň x → x^′ = x + –a, čďě ůĺśńő – šăłőćő, ůšő ćěłšőř x + x^′ ńěęĺš ć ŕńőśłőśšĺ śĺňňěšřĺĺ, š.ě. [x + x^′; a] = 0. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň őšőąřăęěŋĺě x → x − 2 [x; a] [a; a] a: İšő őŕřěďěńěŋĺě ĺňěěš śňżśń ŕřĺ [a; a] ≠ 0.

Ŕńőśłőśšĺ, łăśăšěńĳŋżě ł łőŋşśş [x; x] = 0, ğăďă¿šś£ şřăćŋěŋĺ£ňĺ ćĺďă [x; a] = 0, čďě [a; a] = 0. Ĺňěŋŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ ŕńőśłőśšěľ śĺňňěšřĺ£ ŋě őŕřěďěńěŋă. Ćśě őśšăńĳŋżě ŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőď£źĺě ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš, ńĺąő ŕěřěśěłă¿š ďćşŕőńőśšŋżľ čĺŕěřąőńőĺď [x; x] = −c^2, ńĺąő ŋě ŕěřěśěłă¿š ěčő ĺ ŕřĺ ¡šőň ŋě łăśă¿šś£ łőŋşśă [x; x] = 0. Ŕř£ňżň ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő śőőšćěšśšćş¿š ńĺÿĳ ŕńőśłőśšĺ ŕěřćőčő šĺŕă. Śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ ŕńőśłőśšěľ ŋě ŕěřěśšăćń£¿š ŕőńőśšĺ čĺŕěřąőńőĺďă, šăł łăł šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ ĺ čĺŕěřąőńőĺďă őśšă¿šś£ ŋěŕőďćĺęŋżňĺ.

Ŋěśńőęŋżě ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ŕřĺ [a; a] ≠ 0 śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ [x; a] = 0 śőţřăŋ£ěš ŕśěćďőśłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, š.ě. ěśńĺ x → x^′ ĺ y → y^′, šő [x; y] = [x^′; y^′]. Šăłĺň őąřăğőň, śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ, ŕěřěśěłă¿źěľ čĺŕěřąőńőĺď, śőőšćěšśšćşěš śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ ć ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, śőőšćěšśšćş¿źěě łőňŕőğĺűĺĺ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕăřż ŕńőśłőśšěľ, ąşďěš ¡ńńĺŕšĺůěśłĺň, ŕăřăąőńĺůěśłĺň ĺńĺ čĺŕěřąőńĺůěśłĺň ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš řăśŕőńőęěŋĺ£ ŕř£ňőľ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕńőśłőśšěľ (śőőšćěšśšćěŋŋő: ŕř£ňă£ ŕěřěśěłăěš čĺŕěřąőńőĺď, ŕř£ňă£ ŕřĺŋăďńěęĺš łőŋşśş, ŕř£ňă£ ńěęĺš ćŋě łőŋşśă).

Ŕşśšĳ ŕńőśłőśšĺ [x; a_1] = 0 ĺ [x; a_2] = 0 ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ŕř£ňőľ, śőďěřęăźěľ ćěłšőř b, š.ě. [b; a_1] = [b; a_2] = 0. Šőčďă ŕńőśłőśšĳ [x; b] = p ŕěřěţőďĺš ć śěą£ ŕřĺ śĺňňěšřĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ ŕńőśłőśšěľ. Ć śăňőň ďěńě, ŕřĺ šăłĺţ śĺňňěšřĺ£ţ ćěłšőř x ŕěřěţőďĺš ć ćěłšőř x^′ = x + –a_i, ă ğŋăůĺš, [x^′; b] = [x; b]. Śńěďőćăšěńĳŋő, łőňŕőğĺűĺ£ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšěľ [x; a_1] = 0 ĺ [x; a_2] = 0 ŕěřěćőďĺš ŕńőśłőśšĳ [x; b] = p ć śěą£. İšő őğŋăůăěš, ůšő őłřşęŋőśšĳ, őřĺűĺłń ĺ čĺŕěřűĺłń ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ śěůěŋĺě čĺŕěřąőńőĺďă ŕńőśłőśšĳ¿ [x; b] = p, čďě ćěłšőř b śőőšćěšśšćěŋŋő ńěęĺš ćŋşšřĺ łőŋşśă, ŕřĺŋăďńěęĺš łőŋşśş, ńěęĺš ćŋě łőŋşśă.

Ğăďăůĺ

1. Ďőłăğăšĳ, ůšő šőůłĺ A ĺ A^∗ śĺňňěšřĺůŋż őšŋőśĺšěńĳŋő őłřşęŋőśšĺ řăďĺşśă R ś űěŋšřőň O šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ńşůĺ OA ĺ OA^∗ śőćŕăďă¿š ĺ OA × OA^∗ = R^2

2. Őŕĺśăšĳ, łăł ćżčń£ďĺš ¡ńńĺŕšĺůěśłőě ďćĺęěŋĺě ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ.

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ąş¿ ŕăřş ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ ňőęŋő ďćĺęěŋĺěň ŕěřěćěśšĺ ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ ŕăřş ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ.

4. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ďćě ŕř£ňżě, ĺňě¿źĺě őąźĺľ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř, £ćń£¿šś£ řăśţőď£źĺňĺś£.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő őąźĺľ ŕěřŕěŋďĺłşń£ř ł ďćşň ŕř£ňżň ěďĺŋśšćěŋ. 5. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ łőňŕőğĺűĺ£ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďćşţ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ, śţőď£źĺţś£ ł šőůłě p ∈ R, ĺňěěš ćĺď z → w, čďě 1 w − p = 1 z − p

+ h:

6. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć ňőďěńĺ Łńěľŋă ń¿ąőľ ŕşůőł ŕř£ňżţ śőőšćěšśšćşěš śěňěľśšćş ěćłńĺďőćżţ ŕř£ňżţ, ĺňě¿źĺţ őąźş¿ šőůłş (ńěęăźş¿ ćŋşšřĺ, ŋă čřăŋĺűě ĺńĺ ćŋě łřşčă).

7. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě őřĺűĺłńż ŕőŕăřŋő łőŋčřş¡ŋšŋż. 8. Ŕşśšĳ C_1 ĺ C_2 | ďćě łřĺćżě, őřšőčőŋăńĳŋżě ŕř£ňżň őďŋőčő ŕşůłă. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě ŕř£ňżě ŕşůłă £ćń£¿šś£ őś£ňĺ śĺňňěšřĺĺ łřĺćőľ C_1.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ďćĺęěŋĺě, ŕěřěćőď£źěě C_1 ć śěą£ ĺ ŕřĺ ¡šőň ŕěřěćőď£źěě ń¿ąş¿ šőůłş A ∈ C_1 ć ń¿ąş¿ ďřşčş¿ šőůłş B ∈ C_1.

ć) Ďőłăğăšĳ, ůšő ćśě šőůłĺ łřĺćőľ C_1 ŋăţőď£šś£ ŋă őďŋőň ĺ šőň ęě řăśśšő£ŋĺĺ őš łřĺćőľ C_2.

9. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ń¿ążě šřĺ šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ŕřĺŋăďńěęăš ńĺąő őďŋőľ őłřşęŋőśšĺ, ńĺąő őďŋőňş őřĺűĺłńş, ńĺąő őďŋőňş čĺŕěřűĺłńş.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő śěřěďĺŋŋżě ŕěřŕěŋďĺłşń£řż ł śšőřőŋăň šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş ŕşůłş ŕř£ňżţ. Őą£ğăšěńĳŋő ńĺ ¡šőš ŕşůőł ¡ńńĺŕšĺůěśłĺľ?

10. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ąĺśśěłšřĺśż ćŋěÿŋĺţ şčńőć šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş ŕşůłş ŕř£ňżţ.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő ćżśőšż šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺŋăďńěęăš őďŋőňş ŕşůłş. 11. Šőůłă C ŕěřěňěźăěšś£ ŕő ďşčě AB őłřşęŋőśšĺ, őřĺűĺłńă ĺńĺ čĺŕěřűĺłńă. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕřĺ ¡šőň ćěńĺůĺŋă ¸ + ˛ − ‚ ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ (¸; ˛ ĺ ‚ | şčńż šřěşčőńĳŋĺłă ABC).

12. Ďőłăğăšĳ, ůšő śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ śőţřăŋ£ěš ŕśěćďőśłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.

13. Ďőłăğăšĳ, ůšő śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ, ŋě ŕěřěśěłă- ¿źěľ čĺŕěřąőńőĺď [x; x] = −c^2, ŕěřěśšăćń£ěš ŕőńőśšĺ čĺŕěřąőńőĺďă.

14. Łăł şśšřőěŋă łőňŕőğĺűĺ£ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšěľ, ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ă) ŕő őśĺ O_z; ą) ŕő őśĺ O_x?

15. Łăł ćżčń£ď£š őřĺűĺłńż ĺ ¡łćĺďĺśšăŋšż ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě?

16. Ŕřĺćěśšĺ ŕřĺňěř ďćĺęěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, łőšőřőě ŋěńĳğ£ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ňěŋěě ůěň šřěţ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňżţ.

6. Ğăňőźěŋĺě šřěşčőńĳŋĺłăňĺ śťěřż, ŕńőśłőśšĺ ĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő

Ğăďăůă, łőšőřőľ ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ ŋă ¡šőľ ńěłűĺĺ, ćőğŋĺłńă ş Ŕşăŋłăřě ć ść£ğĺ ś ŕőśšřőěŋĺěň ťşŋłűĺľ , ś ŕőňőźĳ¿ łőšőřżţ ňőęŋő řěÿăšĳ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£ ś ăńčěąřăĺůěśłĺňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Řăśśňőšřĺň ŋă ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ łřĺćőńĺŋěľŋżľ šřěşčőńĳŋĺł, őąřăğőćăŋŋżľ šřěň£ ďşčăňĺ őłřşęŋőśšěľ ĺńĺ őšřěğłăňĺ ŕř£ňżţ. Ďń£ šăłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ čřşŕŕş, ŕőřőęďěŋŋş¿ őšřăęěŋĺ£ňĺ (śĺňňěšřĺ£ňĺ) őšŋőśĺšěńĳŋő ěčő śšőřőŋ. Ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ šřěşčőńĳŋĺłĺ, ŕřĺ őšřăęěŋĺ£ţ łőšőřżţ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ ŕőńşůăěšś£ ğăňőźěŋĺě, š.ě. ĺţ őąřăğż ŕřĺ őšřăęěŋĺ£ţ ńĺąő śőćŕăďă¿š, ńĺąő ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł. Ŕřĺ ¡šőň śőćŕăďěŋĺě ŕőďřăğşňěćăěšś£ ŕőšőůěůŋőě, š.ě. śőćŕăďă¿š ŋě šőńĳłő śăňĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ, ŋő ĺ ćśě ĺţ śőőšćěšśšćěŋŋżě šőůłĺ.

Ŋě šěř££ őąźŋőśšĺ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ďćě śšőřőŋż łřĺćőńĺŋěľŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă £ćń£¿šś£ őšřěğłăňĺ ŕř£ňżţ (¡šőčő ňőęŋő ďőąĺšĳś£, śďěńăć ĺŋćěřśĺ¿ ś űěŋšřőň ć őďŋőľ ĺğ šőůěł ŕěřěśěůěŋĺ£ őłřşęŋőśšěľ, śőďěřęăźĺţ śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă). Őąřăğż šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺ őšřăęěŋĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő ďćşţ ŕř£ňőńĺŋěľŋżţ śšőřőŋ śőśšăćń£¿š ğăňőźěŋĺě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă şčőń ňěęďş ¡šĺňĺ śšőřőŋăňĺ řăćěŋ ı=n, čďě n | ŋăšşřăńĳŋőě ůĺśńő. (Ěśńĺ ŋě šřěąőćăšĳ ŕőšőůěůŋőčő śőćŕăďěŋĺ£ őąřăğőć, šő şčőń ňőęěš ążšĳ řăćěŋ ĺ 2ı=n.) Ŕő¡šőňş ĺśłőňżľ šřěşčőńĳŋĺł ďőńęěŋ ĺňěšĳ şčńż (ı=p; ı=q; ı=r); ďń£ łřăšłőśšĺ ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő šăłőľ šřěşčőńĳŋĺł ĺňěěš šĺŕ (p; q; r).

Ğăďăůă őą őšřăęěŋĺ£ţ łřĺćőńĺŋěľŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś şčńăňĺ ¸; ˛; ‚ ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ğŋăłă ůĺśńă ¸ + ˛ + ‚ − ı ťăłšĺůěśłĺ £ćń£ěšś£ ğăďăůěľ śťěřĺůěśłőľ, ěćłńĺďőćőľ ĺńĺ čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ. Šőůŋěě čőćőř£, ć śńşůăě ¸ + ˛ + ‚ − ı > 0 ďőńęŋż ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ šřĺ ŋěřăćěŋśšćă ćĺďă ¸ + ˛ < ‚ + ı, ŋő ďń£ šřěşčőńĳŋĺłă šĺŕă (p; q; r) šăłĺě ŋěřăćěŋśšćă ćżŕőńŋ£¿šś£ ăćšőňăšĺůěśłĺ.

Ŕő£śŋĺň ąőńěě ŕőďřőąŋő, ůšő ňż ĺňěěň ć ćĺďş. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő śšőřőŋż AB ĺ AC łřĺćőńĺŋěľŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ňőęŋő śůĺšăšĳ őšřěğłăňĺ ŕř£ňżţ. Ŕşśšĳ O | űěŋšř őłřşęŋőśšĺ, śőďěřęăźěľ ďşčş BC. Ěśńĺ šőůłĺ O ĺ A ńěęăš ŕő őďŋş śšőřőŋş őš ŕř£ňőľ BC, šő ¸ + ˛ + ‚ > ı, ă ěśńĺ šőůłĺ O ĺ A ńěęăš ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš ŕř£ňőľ BC, šő ¸+˛+‚ < ı. Ŕő¡šőňş ¸+˛+‚ = ı ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă BC | őšřěğőł ŕř£ňőľ. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ¸ + ˛ + ‚ = ı, šő ňż ŕőńşůăěň ğăďăůş őą őšřăęěŋĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő šřěţ ěćłńĺďőćżţ ŕř£ňżţ.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă ¸ + ˛ + ‚ < ı, š.ě. űěŋšř őłřşęŋőśšĺ S, őďěřęăźěľ ďşčş BC, ĺ ćěřÿĺŋă A ńěęăš ŕő řăğŋżě śšőřőŋż őš ŕř£ňőľ BC. Ŕřőćěďěň ĺğ šőůłĺ A łăśăšěńĳŋżě AP ĺ AQ ł őłřşęŋőśšĺ S (řĺś. 6.1). Ŕşśšĳ S_1 | őłřşęŋőśšĳ řăďĺşśă AP ś űěŋšřőň A. Šőčďă śšőřőŋż šřěşčőńĳŋĺłă ABC £ćń£¿šś£ čĺŕěřąőńĺůěśłĺňĺ ŕř£ňżňĺ ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć łřşčě S_1. §śŋő šăłęě, ůšő śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ łřĺćőńĺŋěľŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC £ćń£¿šś£ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő čĺŕěřąőńĺůěśłĺţ ŕř£ňżţ.

İšő ŕřőśšőě řăśśşęďěŋĺě ĺňěěš ćăęŋőě śńěďśšćĺě: ć śńşůăě ¸ + ˛ + ‚ < ı ćśě őąřăğż łřĺćőńĺŋěľŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă ABC ŕřĺ őšřăęěŋĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ ńěęăš ńĺąő ćŋşšřĺ ŋěłőšőřőčő łřşčă, ńĺąő ć ŋěłőšőřőľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ.

Ŋăň őśšăěšś£ řăğőąřăšĳ śńşůăľ ¸ + ˛ + ‚ > ı. Šăłőě ŋěřăćěŋśšćő ěźě ŋě őąěśŕěůĺćăěš śşźěśšćőćăŋĺě śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś şčńăňĺ ¸; ˛; ‚. Ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ďőńęŋż ćżŕőńŋ£šĳś£ šřĺ ŋěřăćěŋśšćă ćĺďă ¸ + ˛ < ı + ‚, ďćőľśšćěŋŋżţ ŋěřăćěŋśšćăň ćĺďă a + b > c. Ŋő ěśńĺ ¸; ˛; ‚ < ı=2, šő ŋěřăćěŋśšćő ¸ + ˛ < ı + ‚ ćżŕőńŋ£ěšś£ ăćšőňăšĺůěśłĺ. Ŕő¡šőňş ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš śťěřĺůěśłĺľ šřěşčőńĳŋĺł ABC ś şčńăňĺ ¸, ˛ ĺ ‚. Śšěřěőčřăťĺůěśłă£ ŕřőěłűĺ£ ¡šőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŋă ŕńőśłőśšĳ, łăśă¿źş¿ś£ śťěřż ć ćěřÿĺŋě A, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ łřĺćőńĺŋěľŋżľ šřěşčőńĳŋĺł AB^′C^′ ś şčńăňĺ ¸, ˛ ĺ ‚, ŕřĺůěň şčőń A ŕř£ňőńĺŋěľŋżľ. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěśńĺ łřĺćőńĺŋěľŋżě šřěşčőńĳŋĺłĺ AB^′C^′ ĺ AB_1C_1 ś śőőšćěšśšćěŋŋő řăćŋżňĺ şčńăňĺ ĺňě¿š őąźĺľ ŕř£ňőńĺŋěľŋżľ şčőń A, šő ¡šĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ čőňőšěšĺůŋż ś űěŋšřőň čőňőšěšĺĺ A. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ O^′ ĺ O_1 | űěŋšřż őłřşęŋőśšěľ, śőďěřęăźĺţ ďşčĺ B^′C^′ ĺ B_1C_1, šő šřěşčőńĳŋĺłĺ O^′B^′C^′ ĺ O_1B_1C_1 £ćń£¿šś£ řăćŋőąěďřěŋŋżňĺ šřěşčőńĳŋĺłăňĺ ś ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ąőłőćżňĺ śšőřőŋăňĺ, ă ğŋăůĺš, ĺţ őśŋőćăŋĺ£ B^′C^′ ĺ B_1C_1 šőęě ŕăřăńńěńĳŋż. Ŕő- ¡šőňş, ĺğňěŋĺć ŕřĺ ŋěőąţőďĺňőśšĺ řăďĺşś śťěřż, ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšő őąřăğ śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ŕřĺ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ śőćŕăďěš ś řăśśňăšřĺćăěňżň łřĺćőńĺŋěľŋżň šřěşčőńĳŋĺłőň ŋă ŕńőśłőśšĺ. §śŋő šăłęě, ůšő śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ łřĺćőńĺŋěľŋőčő šřěşčőńĳŋĺłă śőőšćěšśšćş¿š śĺňňěšřĺ£ň őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ śťěřĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă. Ć śăňőň ďěńě, šőůłĺ A ĺ B śĺňňěšřĺůŋż őšŋőśĺšěńĳŋő śťěřĺůěśłőľ ŕř£ňőľ l šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ń¿ąă£ śťěřĺůěśłă£ őłřşęŋőśšĳ ŕěřěśěłăěš śťěřĺůěśłş¿ ŕř£ňş¿ l ŕőď ŕř£ňżň şčńőň. Ŕő¡šőňş ŕřĺ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ šőůłĺ, śĺňňěšřĺůŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő śťěřĺůěśłőľ ŕř£ňőľ l, ŕěřěţőď£š ć šőůłĺ, śĺňňěšřĺůŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő őąřăğă l.

Ůšőąż ŋăľšĺ ćśě ćőğňőęŋżě śťěřĺůěśłĺě ĺ ěćłńĺďőćż šřěşčőńĳŋĺłĺ ś şčńăňĺ (ı=p; ı=q; ı=r), ŋşęŋő řěÿĺšĳ ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ śőőšćěšśšćěŋŋő ŋěřăćěŋśšćő 1 p + 1 q + 1 r > 1 ĺ şřăćŋěŋĺě 1 p + 1 q + 1 r = 1. Ňőęŋő

śůĺšăšĳ, ůšő p ≤ q ≤ r. Šőčďă ć őąőĺţ śńşůă£ţ p ≤ 3. Ŋěśńőęŋżľ ŕěřěąőř ŕřĺćőďĺš ł śťěřĺůěśłĺň šřěşčőńĳŋĺłăň šĺŕă (2,2,n), (2,3,3), (2,3,4), (2,3,5) ĺ ěćłńĺďőćżň šřěşčőńĳŋĺłăň šĺŕă (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6).

Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő ňőęŋő şąěďĺšĳś£, ůšő őąřăğż ćśěţ şłăğăŋŋżţ šřěşčőńĳŋĺłőć ŕřĺ őšřăęěŋĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő ĺţ śšőřőŋ śőśšăćń£¿š ğăňőźěŋĺě śťěřż ĺńĺ ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ. Ďń£ ěćłńĺďőćżţ šřěşčőńĳŋĺłőć śň. řĺś. 6.2. Ďń£ őąřăğőć śťěřĺůěśłĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć ŕřĺ śšěřěőčřăťĺůěśłőľ ŕřőěłűĺĺ ňőęŋő ŋăřĺśőćăšĳ ăŋăńőčĺůŋżě łăřšĺŋłĺ. Ć ŕěřćżţ ďćşţ ŋăĺąőńěě ŕřőśšżţ śńşůă£ţ śň. řĺś. 6.3. Őšňěšĺň, ůšő šřěąşěňżě ğăňőźěŋĺ£ śťěřż (łřőňě ŕěřćőľ śěřĺĺ šřěşčőńĳŋĺłőć) ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Śőěďĺŋĺň űěŋšř łăęďőľ čřăŋĺ ŕřăćĺńĳŋőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ś ćěřÿĺŋăňĺ ĺ śěřěďĺŋăňĺ śšőřőŋ ¡šőľ čřăŋĺ. Ğăšěň ŕőńşůěŋŋş¿ śĺśšěňş őšřěğłőć (ćňěśšě ś řěąřăňĺ) śŕřőěűĺřşěň ŋă őŕĺśăŋŋş¿ śťěřş ĺğ ěě űěŋšřă. Šőčďă ďń£ šěšřă¡ďřă ŕőńşůĺň śĺśšěňş šřěşčőńĳŋĺłőć šĺŕă (2,3,3), ďń£ łşąă ĺ őłšă¡ďřă ŕőńşůĺň śĺśšěňş šřěşčőńĳŋĺłőć šĺŕă (2,3,4), ă ďń£ ďőďěłă¡ďřă ĺ ĺłőśă¡ďřă ŕőńşůĺň śĺśšěňş šřěşčőńĳŋĺłőć šĺŕă (2,3,5).

Ůšőąż ŋăľšĺ ćśě ćőğňőęŋżě čĺŕěřąőńĺůěśłĺě šřěşčőńĳŋĺłĺ ś şčńăňĺ (ı=p; ı=q; ı=r), ŋşęŋő řěÿĺšĳ ć ŋăšşřăńĳŋżţ ůĺśńăţ ŋěřăćěŋśšćő 1 p + 1 q + 1 r < 1. İšő ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋ£ěšś£ ďń£ ćśěţ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ ůĺśěń p; q; r, ŕő¡šőňş őŋő ĺňěěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő řěÿěŋĺľ. Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ 1 p + 1 q + 1 r < 1, šő őąřăğż čĺŕěřąőńĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă šĺŕă (p; q; r) ŕřĺ őšřăęěŋĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ ğăŕőńŋ£¿š ąěğ ŕěřěłřżšĺľ ćś¿ čĺŕěřąőńĺůěśłş¿ ŕńőśłőśšĳ. Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŋě śšőńĳ őůěćĺďŋő, łăł ďń£ ěćłńĺďőćőľ ĺ śťěřĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ.

Ňż őšńőęĺň ěčő ďő ńěłűĺĺ 8, łőšőřă£ ŕőść£źěŋă ďőłăğăšěńĳśšćş ąőńěě őąźěľ šěőřěňż Ŕşăŋłăřě ő ğăňőźěŋĺ£ţ čĺŕěřąőńĺůěśłőľ ŕńőśłőśšĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłăňĺ.

Ğăďăůĺ

1. Ŋăľšĺ ćśě šĺŕż ěćłńĺďőćżţ šřěşčőńĳŋĺłőć, ŕěřěłăšżćă£ łőšőřżě ůěřěğ ĺţ śšőřőŋż, ňőęŋő ğăňőśšĺšĳ ŕńőśłőśšĳ. (Ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŕő£ćń£-

ěšś£ šřěşčőńĳŋĺł ś şčńăňĺ ( 2ı 3 ; ı 6 ; ı 6 ):) 2. Ďőłăğăšĳ, ůšő čřşŕŕă ŕőřőęďěŋŋă£ őšřăęěŋĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă ( 2ı 3 ; ı 6 ; ı 6 ); ĺğőňőřťŋă ŕőďčřşŕŕě śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ ć čřşŕŕě, ŕőřőęďěŋŋőľ őšřăęěŋĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă (ı 2 ; ı 3 ; ı 6 ). 3. Ďőłăğăšĳ, ůšő ć čřşŕŕě, ŕőřőęďěŋŋőľ őšřăęěŋĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă šĺŕă (p; q; r), ňőęŋő ćżąřăšĳ šăłĺě őąřăğş¿źĺě x, y ĺ z, ůšő x^2 = y^2 = z^2 = 1 ĺ (xy)^p = (yz)^q = (zx)^r = 1.

4. Ďőłăğăšĳ, ůšő čřşŕŕż, ŕőřőęďěŋŋżě őšřăęěŋĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ čĺŕěřąőńĺůěśłĺţ šřěşčőńĳŋĺłőć (0; ı 2 ; ı 3 ) ĺ (0; 0; 2ı 3 ), ĺğőňőřťŋż.

5. Şčńż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, őąřăğőćăŋŋőčő ďşčăňĺ őłřşęŋőśšěľ, łřăšŋż ı. Őą£ğăšěńĳŋő ńĺ ěčő őąřăğż ŕřĺ śĺňňěšřĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ ŋě ŕěřěłřżćă¿šś£?

6. Śłőńĳłĺňĺ šřěşčőńĳŋĺłăňĺ ś şčńăňĺ ı=2, ı=3 ĺ ı=5 ňőęŋő ğăňőśšĺšĳ śťěřş?

7. Ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ ňőďşń£řŋőľ čřşŕŕż

Ŕşśšĳ G | čřşŕŕă, ŕőřőęďěŋŋă£ őšřăęěŋĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă T ś şčńăňĺ (ı=p; ı=q; ı=r). Šőčďă śťěřş, ŕńőśłőśšĳ ĺńĺ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ šřěşčőńĳŋĺłőć gT (g ∈ G), ŕřĺůěň šřěşčőńĳŋĺłĺ g_1T ĺ g_2T ŕřĺ g_1 ≠ g_2 ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł. Ŕőśńěďŋěě śćőľśšćő őąěśŕěůĺćăěšś£ šřěąőćăŋĺěň ŕőšőůěůŋőčő śőćŕăďěŋĺ£ őąřăğőć šřěşčőńĳŋĺłőć. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ šřěşčőńĳŋĺłĺ g_1T ĺ g_2T ĺňě¿š őąźş¿ ćŋşšřěŋŋ¿¿ šőůłş, šő g_1(x) = g_2(x) ďń£ ćśěţ x ∈ T , ă ğŋăůĺš, g_1 = g_2.

Ŋăğőćěň šřěşčőńĳŋĺł T ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĳ¿ čřşŕŕż G. İšő őŕřěďěńěŋĺě ďőŕşśłăěš śńěďş¿źěě őąőąźěŋĺě. Ŕşśšĳ G | ŕőďčřşŕŕă čřşŕŕż ďćĺęěŋĺľ śťěřż, ŕńőśłőśšĺ ĺńĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ŋăğőćěň D ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĳ¿ čřşŕŕż G, ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ śńěďş- ¿źĺě şśńőćĺ£:

1) D | ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł (ć śńşůăě ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ş ŋěčő ňőčşš ążšĳ ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋżě ćěřÿĺŋż ĺ śšőřőŋż);

2) ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ gD (g ∈ G) ŕőłřżćă¿š ćś¿ śťěřş, ŕńőśłőśšĳ ĺńĺ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő;

3) ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ g_1D ĺ g_2D ŕřĺ g_1 ≠ g_2 ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł.

Őšňěšĺň, ůšő ŋě ş ń¿ąőľ ŕőďčřşŕŕż čřşŕŕż ďćĺęěŋĺľ ěśšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ. Ŋăŕřĺňěř, ş ćśěľ čřşŕŕż ďćĺęěŋĺľ ŋěš ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ.

Ć łăůěśšćě ŕřőśšőčő ŕřĺňěřă ŋăľďěň ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ őąńăśšĳ ďń£ ŕőďčřşŕŕż śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ ć čřşŕŕě, ŕőřőęďěŋŋőľ őšřăęěŋĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă T šĺŕă (p; q; r). Ŋěšřşďŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő ěśńĺ s | śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă T , šő őąžěďĺŋěŋĺě T ś sT ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ĺśłőňş¿ ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ őąńăśšĳ. Ć śăňőň ďěńě, šřěşčőńĳŋĺłĺ ćĺďă gT ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ŕăřż {gT; gsT }. Ďěńő ć šőň, ůšő šřěşčőńĳŋĺł gsT őŕřěďěń£ěš šş ęě śăňş¿ ŕăřş, šăł łăł (gs)sT = gT

Ŕěřěľďěň šěŕěřĳ ł ąőńěě ĺŋšěřěśŋőňş ŕřĺňěřş ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ śőą-

śšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£ ĺňě¿š ćĺď z → az + b cz + d

, čďě a; b; c; d ∈ R ĺ ad − bc = 1.

Čřşŕŕş ňăšřĺű řăğňěřőň 2 × 2 ś ćěźěśšćěŋŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ĺ őŕřěďěńĺšěńěň 1 őąőğŋăůă¿š SL(2; R). Ń¿ążň ďćşň ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżň ňăšřĺűăň (ĺ šőńĳłő ĺň) śőőšćěšśšćşěš őďŋő ĺ šő ęě ďřőąŋő-ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě. Ŕő¡šőňş čřşŕŕă śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ĺğőňőřťŋă ťăłšőřčřşŕŕě SL(2; R)= ± I = P SL(2; R); ğďěśĳ I | ěďĺŋĺůŋă£ ňăšřĺűă . Ć SL(2; R) ěśšĳ ćăęŋă£ ŕőďčřşŕŕă SL(2; Z), śőśšő£źă£ ĺğ ňăšřĺű ś űěńőůĺśńěŋŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ. Ěľ śőőšćěšśšćşěš ŕőďčřşŕŕă P SL(2; Z) ć P SL(2; R). Čřşŕŕş P SL(2; Z) ŋăğżćă¿š ňőďşń£řŋőľ čřşŕŕőľ.

Šěőřěňă. Šřěşčőńĳŋĺł D ś şčńăňĺ (0; ı 3 ; ı 3 ), ĺğőąřăęěŋŋżľ ŋă řĺś. 7.1, £ćń£ěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĳ¿ ňőďşń£řŋőľ čřşŕŕż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ć čřşŕŕě G = P SL(2; Z) ¡ńěňěŋšż S(z) = −1=z ĺ T (z) = z + 1. Őŋĺ ŕőřőęďă¿š ŋěłőšőřş¿ ŕőďčřşŕŕş G^′. Ňż ďőłăęěň śŋăůăńă, ůšő D | ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ čřşŕŕż G^′, ă ğăšěň ďőłăęěň, ůšő G^′ = G, š.ě. ¡ńěňěŋšż S ĺ T ŕőřőęďă¿š ćś¿ čřşŕŕş G.

Ŕřěęďě ćśěčő ŕřőćěřĺň, ůšő šřěşčőńĳŋĺłĺ g^′D (g^′ ∈ G^′) ŕőłřżćă¿š ćś¿ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő, š.ě. ěśńĺ ℑ(z) > 0, šő g^′z ∈ D ďń£ ŋěłőšőřőčő g^′ ∈ G^′.

Ńěňňă 1. Ěśńĺ ℑ(z) > 0, šő ŕřĺ g ∈ G ćěńĺůĺŋă ℑ(gz) ŕřĺŋĺňăěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ğŋăůěŋĺľ, ąőńĳÿĺţ ℑ(z).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. §śŋő, ůšő

ℑ(gz) = ℑ ( az + b cz + d ) = ℑadz

+ bc—z |cz + d|^2 = ℑ(z) |cz + d|^2 : Ŕő¡šőňş ℑ(gz) ≥ ℑ(z) ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă |cz + d| ≤ 1. Ŕőśńěďŋěě ŋěřăćěŋśšćő ćżŕőńŋ£ěšś£ ńĺÿĳ ďń£ łőŋěůŋőčő ňŋőęěśšćă ŕăř űěńżţ ůĺśěń (c; d), ŕřĺůěň ďń£ łăęďőľ šăłőľ ŕăřż ćěńĺůĺŋă ℑ(gz) őŕřěďěńěŋă őďŋőğŋăůŋő. 2

Čřşŕŕă G^′ śőďěřęĺšś£ ć G, ŕő¡šőňş ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ z ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ ňőęŋő ćżąřăšĳ ¡ńěňěŋš g^′ ∈ G^′, ďń£ łőšőřőčő ćěńĺůĺŋă ℑ(g^′z) ňăłśĺňăńĳŋă. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě T (z) = z + 1 ŋě ĺğňěŋ£ěš ňŋĺňş¿ ůăśšĳ ůĺśńă z, ŕő¡šőňş ďń£ ŋěłőšőřőčő ¡ńěňěŋšă w = T^kg^′z; k ∈ Z, ćżŕőńŋ£ěšś£ ŋěřăćěŋśšćő |ℜ(w)| ≤ 1=2, ă ćěńĺůĺŋă ℑ(w) ŕő-ŕřěęŋěňş ňăłśĺňăńĳŋă. Ć ůăśšŋőśšĺ, ℑ(w) ≥ ℑ ( − 1 w ) = ℑ(w) |w|^2 : Ŕő¡šőňş |w| ≥ 1, ă ğŋăůĺš, w ∈ D.

Ńěňňă 2. Ěśńĺ z | ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă őąńăśšĺ D ĺ gz ∈ D ďń£ g ∈ G, šő g | šőęďěśšćěŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ g(z) = az + b cz + d

. Řăśśňőšřĺň śŋăůăńă śńşůăľ c = 0. Ć ¡šőň śńşůăě ad = 1, š.ě. g(z) = z ± b. Ěśńĺ b ≠ 0, šő ńĺÿĳ ďń£ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ g(z) = z ± 1 őąřăğ ňŋőęěśšćă D ŕěřěśěłăěšś£ ś ňŋőęěśšćőň D. Ŋő ĺţ ŕěřěśěůěŋĺě ŕřĺŋăďńěęĺš ňŋőęěśšćş |ℜ(z)| = 1=2, łőšőřőě ŋě śőďěřęĺš ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł ňŋőęěśšćă D.

Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő c ≠ 0. Šőčďă

g(z) = a c − 1 c(cz + d) ;

ŕő¡šőňş_| |g(z) − a c | | · | | |z + d c | | | = 1 c^2

: (2)

Ůĺśńă a=c ĺ d=c ćěźěśšćěŋŋż, ŕő¡šőňş ňŋĺňżě ůăśšĺ ůĺśěń g(z) − a=c ĺ z + d=c řăćŋż ňŋĺňżň ůăśš£ň ůĺśěń g(z) ĺ z. Ă šăł łăł ňŋĺňă£ ůăśšĳ ń¿ąőľ šőůłĺ őąńăśšĺ D ŋě ňěŋĳÿě √ 3=2, šő ňőďşńĺ ůĺśěń g(z) − a=c ĺ z + d=c šőęě ŋě ňěŋĳÿě √ 3=2. Śńěďőćăšěńĳŋő, |c| ≤ 2= √ 3, ŕřĺůěň c | ŋěŋşńěćőě űěńőě ůĺśńő. Šăłĺň őąřăğőň, c = ±1, ŕő¡šőňş śőőšŋőÿěŋĺě (2) ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě

|g(z) ∓ a| · |z ± d| = 1:

Ŋő ěśńĺ g(z) ∈ D ĺ z | ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă őąńăśšĺ D, šő ďń£ ń¿ążţ űěńżţ ůĺśěń a ĺ d ćżŕőńŋ£¿šś£ ŋěřăćěŋśšćă

|g(z) ∓ a| ≥ 1; |z ± d| > 1: 2 Ĺğ ńěňňż 2, ć ůăśšŋőśšĺ, śńěďşěš, ůšő ďń£ ŋěśőćŕăďă¿źĺţ ¡ńěňěŋšőć g^′_1 ĺ g^′_2 čřşŕŕż G^′ ňŋőęěśšćă g^′_1D ĺ g^′_2D ŋě ĺňě¿š őąźĺţ ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł. Šăłĺň őąřăğőň, D | ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ čřşŕŕż G^′.

Šěŕěřĳ ňőęŋő ąěğ šřşďă ďőłăğăšĳ, ůšő G = G^′. Ć śăňőň ďěńě, ŕşśšĳ g | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż G. Ćőğĳňěň ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ćŋşšřěŋŋ¿¿ šőůłş z őąńăśšĺ D. Šőůłă gz ńěęĺš ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ, ŕő- ¡šőňş śşźěśšćşěš ¡ńěňěŋš g^′ ∈ G^′, ďń£ łőšőřőčő g^′(gz) ∈ D. Ďćĺęěŋĺě g^′g ∈ G ŕěřěćőďĺš ćŋşšřěŋŋ¿¿ šőůłş z őąńăśšĺ D ć ŋěłőšőřş¿ šőůłş őąńăśšĺ D. Ŕő¡šőňş śőčńăśŋő ńěňňě 2 ŕřěőąřăğőćăŋĺě g^′g šőęďěśšćěŋŋő, š.ě. g = (g^′)^{−1} ∈ G^′.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż ğăćěřÿěŋő. 2

Ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ čřşŕŕż P SL(2; Z) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ šřěşčőńĳŋĺł ś şčńăňĺ (0; ı 3 ; ı 3 ). Ŋő ěě şďőąŋěě řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ůěšżřěţ-

şčőńĳŋĺł ABCD ś şčńăňĺ 0; ı 3 ; ı; ı 3 (řĺś. 7.2). Ďěńő ć šőň, ůšő śšőřőŋż ¡šőčő ůěšżřěţşčőńĳŋĺłă řăğąĺćă¿šś£ ŋă ŕăřż; śšőřőŋż łăęďőľ ŕăřż ŕěřěćőď£šś£ ďřşč ć ďřşčă ŋěłőšőřżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ čřşŕŕż P SL(2; Z).

Ğăďăůĺ

1. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ őąńăśšĳ čřşŕŕż P SL(2; Z) ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă ďćă šřěşčőńĳŋĺłă ś şčńăňĺ (0; ı 2 ; ı 3 ).

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőďčřşŕŕă śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ ć čřşŕŕě, ŕőřőęďěŋŋőľ őšřăęěŋĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă ś şčńăňĺ (0; ı 2 ; ı 3 ), ĺğőňőřťŋă P SL(2; Z).

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő šřěşčőńĳŋĺł ś şčńăňĺ (0; 0; 0) ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă 6 šřěşčőńĳŋĺłőć ś şčńăňĺ (0; ı 2 ; ı 3 ). 3. Ŕşśšĳ D = {z ∈ C | |z| ≥ 1; |ℜ(z)| ≤ 1}.

ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ďćĺęěŋĺ£ z → z + 2 ĺ z → −1=z ŕěřěćőď£š őďŋş ĺğ śšőřőŋ őąńăśšĺ D ć ďřşčş¿.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő D | ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ čřşŕŕż, ŕőřőęďěŋŋőľ ďćĺęěŋĺ£ňĺ z → z + 2 ĺ z → −1=z.

4. Ŕşśšĳ D = {z ∈ C | | |z + 1 2 | | ≥ 1 2 ; | |z − 1 2 | | ≥ 1 2 ; |ℜz| ≤ 1}. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő D | ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ čřşŕŕż G, ŕőřőęďěŋŋőľ ďćĺęěŋĺ£ňĺ z → z + 2 ĺ z → z 2z + 1 . ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡ńěňěŋšăň şłăğăŋŋőľ čřşŕŕż G śőőšćěšśšćş¿š ć SL(2; Z) ć šőůŋőśšĺ šě ňăšřĺűż, ďń£ łőšőřżţ ( a b c d ) ≡ ( 1 0 0 1 ) (mod 2)

8. Šěőřĺ£ Ŕşăŋłăřě ő ťşŋďăňěŋšăńĳŋőň ňŋőčőşčőńĳŋĺłě

Řăśśňőšřěŋŋżě ŋăňĺ ŕřĺňěřż ğăňőźěŋŋőľ śťěřż, ŕńőśłőśšĺ ĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő šřěşčőńĳŋĺłăňĺ ŕőłăğżćă¿š, ůšő ŋăĺąőńěě śńőęŋş¿ śšřşłšşřş ĺňě¿š ğăňőźěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Šěň ŋě ňěŋěě, ňőęŋő őŕĺśăšĳ ćśě ćżŕşłńżě ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, łőšőřżě śńşęăš ťşŋďăňěŋšăńĳŋżňĺ őąńăśš£ňĺ čřşŕŕ, śőśšő- £źĺţ ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ć őšńĺůĺě őš ğăňőźěŋĺľ šřěşčőńĳŋĺłăňĺ řěůĳ šěŕěřĳ ąşďěš ĺďšĺ šőńĳłő ő śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺ£ţ. Ŋő ¡šő ŋě ňěÿăěš őďŋőćřěňěŋŋő ŕőńşůăšĳ řěğşńĳšăšż ő ğăňőźěŋĺ£ţ šřěşčőńĳŋĺłăňĺ. Ďěńő ć šőň, ůšő ěśńĺ śłńěĺšĳ šřěşčőńĳŋĺłĺ T ĺ sT , čďě s | śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő őďŋőľ ĺğ śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłă T , šő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ D čřşŕŕż, śőśšő£źěľ ńĺÿĳ ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ. Ă ĺğ ğăňőźěŋĺ£ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő őąřăğăňĺ ťĺčşřż D ńěčłő ŕőńşůĺšĳ ğăňőźěŋĺě őąřăğăňĺ šřěşčőńĳŋĺłă T .

Ŕşśšĳ M | ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, ŕřĺůěň ŋěłőšőřżě ěčő ćěřÿĺŋż ĺ śšőřőŋż ňőčşš ążšĳ ąěśłőŋěůŋő şďăńěŋŋżňĺ. Ő šăłĺţ ćěřÿĺŋăţ ĺ śšőřőŋăţ ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő őŋĺ ńěęăš ŋă ăąśőń¿šě. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő M | ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ ŋěłőšőřőľ čřşŕŕż G, śőśšő£źěľ ńĺÿĳ ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ. Ďń£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ M ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ ćĺďă gM(g ∈ G), ŕěřěśěůěŋĺ£ łőšőřżţ ś M ŋěŕşśšżě; šăłĺţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć łőŋěůŋőě ůĺśńő. Ŕěřěśěůěŋĺě ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć M ĺ gM ŋě ĺňěěš ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł, ŕő¡šőňş őŋő £ćń£ěšś£ ńĺąő šőůłőľ, ńĺąő őšřěğłőň. Ćśě őšřěğłĺ ćĺďă M ∩gM ŋăğőćěň śšőřőŋăňĺ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ M, ă ćśě šőůłĺ šřőľŋżţ ŕěřěśěůěŋĺľ M ∩ gM ∩ hM ŋăğőćěň ćěřÿĺŋăňĺ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ. Łőŋűăňĺ łăęďőľ śšőřőŋż ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ £ćń£¿šś£ ćěřÿĺŋż ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ. Őšňěšĺň, ůšő ćěřÿĺŋă ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ M ŋě őą£ğăŋă ążšĳ ćěřÿĺŋőľ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M (řĺś. 8.1).

Ł łăęďőľ śšőřőŋě a ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ M ŕřĺłńěĺćăěšś£ ŋěłőšőřżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł g(M), ŕő¡šőňş a = g(b), čďě b | ŋěłőšőřă£ śšőřőŋă ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ M. §śŋő, ůšő ł śšőřőŋě b ŕřĺłńěĺćăěšś£ śšőřőŋă g^{−1}(a) ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ g^{−1}(M). Ŕő¡šőňş śšőřőŋż ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ M řăğąĺćă¿šś£ ŋă ŕăřż śšőřőŋ, ŕěřěćőď£źĺţś£ ďřşč ć ďřşčă ďćĺęěŋĺ£ňĺ g ∈ G. Śőőšćěšśšćş¿źĺě ďćĺęěŋĺ£ g ŋăğżćă¿š ďćĺęěŋĺ£ňĺ, śŕăřĺćă¿źĺňĺ śšőřőŋż.

Śńşůăľ a = g(a) ŋě ĺśłń¿ůěŋ. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě g ≠ id ŕěřěćőďĺš őšřěğőł ć śěą£ ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă g | śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő śěřěďĺŋż őšřěğłă. Ŕő¡šőňş őš śĺšşăűĺĺ, łőčďă a = g(a), ňőęŋő ĺğąăćĺšĳś£, ďőąăćĺć ł ůĺśńş ćěřÿĺŋ śěřěďĺŋş őšřěğłă a. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő ćěřÿĺŋż šăłőčő šĺŕă ďőąăćń£¿šś£ ńĺÿĳ ďń£ šőčő, ůšőąż śšőřőŋż ć ŕăřăţ ążńĺ řăğńĺůŋż. Ěśńĺ ¡šĺ ćěřÿĺŋż ŋě ďőąăćń£šĳ, šő ŋĺłăłĺţ ďřşčĺţ őśńőęŋěŋĺľ ŋě ćőğŋĺłăěš.

Łăęďőě ďćĺęěŋĺě g, śŕăřĺćă¿źěě śšőřőŋż, ŕěřěćőďĺš ŕăřş ćěřÿĺŋ A_1; A_2 ć ďřşčş¿ ŕăřş ćěřÿĺŋ g(A_1); g(A_2). Śőěďĺŋĺň ćěřÿĺŋż A_i ĺ g(A_i) őřĺěŋšĺřőćăŋŋżň řěąřőň; ďćĺęěŋĺ¿ g^{−1} śőőšćěšśšćşěš šő ęě śăňőě řěąřő, ŋő ś ďřşčőľ őřĺěŋšăűĺěľ. Ŕřőćěďěň šăłĺě řěąřă ďń£ ćśěţ śŕăřĺćă¿źĺţ ďćĺęěŋĺľ. Ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺň ŋěłőšőřżľ čřăť. Łăęďőľ ćěřÿĺŋě śőőšćěšśšćş¿š řőćŋő ďćă śŕăřĺćă¿źĺţ ďćĺęěŋĺ£, ŕő¡šőňş ĺğ łăęďőľ ćěřÿĺŋż čřăťă ćżţőď£š řőćŋő ďćă řěąřă. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńşůěŋŋżľ čřăť śőśšőĺš ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ űĺłńőć. Ćěřÿĺŋż, ćţőď£źĺě ć őďĺŋ űĺłń, ŋăğőćěň ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ.

Řăśśňőšřĺň űĺłń A_1 : : : A_n. Ěčő řěąřă ňőęŋő őřĺěŋšĺřőćăšĳ šăł, ůšő g_i(A_i) = A_{i+1}. Ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ šőůłĺ A_1; : : : ; A_n ŋě ńěęăš ŋă ăąśőń¿šě, šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě g = g_ng_{n−1} : : : g_1 £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň ś űěŋšřőň A_1 ŋă şčőń ¸_1 + · · · + ¸_n, čďě ¸_i | şčőń ŕřĺ ćěřÿĺŋě A_i. §śŋő, ůšő

g(A_1) = g_ng_{n−1} : : : g_2(A_2) = · · · = A_1:

Ŕşśšĳ a | šă śšőřőŋă ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĺ, łőšőřş¿ ďćĺęěŋĺě g_1 ŕěřěćőďĺš ć ďřşčş¿ śšőřőŋş. Śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě

f = R^{α1}_{A1} g_n : : : R^{α3}_{A3} g_2R^{α2}_{A2} g_1

ŕěřěćőďĺš ć śěą£ šőůłş A_1 ĺ ŕř£ňş¿ a, ŕő¡šőňş f = id. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ďń£ ń¿ąőčő śőąśšćěŋŋőčő ďćĺęěŋĺ£ h śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő

hR^α_A = R^{εα}_{h(A)}h; (3)

čďě " = 1 ďń£ śőąśšćěŋŋőčő ďćĺęěŋĺ£ h ĺ " = −1 ďń£ ŋěśőąśšćěŋŋőčő ďćĺęěŋĺ£ h. Ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ¡šĺň řăćěŋśšćőň (ďń£ śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ), ŕőńşůĺň

f = R^{α1}_{A1} g_n : : : R^{α3}_{A3} g_2g_1R^{α2}_{A1} = · · · = gR^{α1+···+αn}_{A1} :

Śńěďőćăšěńĳŋő, g = R^{−(α1+···+αn)} A1 Ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ g_n(M); g_ng_{n−1}(M); : : : ; g_ng_{n−1} : : : g_1(M) ĺňě¿š őąźş¿ ćěřÿĺŋş A_1, ŕřĺůěň ĺţ şčńż ŕřĺ ¡šőľ ćěřÿĺŋě řăćŋż ¸_n; ¸_{n−1}; : : : ; ¸_1 śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕřĺňěŋĺň ł ¡šĺň ňŋőčőşčőńĳŋĺłăň śšěŕěŋĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ g = g_ng_{n−1} : : : g_1. Ŋěőąţőďĺňżň ĺ ďőśšăšőůŋżň şśńőćĺěň šőčő, ůšő ć řěğşńĳšăšě ŕőńşůĺšś£ ğăňőźěŋĺě őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ A, £ćń£ěšś£ řăćěŋśšćő ¸_1 + · · · + ¸_n = 2ı=k; k ∈ N.

Ňż ŕőńşůĺńĺ ŋěłőšőřżě ŋěőąţőďĺňżě şśńőćĺ£ šőčő, ůšő ćżŕşłńżľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł ŋă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő £ćń£ěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ őąńăśšĳ¿. Őłăğżćăěšś£, ůšő ¡šĺ şśńőćĺ£ ŋě šőńĳłő ŋěőąţőďĺňż, ŋő ĺ ďőśšăšőůŋż.

Šěőřěňă (Ŕşăŋłăřě). Ŕşśšĳ ćżŕşłńżľ čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ ňŋőčőşčőńĳŋĺł M őąńăďăěš śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ:

(1) śšőřőŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ŋě ńěęăźĺě ŋă ăąśőń¿šě^1, řăğąĺšż ŋă ŕăřż {a; b}, ŕřĺůěň ďń£ łăęďőľ šăłőľ ŕăřż śšőřőŋ śşźěśšćşěš śŕăřĺćă¿źěě ĺţ śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě g, š.ě. b = g(a) = M ∩ g(M);

(2) śşňňă şčńőć ŕřĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ćěřÿĺŋăţ, ŋě ńěęăźĺţ ŋă ăąśőń¿šě, łřăšŋă 2ı.

Šőčďă M | ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ őąńăśšĳ čřşŕŕż G, ŕőřőęďěŋŋőľ ďćĺęěŋĺ£ňĺ, śŕăřĺćă¿źĺňĺ śšőřőŋż.

1Ĺňě¿šś£ ć ćĺďş ŋě šě śšőřőŋż, łőšőřżě őďŋĺň ĺńĺ ďćşň£ łőŋűăňĺ ćżţőď£š ŋă ăąśőń¿š, ă ńĺÿĳ šě śšőřőŋż, łőšőřżě űěńĺłőň ńěęăš ŋă ăąśőń¿šě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřěęďě ćśěčő ďőłăęěň, ůšő ěśńĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłĺ h_1M ĺ h_2M (h_1; h_2 ∈ G) ĺňě¿š őąźş¿ ćŋşšřěŋŋ¿¿ šőůłş, šő h_1 = h_2. Ŕřĺňěŋĺň ł őąőĺň ňŋőčőşčőńĳŋĺłăň ŕřěőąřăğőćăŋĺě h^{−1}_1 . Ŕőśńě ¡šőčő ňőęŋő ąşďěš śůĺšăšĳ, ůšő h_1 = id. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě g = h_2 ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ, śŕăřĺćă¿źĺţ śšőřőŋż: g = g_kg_{k−1} : : : g_1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő g ≠ id. ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő ćżąřăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě g ś ŋăĺňěŋĳÿěľ ďńĺŋőľ řăğńőęěŋĺ£ k. Ŕşśšĳ A | őąźă£ ćŋşšřěŋŋ££ šőůłă ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć M ĺ g(M). Řăğńőęěŋĺ¿ g = g_k : : : g_1 ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ğăňłŋşšş¿ ńőňăŋş¿ A_1 : : : A_k, čďě A_1 = A; A_{s+1} = g_s(A_s) ŕřĺ s ≥ 1. Šőůłĺ A_s ĺ A_{s+1} ŋě ňőčşš śőćŕăďăšĳ, ŕőšőňş ůšő őŋĺ £ćń£¿šś£ ćŋşšřěŋŋĺňĺ šőůłăňĺ ďćşţ ćżŕşłńżţ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć, ĺňě- ¿źĺţ őąźş¿ śšőřőŋş. Ĺğ ňĺŋĺňăńĳŋőśšĺ ďńĺŋż řăğńőęěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő ńőňăŋă£ A_1 : : : A_n ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źă£ś£.

Ć šőň śńşůăě, łőčďă ńőňăŋă£ A_1 : : : A_k ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ őąţőď ćőłřşč őďŋőľ ĺğ ćěřÿĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M, ŕřěőąřăğőćăŋĺě g ŕő şśńőćĺ¿ £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň ŋă şčőń 2ı ćőłřşč ¡šőľ ćěřÿĺŋż, ŕő¡šőňş g = id. Ŕřěďŕőńőęĺň šěŕěřĳ, ůšő ńőňăŋă£ ŕőńşůăěšś£ ć řěğşńĳšăšě őąžěďĺŋěŋĺ£ ďćşţ ńőňăŋżţ, ŕřĺůěň ĺţ őąźĺě śšőřőŋż ŕřőţőď£šś£ ć řăğŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ (řĺś. 8.2). Ĺğ řăćěŋśšć ¸˛‚ = 1, ˛_1¸_1 = 1 ĺ ˛_1 = ˛^{−1} śńěďşěš, ůšő ¸¸_1‚ = 1. Ŕő¡šőňş ďń£ ğăňłŋşšőľ ńőňăŋőľ, ŕőńşůěŋŋőľ ć řěğşńĳšăšě őąžěďĺŋěŋĺ£ ŋěśłőńĳłĺţ őąţőďőć ćőłřşč ćěřÿĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć, šőęě ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő g = id. §śŋő šăłęě, ůšő ń¿ąş¿ ğăňłŋşšş¿ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źş¿ś£ ńőňăŋş¿, śőőšćěšśšćş¿źş¿ řăğńőęěŋĺ¿ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ g, ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ šřěąşěňżň őąřăğőň, ŕő¡šőňş g = id.

Őśšăěšś£ ďőłăğăšĳ, ůšő őąřăğż ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ğăŕőńŋ£¿š ćś¿ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő. Ćěřÿĺŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć gM(g ∈ G) őąřăğş¿š śůěšŋőě ňŋőęěśšćő, ŕő¡šőňş ćŋşšřĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ňőęŋő ćżąřăšĳ šőůłş A šăł, ůšő őšřěğőł XA ŋě śőďěřęĺš ŋĺ őďŋőľ ĺğ ćěřÿĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć gM. Ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ, ůšő őšřěğőł XA ŕěřěśěłăěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć gM.

Řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ďćşň£ śšőřőŋăňĺ ćżŕşłńőčő ňŋőčőşčőńĳŋĺłă řăćŋő ŋşń¿ ńĺÿĳ ć šőň śńşůăě, łőčďă ¡šĺ śšőřőŋż śőśěďŋĺě. Ŕő¡šőňş řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ń¿ążňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ ŋěśőśěďŋĺţ śšőřőŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M ąőńĳÿě ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă. Śńěďőćăšěńĳŋő, ŋă őšřěğłě XA řăśŕőńőęěŋő ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő őšřěğłőć, śőěďĺŋ£¿źĺţ ŋěśőśěďŋĺě śšőřőŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć gM. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő őšřěğőł śš£čĺćăěš ćěřÿĺŋş ňŋőčőşčőńĳŋĺłă, ěśńĺ ěčő łőŋűż řăśŕőńőęěŋż ŋă śšőřőŋăţ, ćżţőď£źĺţ ĺğ ¡šőľ ćěřÿĺŋż. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŕăřă śőśěďŋĺţ őšřěğłőć śš£čĺćăěš ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżě ćěřÿĺŋż ňŋőčőşčőńĳŋĺłőć g_1M ĺ g_2M (řĺś. 8.3). Šőčďă ć ňŋőčőşčőńĳŋĺłě g_1M^⋃ g_2M őšřěğőł, śőśšăćńěŋŋżľ ĺğ ďćşţ řăśśňăšřĺćăěňżţ őšřěğłőć, ŋě ňőęěš śš£čĺćăšĳ ćěřÿĺŋş (ć őďŋş ĺ šş ęě šőůłş ŕőŕăďă¿š ńĺÿĳ ¡łćĺćăńěŋšŋżě ćěřÿĺŋż), ŕő¡šőňş őŋ śőěďĺŋ£ěš šőůłĺ ďćşţ ŋěśőśěďŋĺţ śšőřőŋ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďńĺŋă ŕőńşůěŋŋőčő őšřěğłă ąőńĳÿě ŋěłőšőřőčő ťĺłśĺřőćăŋŋőčő ŕőńőęĺšěńĳŋőčő ůĺśńă. Šăłĺň őąřăğőň, ĺśłń¿ůĺć ĺğ řăśśňőšřěŋĺ£ łőŋěůŋőě ůĺśńő őšřěğłőć, ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ćśě őšřěğłĺ śš£čĺćă¿š ćěřÿĺŋż őďŋőčő ĺ šőčő ęě łńăśśă ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋă őšřěğłě XA řăśŕőńőęěŋő ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő šăłĺţ őšřěğłőć. Ć šőň śńşůăě, łőčďă śš£čĺćăěňă£ ĺňĺ ćěřÿĺŋă ŋě ńěęĺš ŋă ăąśőń¿šě, ŕř£ňă£ XA ďőńęŋă śŕĺřăńěőąřăğŋő őąćĺćăšĳś£ ćőłřşč ¡šőľ ćěřÿĺŋż (řĺś. 8.4), ůěčő ŋě ňőęěš ążšĳ.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ śńşůăľ, łőčďă ćěřÿĺŋă A_1 śš£čĺćăěňă£ ąěśłőŋěůŋżň łőńĺůěśšćőň őšřěğłőć, ńěęĺš ŋă ăąśőń¿šě. Ćěřÿĺŋě A_1 śőőšćěšśšćşěš űĺłń A_1 : : : A_n. Ŕşśšĳ g_1; : : : ; g_n | śőőšćěšśšćş¿źĺě ¡šőňş űĺłńş ďćĺęěŋĺ£, śŕăřĺćă¿źĺě śšőřőŋż. Šőčďă ŕřěőąřăğőćăŋĺě g = g_ng_{n−1} : : : g_1 £ćń£ěšś£ ŕăřăąőńĺůěśłĺň śőąśšćěŋŋżň ďćĺęěŋĺěň ś ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłőľ A_1. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ŋşęŋő ćňěśšő řăćěŋśšćă (3) ŕřĺňěŋĺšĳ řăćěŋśšćő

hP_A = P_{h(A)}h;

čďě P_A ĺ P_{h(A)} | ŋěłőšőřżě ŕăřăąőńĺůěśłĺě ďćĺęěŋĺ£ ś ŋěŕőďćĺęŋżňĺ šőůłăňĺ A ĺ h(A) śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ćőśŕőńĳğşěňś£ ňőďěńĳ¿ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ. Ąşďěň ŕřĺ ¡šőň śůĺšăšĳ, ůšő A_1 = ∞. Ć šăłőň śńşůăě ŕřěőąřăğőćăŋĺě g ĺňěěš ćĺď g(z) = z + h. Ŕő¡šőňş ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ A_1 ğăňőźěŋĺě őąřăğăňĺ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M śőśšőĺš ĺğ ćěřšĺłăńĳŋżţ ŕőńőś ÿĺřĺŋőľ h, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ śőśšőĺš ĺğ n ŕőńőś, śőőšćěšśšćş¿źĺţ őąřăğăň ňŋőčőşčőńĳŋĺłă M. §śŋő, ůšő ń¿ąă£ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ ŕř£ňă£ XA ňőęěš ŕěřěśěłăšĳ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŕőńőś ÿĺřĺŋőľ h (řĺś. 8.5). Śńěďőćăšěńĳŋő, őšřěğőł XA ŕěřěśěłăěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő őąřăğőć ňŋőčőşčőńĳŋĺłă

M. 2

Ĺğ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Ŕşăŋłăřě ćĺďŋő, ůšő ćśě śőőšŋőÿěŋĺ£ ňěęďş śŕăřĺćă¿źĺňĺ ďćĺęěŋĺ£ňĺ śńěďş¿š ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ, ćőğŋĺłă¿- źĺţ ŕřĺ őąţőďě ćőłřşč ćěřÿĺŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺłă. Ŕřĺ ¡šőň śőőšŋőÿěŋĺ£, ćőğŋĺłă¿źĺě ŕřĺ őąţőďě ćőłřşč ćěřÿĺŋ őďŋőčő űĺłńă, ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ğăďăůĺ

1. Ďőłăğăšĳ, ůšő őąřăğż čĺŕěřąőńĺůěśłőčő šřěşčőńĳŋĺłă ś şčńăňĺ ı=p; ı=q; ı=r ŕřĺ śĺňňěšřĺ£ţ őšŋőśĺšěńĳŋő śšőřőŋ ŕőłřżćă¿š ćś¿ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő.

2. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ć čĺŕěřąőńĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ łőňŕőğĺűĺ£ ŕőćőřőšőć ŋă şčńż ¸ ĺ ˛ (ś řăğŋżňĺ űěŋšřăňĺ) £ćń£ěšś£ ŕőćőřőšőň ŋă şčőń ¸ + ˛?

3. Ďőłăğăšĳ, ůšő čřşŕŕă P SL(2; Z) ğăďăěšś£ őąřăğş¿źĺňĺ S ĺ T ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ S^2 = 1, (ST )^3 = 1.

4. Řăśśňőšřĺň ŕřăćĺńĳŋżľ čĺŕěřąőńĺůěśłĺľ ćőśĳňĺşčőńĳŋĺł ś şčńőň ı=4. Ŕşśšĳ śŕăřĺćă¿źĺě ďćĺęěŋĺ£ őšőęďěśšćń£¿š ěčő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě śšőřőŋż. Ďőłăğăšĳ, ůšő ŕőńşůăěňă£ ć řěğşńĳšăšě čřşŕŕă ğăďăěšś£ őąřăğş¿źĺňĺ a; b; c; d ĺ śőőšŋőÿěŋĺěň abcda^{−1}b^{−1}c^{−1}d^{−1} = 1.

5. ă) Şłăğăšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋş¿ őąńăśšĳ ďń£ čřşŕŕż, ğăďăŋŋőľ őąřăğş¿źĺňĺ a; b; c; d ĺ śőőšŋőÿěŋĺěň aba^{−1}b^{−1}cdc^{−1}d^{−1} = 1.

ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šă čřşŕŕă ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě ĺğ ğăďăůĺ 4.

9. Ŕřőśšřăŋśšćő Ńőąăůěćśłőčő

Ćśě řăśśňőšřěŋŋżě ŋăňĺ ňőďěńĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ńěčłő őąőąźă¿šś£ ŋă śńşůăľ n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕřĺůěň ďőłăğăšěńĳśšćă ĺğőňěšřĺůŋőśšĺ ¡šĺţ ňőďěńěľ ŕřőćőď£šś£ ąěğ śşźěśšćěŋŋżţ ĺğňěŋěŋĺľ.

Ďń£ ňőďěńĺ Łńěľŋă ĺ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć n-ňěřŋőň ÿăřě x^2_1+· · ·+x^2_n < 1 řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ A ĺ B ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łăł řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ A ĺ B ć śőőšćěšśšćş¿źěľ ňőďěńĺ čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő ďń£ śěůěŋĺ£ ÿăřă ŕńőśłőśšĳ¿, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ űěŋšř ÿăřă ĺ šőůłĺ A ĺ B.

Ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ŕőńşŕřőśšřăŋśšćě

H^n = {(x_1; : : : ; x_n) ∈ R^n|x_n > 0}

řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ A ĺ B őŕřěďěń£ěšś£ łăł řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ŋĺňĺ ć ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ŕőńşŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłĺ A ĺ B ĺ ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋőľ čřăŋĺűě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćă H^n.

Ďń£ ňőďěńĺ ŋă ŕőńőśšĺ ŕśěćďőśťěřż [x; x] = −c^2, čďě [x; y] = x_1y_1 + · · · + x_ny_n − x_{n+1}y_{n+1} řăśśšő£ŋĺě d ňěęďş šőůłăňĺ x ĺ y ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

ch^2 ( d c ) = [x; y]^2 [x; x][y; y] : Ć ďăńĳŋěľÿěň ňż ąşďěň řăąőšăšĳ šőńĳłő ś ňőďěń£ňĺ Ŕşăŋłăřě. Ć ¡šĺţ ňőďěń£ţ čĺŕěřąőńĺůěśłĺňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ £ćń£¿šś£ ůăśšĺ śťěř, őřšőčőŋăńĳŋżţ ăąśőń¿šş (ěćłńĺďőćż ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ňż ŕřĺ ¡šőň řăśśňăšřĺćăěň łăł śťěřż ąěśłőŋěůŋőčő řăďĺşśă). Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă řăğňěřŋőśšĺ n − 1 ć ŕřőśšřăŋśšćě řăğňěřŋőśšĺ n ąşďěň ŋăğżćăšĳ čĺŕěřŕńőśłőśš£ňĺ. Ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ śĺňňěšřĺ¿ őšŋőśĺšěńĳŋő čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě Ńőąăůěćśłőčő, ďőśšăšőůŋő őŕřěďěńĺšĳ śĺňňěšřĺ¿ őšŋőśĺšěńĳŋő śťěřż S^{n−1} ć R^n . Ŋăğőćěň šőůłĺ A ĺ B śĺňňěšřĺůŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śťěřż S^{n−1} ć R^n, ěśńĺ ń¿ąă£ śťěřă řăğňěřŋőśšĺ n − 1, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ šőůłĺ A ĺ B, őřšőčőŋăńĳŋă śťěřě S^{n−1}. Śĺňňěšřĺ£ őšŋőśĺšěńĳŋő śťěřż śőćŕăďăěš ś ĺŋćěřśĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ śťěřż. Ĺŋćěřśĺ£ śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě, ŕő¡šőňş śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő čĺŕěřŕńőśłőśšěľ £ćń£¿šś£ ďćĺęěŋĺ£ňĺ ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő.

Šěőřěňă 9.1. Ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě n-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŋě ąőńěě n + 1 śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő čĺŕěřŕńőśłőśšěľ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ăŋăńőčĺůŋş¿ šěőřěňş ňż şęě ďőłăğżćăńĺ ďń£ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ŕő¡šőňş őśšăŋőćĺňś£ ńĺÿĳ ŋă šőľ ůăśšĺ ďőłăğăšěńĳśšćă, łőšőřă£ ŋě ŕěřěŋőśĺšś£ ăćšőňăšĺůěśłĺ. Ă ĺňěŋŋő, ŕőłăęěň, ůšő ěśńĺ ďćĺęěŋĺě ĺňěěš n + 1 ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş, ŕřĺůěň ¡šĺ šőůłĺ ŋě ńěęăš ć őďŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, šő ďćĺęěŋĺě šőęďěśšćěŋŋő. Ŕşśšĳ A_1; : : : ; A_{n+1} | ďăŋŋżě ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ. §śŋő, ůšő šőůłĺ A_1; : : : ; A_m ŋě ňőčşš ńěęăšĳ ć őďŋőň (m − 2)-ňěřŋőň ŕőďŕřőśšřăŋśšćě. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ŋěśőćŕăďă¿źĺţ ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł X ĺ Y śšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă ćńěůěš, ůšő ćśě šőůłĺ ŕř£ňőľ XY ŋěŕőďćĺęŋż. Ć ůăśšŋőśšĺ, ćśě šőůłĺ ŕř£ňőľ A_1A_2 ŋěŕőďćĺęŋż. Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ X | ŕřőĺğćőńĳŋă£ šőůłă ŕř£ňőľ A_1A_2, šő ćśě šőůłĺ ŕř£ňőľ A_3X ŋěŕőďćĺęŋż. İšő őğŋăůăěš, ůšő ćśě šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ A_1A_2A_3 ŋěŕőďćĺęŋż. Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěň, ůšő ćśě šőůłĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă A_1A_2A_3A_4 ŋěŕőďćĺęŋż ĺ š.ď. 2

Šěőřěňă 9.2. Ďćĺęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ śćőĺň őčřăŋĺůěŋĺěň ŋă ăąśőń¿š

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ňőďěńĳ¿ Ŕşăŋłăřě ć ŕőńşŕřőśšřăŋśšćě. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő ćśěţ čĺŕěřŕńőśłőśšěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłş X. Śřěďĺ ĺţ őčřăŋĺůěŋĺľ ŋă ăąśőń¿š ňőęŋő ćżďěńĺšĳ śťěřş ňĺŋĺňăńĳŋőčő řăďĺşśă (űěŋšř ¡šőľ śťěřż śőćŕăďăěš ś őřšőčőŋăńĳŋőľ ŕřőěłűĺěľ šőůłĺ X ŋă ăąśőń¿š). §śŋő šăłęě, ůšő ŕő ćżďěńěŋŋőľ śťěřě šőůłă X őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£. Ďćĺęěŋĺě g ŕěřěćőďĺš řăśśňăšřĺćăěňőě śěňěľśšćő čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ć śěňěľśšćő čĺŕěřŕńőśłőśšěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ šőůłş g(x). Ć śőőšćěšśšćş¿źěň śěňěľśšćě śťěř ŋă ăąśőń¿šě śŋőćă ňőęŋő ćżďěńĺšĳ śťěřş ňĺŋĺňăńĳŋőčő řăďĺşśă, ă ŕő ŋěľ ňőęŋő ćőśśšăŋőćĺšĳ šőůłş g(x). İšő őğŋăůăěš, ůšő šőůłş g(x) ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ, ğŋă£ ńĺÿĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě śěňěľśšćă śťěř ŋă ăąśőń¿šě. Ďń£ ¡šőčő, řăğşňěěšś£, ďőśšăšőůŋő ğŋăšĳ ńĺÿĳ őčřăŋĺůěŋĺě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ g ŋă ăąśőń¿š. 2

Šěőřěňă 9.3. Čřşŕŕă śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ 3-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő ĺğőňőřťŋă P SL(2; C ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śőčńăśŋő šěőřěňăň 9.1 ĺ 9.2 čřşŕŕă ďćĺęěŋĺľ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕńőśłőśšĺ, ŕőřőęďěŋŋőľ śĺňňěšřĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňżţ ĺ őłřşęŋőśšěľ. Ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŕńőśłőśšĳ łăł łőňŕńěłśŋş¿ ŕńőśłőśšĳ C . Śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ćěźěśšćěŋŋőľ őśĺ ĺ ěďĺŋĺůŋőľ őłřşęŋőśšĺ ŕěřěćőď£š z ć —z ĺ −1=—z śőőšćěšśšćěŋŋő. Łőňŕőğĺűĺĺ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďćşţ ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕř£ňżţ, ďćşţ ŕř£ňżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ŋăůăńő łőőřďĺŋăš, ĺ ďćşţ őłřşęŋőśšěľ ś űěŋšřőň ć ŋăůăńě łőőřďĺŋăš ŕěřěćőď£š z ć z + a; e^{iα}z ĺ kz (k > 0) śőőšćěšśšćěŋŋő. Śńěďőćăšěńĳŋő, ń¿ąőě őšőąřăęěŋĺě ćĺďă z → az + b cz + d ; z → a—z + b c—z + d

; čďě ( a b c d ) ∈ GL(2; C );

ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ śĺňňěšřĺľ. §śŋő šăłęě, ůšő ń¿- ąă£ łőňŕőğĺűĺ£ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňżţ ĺ őłřşęŋőśšěľ ĺňěěš šăłőľ ćĺď.

Śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿š ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň z → az + b cz + d : Ă šăł łăł ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżň ňăšřĺűăň śőőšćěšśšćşěš őďŋő ĺ šő ęě ŕřěőąřăğőćăŋĺě, šő čřşŕŕă śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ 3-ňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő ĺğőňőřťŋă SL(2; C )= ± I. 2

Ďń£ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő ŕő ăŋăńőčĺĺ ś ŕńőśłőśšĳ¿ Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ¡ńńĺŕšĺůěśłĺě, ŕăřăąőńĺůěśłĺě ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłĺě ŕşůłĺ ŕńőśłőśšěľ. İšő ŕőğćőńĺš ďőłăğăšĳ śńěďş¿źĺě şšćěřęďěŋĺ£:

1) čřşŕŕă P SL(2; C ) śőďěřęĺš ć łăůěśšćě ŕőďčřşŕŕ čřşŕŕż śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ śťěřż, ŕńőśłőśšĺ ĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő;

2) ć šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ĺğőňěšřĺůěśłĺ ćńőęĺšĳ śťěřş, ŕńőśłőśšĳ ĺ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő.

Ŋăğőćěň ¡ńńĺŕšĺůěśłĺň ŕşůłőň (ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě Ńőąăůěćśłőčő) śěňěľśšćő ŕńőśłőśšěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş; ŋăğőćěň ŕăřăąőńĺůěśłĺň ŕşůłőň śěňěľśšćő ŕńőśłőśšěľ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş ŋă ăąśőń¿šě; ŋăğőćěň čĺŕěřąőńĺůěśłĺň ŕşůłőň śěňěľśšćő ŕńőśłőśšěľ, őřšőčőŋăńĳŋżţ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ.

Šěőřěňă 9.4. Ňŋőęěśšćő ćśěţ łőňŕőğĺűĺľ śĺňňěšřĺľ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕăř ŕńőśłőśšěľ őďŋőčő ŕşůłă £ćń£ěšś£ ŕőďčřşŕŕőľ ć P SL(2; C ). Ďń£ ¡ńńĺŕšĺůěśłőčő, ŕăřăąőńĺůěśłőčő ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕşůłă ¡šă ŕőďčřşŕŕă ĺğőňőřťŋă čřşŕŕě śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ śťěřż, ŕńőśłőśšĺ ĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďń£ ¡ńńĺŕšĺůěśłőčő ŕşůłă řăśśňőšřĺň ňőďěńĳ Ŕşăŋłăřě ć ÿăřě, ŕřĺůěň ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ćśě ŕńőśłőśšĺ ŕşůłă ŕřőţőď£š ůěřěğ űěŋšř ÿăřă. Śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő šăłĺţ ŕńőśłőśšěľ ŕőřőęďă¿š čřşŕŕş ďćĺęěŋĺľ śťěřż, łőŋűěŋšřĺůŋőľ ś ăąśőń¿šőň.

Ďń£ ŕăřăąőńĺůěśłőčő ŕşůłă řăśśňőšřĺň ňőďěńĳ Ŕşăŋłăřě ć ŕőńşŕřőśšřăŋśšćě, ŕřĺůěň ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ćśě ŕńőśłőśšĺ ŕşůłă £ćń£¿šś£ ěćłńĺďőćżňĺ ŕőńşŕńőśłőśš£ňĺ, őřšőčőŋăńĳŋżňĺ ăąśőń¿šş (ćśě šăłĺě ŕńőśłőśšĺ ŕřőţőď£š ůěřěğ šőůłş ∞ ŋă ăąśőń¿šě). Śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő šăłĺţ ŕńőśłőśšěľ ŕěřěćőď£š ć śěą£ łăęďş¿ ěćłńĺďőćş ŕńőśłőśšĳ, ŕăřăńńěńĳŋş¿ ăąśőń¿šş. Őčřăŋĺůěŋĺ£ ¡šĺţ śĺňňěšřĺľ ŋă şłăğăŋŋżě ŕńőśłőśšĺ ŕőřőęďă¿š čřşŕŕş ěćłńĺďőćżţ ďćĺęěŋĺľ ¡šĺţ ŕńőśłőśšěľ.

Ďń£ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕşůłă řăśśňőšřĺň ňőďěńĳ Ŕşăŋłăřě ć ŕőńşŕřőśšřăŋśšćě, ŕřĺůěň ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ćśě ŕńőśłőśšĺ őřšőčőŋăńĳŋż ŋěłőšőřőľ ŕńőśłőśšĺ ˝, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ šőůłş ∞. Ŕşśšĳ l | ŕř£- ňă£, ŕő łőšőřőľ ŕńőśłőśšĳ ˝ ŕěřěśěłăěš ăąśőń¿š. Śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšěľ ďăŋŋőčő ŕşůłă £ćń£¿šś£ ĺŋćěřśĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śťěř, űěŋšřż łőšőřżţ ńěęăš ŋă ŕř£ňőľ l; ¡šĺ ďćĺęěŋĺ£ ŕěřěćőď£š ć śěą£ ń¿ąş¿ ěćłńĺďőćş ŕőńşŕńőśłőśšĳ ˝^′, őčřăŋĺůěŋŋş¿ ŕř£ňőľ l. Őčřăŋĺůěŋĺ£ ¡šĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŋă ˝^′ £ćń£¿šś£ śĺňňěšřĺ£ňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő őłřşęŋőśšěľ, őřšőčőŋăńĳŋżţ ŕř£ňőľ l. İšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕőřőęďă¿š čřşŕŕş ďćĺęěŋĺľ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ćěřţŋěľ ŕőńşŕńőśłőśšĺ. 2

Ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ F ć ŕřőśšřăŋśšćě Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ććěśšĺ ĺŋďşűĺřőćăŋŋş¿ ňěšřĺłş. Ďń£ ¡šőčő ŋşęŋő őŕřěďěńĺšĳ ¡ńěňěŋš ďńĺŋż ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ F (řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłĺňĺ šőůłăňĺ) łăł řăśśšő£ŋĺě ňěęďş śőőšćěšśšćş¿źĺňĺ šőůłăňĺ ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő.

Řăśśňőšřĺň ŕőćěřţŋőśšĳ, śőśšő£źş¿ ĺğ őąřăğőć ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłĺ ŕőď ďěľśšćĺěň śěňěľśšćă śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ŕşůłş ŕńőśłőśšěľ. Šăłş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ ć śńşůăě ¡ńńĺŕšĺůěśłőčő, ŕăřăąőńĺůěśłőčő ĺ čĺŕěřąőńĺůěśłőčő ŕşůłă ŋăğżćă¿š śťěřőľ, őřĺśťěřőľ ĺ čĺŕěřśťěřőľ śőőšćěšśšćěŋŋő. Ć řăśśňőšřěŋŋżţ ŋăňĺ śĺšşăűĺ£ţ śťěřăňĺ ąşďşš ěćłńĺďőćż śťěřż ś űěŋšřőň ć űěŋšřě ňőďěńĺ, őřĺśťěřăňĺ ąşďşš ěćłńĺďőćż ŕńőśłőśšĺ, ŕăřăńńěńĳŋżě ăąśőń¿šş, ă čĺŕěřśťěřăňĺ ąşďşš ěćłńĺďőćż ŕőńşŕńőśłőśšĺ, śőďěřęăźĺě ŕř£ňş¿ l.

Ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ŕőńşŕřőśšřăŋśšćě H^3 = {(x; y; z)|z > 0} ¡ńěňěŋš ďńĺŋż ĺňěěš ćĺď ds=z, čďě ds^2 = dx^2 + dy^2 + dz^2. Ŕő¡šőňş ŋă őřĺśťěřě z = a łćăďřăš ¡ńěňěŋšă ďńĺŋż ĺňěěš ćĺď a^{−2}(dx^2 + dy^2). Šăłĺň őąřăğőň, ć łőőřďĺŋăšăţ (x; y) řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ őřĺśťěřż ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő ěćłńĺďőćş řăśśšő£ŋĺ¿.

Ŋă čĺŕěřśťěřě y = kz łćăďřăš ¡ńěňěŋšă ďńĺŋż ĺňěěš ćĺď

dx^2 + (1 + k^2)dz^2 z^2

= (1 + k^2) du^2 + dv^2 v^2 ; čďě u = x= √ 1 + k^2; v = z. Šăłĺň őąřăğőň, ć łőőřďĺŋăšăţ (u; v) řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ čĺŕěřśťěřż ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋő řăśśšő£ŋĺ¿ ŋă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő.

Ďń£ ňőďěńĺ Ŕşăŋłăřě ć ěďĺŋĺůŋőň ÿăřě ¡ńěňěŋš ďńĺŋż ĺňěěš ćĺď 2ds 1 − R^2

, čďě ds | ěćłńĺďőć ¡ńěňěŋš ďńĺŋż, R | řăśśšő£ŋĺě ďő űěŋšřă ÿăřă. Ŕő¡šőňş řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ čĺŕěřąőńĺůěśłőľ śťěřż x^2 + y^2 + z^2 = R^2 ć 2 1 − R^2 řăğ ąőńĳÿě řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş šőůłăňĺ ěćłńĺďőćőľ śťěřż x^2 + y^2 + z^2 = R^2. Šăłĺň őąřăğőň, řăśśňăšřĺćăěňă£ čĺŕěřąőńĺůěśłă£ śťěřă ĺğőňěšřĺůŋă ěćłńĺďőćőľ śťěřě řăďĺşśă 2R 1 − R^2 . ? ? ?

Ďćĺęěŋĺě šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ś ŕőňőźĳ¿ łćăšěřŋĺőŋőć. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő łćăšěřŋĺőŋăňĺ ŋăğżćă¿š ăńčěąřş ŋăď R ś őąřăğş¿źĺňĺ 1; i; j; k ĺ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ i^2 = j^2 = k^2 = −1; ij = −ji = k; jk = −kj = i; ki = −ik = j; ¡šă ăńčěąřă ăśśőűĺăšĺćŋă. Ŕőńőęĺň

H^3 = {z + tj| z ∈ C ; t > 0}:

Ďěľśšćĺě ňăšřĺűż ‚ = ( a b c d ) ∈ SL(2; C ) ŋă šőůłĺ ăąśőń¿šă C ğă-

ďăěšś£ ťőřňşńőľ ‚z = az + b cz + d

. Šřěąşěšś£ ŕřőďőńęĺšĳ ¡šő ďěľśšćĺě ŋă łćăšěřŋĺőŋż ćĺďă q = z + tj; t > 0. İšő ňőęŋő śďěńăšĳ ďćşň£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ śŕőśőąăňĺ:

‚q = (aq + b)(cq + d)^{−1} = (qc + d)^{−1}(qa + b):

Ŕřěęďě ćśěčő ŕřőćěřĺň, ůšő őąě ťőřňşńż ďěľśšćĺšěńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż, š.ě.

(qc + d)(aq + b) = (qa + b)(cq + d):

Ůĺśńă a; b; c ĺ d ŕőŕăřŋő ŕěřěśšăŋőćőůŋż, ŕő¡šőňş šřěąşěňőě řăćěŋśšćő ¡łćĺćăńěŋšŋő řăćěŋśšćş (ad − bc)q = q(ad − bc). Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő őůěćĺďŋő, šăł łăł ad − bc = 1.

Ŕřőćěřĺň šěŕěřĳ, ůšő ‚q = z^′ + t^′j, čďě t^′ > 0. Şůĺšżćă£, ůšő j(cz + d) = (cz + d)j ĺ ad − bc = 1, ŕőńşůăěň (aq + b)(cq + d) = (az + b)(cz + d) + act^2 + tj, ŕő¡šőňş

‚q =

(aq + b)(cq + d) |cq + d|^2 = (az + b)(cz + d) + act^2 + tj |cq + d|^2 : Őśšăěšś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ‚ £ćń£ěšś£ ďćĺęěŋĺěň ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő. Ďń£ ¡šőčő ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ‚ śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě. §śŋő, ůšő

‚q − ‚q^′ = (aq + b)(cq + d)^{−1} − (q^′c + d)^{−1}(q^′a + b) = (q^′c + d)^{−1}[(q^′c + d)(aq + b) − (q^′a + b)(cq + d)](cq + d)^{−1} = (q^′c + d)^{−1}(q − q^′)(cq + d)^{−1}:

Łřőňě šőčő, q^′c + d = (z^′c + d) + t—cj ĺ cq^′ + d = (cz^′ + d) + tcj. Ŕő¡šőňş |q^′c + d| = |cq^′ + d|, ă ğŋăůĺš,

|‚q − ‚q^′| = |q − q^′| |cq + d||cq^′ + d| : Ś ŕőňőźĳ¿ ¡šőľ ťőřňşńż ńěčłő şąěďĺšĳś£, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ‚ śőţřăŋ£ěš ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě CA CB : DA DB . Ğăďăůĺ

1. Ďőłăğăšĳ, ůšő ěśńĺ ďćĺęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő őśšăćń£ěš ŋěŕőďćĺęŋżňĺ ćśě šőůłĺ ŋěłőšőřőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, šő ¡šő ďćĺęěŋĺě ńĺąő šőęďěśšćěŋŋő, ńĺąő £ćń£ěšś£ śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĺ.

2. Ďőłăğăšĳ, ůšő őčřăŋĺůěŋĺě ďćĺęěŋĺ£ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő ŋă ăąśőń¿š ĺňěěš őďŋş ĺńĺ ďćě ŋěŕőďćĺęŋżě šőůłĺ.

3. Ŕşśšĳ A; B; C; D | ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋżě šőůłĺ ăąśőń¿šă ďń£ šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă Ńőąăůěćśłőčő. Ďőłăğăšĳ, ůšő śşźěśšćşěš ďćĺęěŋĺě, ŕěřěśšăćń£¿źěě łăł šőůłĺ A ĺ B, šăł ĺ šőůłĺ C ĺ D.

4. Řăśśňőšřĺň šěšřă¡ďř ś ćěřÿĺŋăňĺ ŋă ăąśőń¿šě. ă) Ďőłăğăšĳ, ůšő ěčő ŕřőšĺćőŕőńőęŋżě ďćşčřăŋŋżě şčńż řăćŋż. ą) Ďőłăğăšĳ, ůšő śşňňă ěčő ďćşčřăŋŋżţ şčńőć ŕřĺ ń¿ąőľ ćěřÿĺŋě řăćŋă ı.

5. Ŕřăćĺńĳŋżľ ňŋőčőčřăŋŋĺł ś ćěřÿĺŋăňĺ ŋă ăąśőń¿šě śőőšćěšśšćşěš ć ňőďěńĺ Łńěľŋă ŋěłőšőřőňş čĺŕěřąőńĺůěśłőňş ňŋőčőčřăŋŋĺłş. Ŋăľšĺ ćěńĺůĺŋş ďćşčřăŋŋőčő şčńă ¡šőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ďń£ łăęďőčő šĺŕă ŕřăćĺńĳŋőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă: ă) šěšřă¡ďřă; ą) łşąă; ć) őłšă¡ďřă; č) ĺłőśă¡ďřă; ď) ďőďěłă¡ďřă.

6. Ćőğĳňěň ć n-ňěřŋőň čĺŕěřąőńĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě šőůłĺ z_1; : : : ; z_{n+2} ĺ řăśśňőšřĺň ňăšřĺűş A = (a_{ij}); a_{ij} = ch(d_{ij} ), čďě d_{ij} | řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ z_i ĺ z_j. Ďőłăğăšĳ, ůšő det A = 0.

7. Ŕşśšĳ R ĺ r | řăďĺşśż ďćşţ (n − 1)-ňěřŋżţ śťěř ć R^n, d | řăśśšő£ŋĺě ňěęďş ĺţ űěŋšřăňĺ. Ďőłăğăšĳ, ůšő ćěńĺůĺŋă | | | R^2 + r^2 − d^2 2Rr | | | śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ĺŋćěřśĺ£ţ.

Ďőŕőńŋěŋĺě^1. Ůšő šăłőě őřĺěŋšăűĺ£?

Ć ńěłűĺ£ţ 2 ĺ 5 ňż ŕőğŋăłőňĺńĺśĳ ś ďćşň£ šĺŕăňĺ ďćĺęěŋĺľ śťěřż (ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő): śőąśšćěŋŋżňĺ ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżňĺ. Śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£ ňż őŕřěďěń£ńĺ łăł šě, łőšőřżě śőţřăŋ£¿š őřĺěŋšăűĺ¿, š.ě. śćěńĺ ł ďřşčőňş ŕőŋ£šĺ¿. Ĺğćěśšŋő, ůšő śşźěśšćşěš řőćŋő ďćě őřĺěŋšăűĺĺ ŕńőśłőśšĺ, śťěřż ĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, ă šăłęě ŕřőśšřăŋśšć ń¿ąőľ řăğňěřŋőśšĺ łăęďőčő ĺğ şłăğăŋŋżţ šĺŕőć. Őďŋăłő ęě ŕřőěłšĺćŋă£ ŕńőśłőśšĳ ĺňěěš ćśěčő őďŋş őřĺěŋšăűĺ¿, š.ě. ćśě ěě ďćĺęěŋĺ£ £ćń£¿šś£ śőąśšćěŋŋżňĺ. Ă łăł őąśšőĺš ďěńő ś ŕřőěłšĺćŋőľ ŕř£ňőľ ĺńĺ šřěţňěřŋżň ŕřőěłšĺćŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň? Ă ňőęŋő ńĺ ŕřěďśšăćĺšĳ śěąě čěőňěšřĺ¿, ĺňě¿źş¿ ąőńěě ďćşţ őřĺěŋšăűĺľ? Ć łăłőň-šő śňżśńě ŕěřěťőřňşńĺřőćłőľ ŕőśńěďŋěčő ćőŕřőśă £ćń£ěšś£ ğŋăňěŋĺšżľ łńăśśĺůěśłĺľ ćőŕřőś, ŕőůěňş ğěřłăńő ňěŋ£ěš ňěśšăňĺ ŕřăćő ĺ ńěćő ĺ ŋě ňěŋ£ěš ćěřţ ĺ ŋĺğ. Ůšőąż řăğőąřăšĳś£ ś ¡šĺňĺ ćőŕřőśăňĺ ŋěőąţőďĺňő śšřőčő őŕřěďěńĺšĳ ŕőŋ£šĺě őřĺěŋšăűĺĺ (ĺńĺ śőąśšćěŋŋőčő ĺ ŋěśőąśšćěŋŋőčő ďćĺęěŋĺ£).

1Ŋăŕĺśăŋő Ć.Ő.Ąşčăěŋłő

Ňż ŕőśšăřăěňś£ ğďěśĳ ĺğńőęĺšĳ ŋěśłőńĳłő ŕőďţőďőć ł őŕřěďěńěŋĺ¿ ¡šĺţ ŕőŋ£šĺľ. Ňż łăł ąż ŕőśňőšřĺň ŋă ŋĺţ ś řăğŋżţ śšőřőŋ. Łăęďżľ ĺğ ¡šĺţ ŕőďţőďőć ňż ŋě ąşďěň ďőćőďĺšĳ ďő łőŋűă, őčřăŋĺůĺćÿĺśĳ ńĺÿĳ ŋăňěłőň, ĺ őśšăćĺć ŕő ŕşšĺ śěřĺ¿ ğăďăů ďń£ śăňőśšő£šěńĳŋőčő řěÿěŋĺ£.

Čěőňěšřĺůěśłĺľ ŕőďţőď

İšőš ŕőďţőď ňż ŕřőĺńń¿śšřĺřşěň ŋă ŕřĺňěřě őążůŋőľ ěćłńĺďőćőľ ŕńőśłőśšĺ. Ěčő ŕřěńěśšĳ śőśšőĺš ć šőň, ůšő őŋ śőćěřÿěŋŋő ¡ńěňěŋšăřěŋ, š.ě. ŋě šřěąşěš ŋĺłăłĺţ ğŋăŋĺľ, ćżţőď£źĺţ ğă řăňłĺ ÿłőńĳŋőľ ŕřőčřăňňż. Őďŋăłő ďń£ ěčő ďőćěďěŋĺ£ ďő łőŋűă ŕőšřěąşěšś£ őŕřěďěńěŋŋă£ łřőŕőšńĺćă£ řăąőšă. Ęěńăšěńĳŋő ŕřĺ ¡šőň ĺňěšĳ ń¿ąőćĳ ł čěőňěšřĺĺ, łőšőřă£, ł śőęăńěŋĺ¿, śěľůăś ćśšřěůăěšś£ řěďłő. Ł šőňş ęě, ¡šă łőŋśšřşłűĺ£ šřěąşěš őšďěńĳŋőčő řăśśňőšřěŋĺ£ ďń£ łăęďőčő ćĺďă ŕńőśłőśšĺ; ěśńĺ ňż ğăţőšĺň řăśśňőšřěšĳ śťěřş ĺńĺ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő, ŋăň ŋşęŋő ąşďěš ŋăţőďĺšĳ śćő¿ łőŋśšřşłűĺ¿ ć łăęďőň ĺğ ¡šĺţ śńşůăěć.

Ĺğćěśšŋő, ůšő ěśńĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ ďăŋż ďćě ŕăřż šőůěł A; B ĺ A^′; B^′ šăłĺě, ůšő ďńĺŋż őšřěğłőć AB ĺ A^′B^′ řăćŋż, šő śşźěśšćşěš řőćŋő ďćă ďćĺęěŋĺ£, ŕěřěćőď£źĺţ A ć B, ă A^′ ć B^′. Ťăłšĺůěśłĺ ńĺąő ¡šő, ńĺąő řăćŋőśĺńĳŋőě ěňş şšćěřęďěŋĺě ŕřĺśşšśšćşěš ć ń¿ąőľ ăłśĺőňăšĺłě čěőňěšřĺĺ. Őďŋő ĺğ šăłĺţ řăćŋőśĺńĳŋżţ şšćěřęďěŋĺľ śőśšőĺš ć šőň, ůšő śşźěśšćşěš řőćŋő ďćă šřěşčőńĳŋĺłă, řăćŋżţ ďăŋŋőňş, ďćě ćěřÿĺŋż łőšőřżţ ťĺłśĺřőćăŋż. Łăł śńěďśšćĺě ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ňż ĺňěěň śńěďş¿źěě ŕřěďńőęěŋĺě.

Ŕřěďńőęěŋĺě 1. Ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă, ŕőćőřőšă ĺ, ążšĳ ňőęěš, őśěćőľ śĺňňěšřĺĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ňż ĺňěěň ŋěłőšőřőě ďćĺęěŋĺě ’ ŕńőśłőśšĺ. Ćżąěřěň ŋă ŕńőśłőśšĺ ďćě ŕřőĺğćőńĳŋżě šőůłĺ A ĺ B ĺ řăśśňőšřĺň ĺţ őąřăğż A_φ ĺ B_φ. Ŋěšřşďŋő ŕőśšřőĺšĳ ďćă ďćĺęěŋĺ£ şłăğăŋŋőčő ćĺďă, ŕěřěćőď£źĺě A ć A_φ, ă B ć B_φ. Őďŋő ĺğ ŋĺţ ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ŋă ćěłšőř −−→ AA_φ ĺ ŋěłőšőřőčő (őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋŋőčő) ŕőćőřőšă ćőłřşč šőůłĺ A_φ. Ďřşčĺň šăłĺň ďćĺęěŋĺěň ąşďěš łőňŕőğĺűĺ£ ŕěřćőčő ĺ őśěćőľ śĺňňěšřĺĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕř£ňőľ A_φB_φ.

Ŋăğőćěň šěŕěřĳ ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ śőąśšćěŋŋżň, ěśńĺ ěčő ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ĺ ŕőćőřőšă (ąěğ őśěćőľ śĺňňěšřĺĺ!) ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżň ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Łăł ćĺďĺšě, şďăńőśĳ őŕřěďěńĺšĳ ŕőŋ£šĺ£ śőąśšćěŋŋőčő ĺ ŋěśőąśšćěŋŋőčő ďćĺęěŋĺľ ąěğ ĺśŕőńĳğőćăŋĺ£ ŕőŋ£šĺ£ őřĺěŋšăűĺĺ! Ŕřăćďă, šěŕěřĳ ňż ďőńęŋż ąşďěň ďőłăğżćăšĳ, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ śőąśšćěŋŋżţ (ďćşţ ŋěśőąśšćěŋŋżţ) ďćĺęěŋĺľ ěśšĳ śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě, ă łőňŕőğĺűĺ£ śőąśšćěŋŋőčő ĺ ŋěśőąśšćěŋŋőčő (ŋěśőąśšćěŋŋőčő ĺ śőąśšćěŋŋőčő) ďćĺęěŋĺľ ěśšĳ ŋěśőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ůšő őŕěřăűĺ£ łőňŕőğĺűĺĺ ďěľśšćşěš ŋă łńăśśăţ śőąśšćěŋŋżţ ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ łăł şňŋőęěŋĺě ŋă łńăśśăţ ćżůěšőć ŕő ňőďşń¿ 2 (łńăśśăţ ůěšŋżţ ĺ ŋěůěšŋżţ ůĺśěń). İšő śńěďşěš, ŋăŕřĺňěř, ĺğ śńěďş¿źĺţ ďćşţ ğăďăů, őśšăćń£ěňżţ ďń£ śăňőśšő£šěńĳŋőčő řěÿěŋĺ£.

Ğăďăůă 1. Őśěćă£ śĺňňěšřĺ£ | ŋěśőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě. Ğăďăůă 2. Łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ őśěćżţ śĺňňěšřĺľ | ďćĺęěŋĺě śőąśšćěŋŋőě.

Ğăďăůă 3. Ďćĺęěŋĺě, őąřăšŋőě ł śőąśšćěŋŋőňş | śőąśšćěŋŋőě. Řěÿĺšĳ ğăďăůĺ 1 ĺ 3 śşźěśšćěŋŋő ŕőňőčăěš šěőřěňă Ÿăń£, ďă¿źă£ ąőńěě ŕřőśšőě őŕĺśăŋĺě śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ ŕńőśłőśšĺ, ůěň şšćěřęďěŋĺě 1.

Šěőřěňă (Ÿăń£). Ń¿ąőě śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ ěśšĳ ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś ĺńĺ ŕőćőřőš.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, łőňŕőğĺűĺ£ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ĺ ŕőćőřőšă ŋă ŋěŋşńěćőľ şčőń ěśšĳ ŕőćőřőš (ś ďřşčĺň űěŋšřőň, ŋő ŋă šőš ęě şčőń).

Şłăğăŋĺě. Ůăśšő ążćăěš ŕőńěğŋő řăśśňőšřěšĳ ňŋőęěśšćő ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł ďćĺęěŋĺ£. Šăł ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż Ÿăń£ ňőęŋő ďőłăğăšĳ śŕěřćă, ůšő łőňŕőğĺűĺ£ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă ĺ ŕőćőřőšă ŋă ŋěŋşńěćőľ şčőń ĺňěěš ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş, ă ğăšěň ŕőłăğăšĳ, ůšő řăśśňăšřĺćăěňőě ďćĺęěŋĺě | ŕőćőřőš ćőłřşč ¡šőľ šőůłĺ. Ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă ğăďăůĺ 1 ĺśśńěďşľšě, łăłĺň ňőęěš ążšĳ ňŋőęěśšćő ŋěŕőďćĺęŋżţ šőůěł śőąśšćěŋŋőčő ďćĺęěŋĺ£.

Ğăňěůăŋĺě. Ŕřěďńőęěŋĺě 1 řăćŋőśĺńĳŋő šěőřěňě ő šőň, ůšő ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ (řăćŋő łăł ĺ śťěřż (šěőřěňă 2.1) ĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő) ŕřěďśšăćĺňő ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ ŋě ąőńěě ůěň šřěţ śĺňňěšřĺľ. Ćőğňőęŋő, łőňş-šő ŕőłăęěšś£ ąőńěě ŕřőśšżň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ¡šş šěőřěňş ćňěśšő ŕřěďńőęěŋĺ£ 1.

Ăŋăńĺšĺůěśłĺľ ŕőďţőď

Ććěďěň śńěďş¿źěě őŕřěďěńěŋĺě. Ďćĺęěŋĺě ’ ŕńőśłőśšĺ (śťěřż, ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, ŕřőśšřăŋśšćă ĺ š.ŕ.) ŋăğőćěň śőąśšćěŋŋżň, ěśńĺ ěčő ňőęŋő őśşźěśšćĺšĳ ŋěŕřěřżćŋżň ďćĺęěŋĺěň, ŋě ćżćőď£źĺň ğă ŕřěďěńż ŕńőśłőśšĺ (śťěřż, ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő, ŕřőśšřăŋśšćă ĺ š.ŕ.). Ąőńěě śšřőčő, ěśńĺ śşźěśšćşěš śěřĺ£ ďćĺęěŋĺľ ’_x ďń£ ćśěţ x ∈ [0; 1] šăłă£, ůšő ’_0 = id (šőęďěśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě), ’_1 = ’ ĺ ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ A őšőąřăęěŋĺě f(x) : x → ’_x(A) ěśšĳ ŋěŕřěřżćŋă£ ŕő x ťşŋłűĺ£.

Ğăďăůĺ 4{6 £ćń£¿šś£ ŕřőśšżňĺ şŕřăęŋěŋĺ£ňĺ ŕő ňăšěňăšĺůěśłőňş ăŋăńĺğş.

Ğăďăůă 4. Ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś ĺ ŕőćőřőš | śőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£.

Ğăďăůă 5. Ďćĺęěŋĺě, őąřăšŋőě ł śőąśšćěŋŋőňş | śőąśšćěŋŋőě. Ğăďăůă 6. Łőňŕőğĺűĺ£ ďćşţ śőąśšćěŋŋżţ ďćĺęěŋĺľ | śőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě.

Ă śńěďş¿źĺě ďćě ğăďăůĺ, ŋěőąţőďĺňżě ďń£ őąőśŋőćăŋĺ£ ŕřĺćěďěŋŋőčő őŕřěďěńěŋĺ£, ćř£ď ńĺ şďăśšś£ řěÿĺšĳ ąěğ ŕřĺćńěůěŋĺ£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋżţ ăńčěąřăĺůěśłĺţ śőőąřăęěŋĺľ.

Ğăďăůă 7. Őśěćă£ śĺňňěšřĺ£ | ŋěśőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě. Ğăďăůă 8. Ń¿ąőě ŋěśőąśšćěŋŋőě ďćĺęěŋĺě ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě łőňŕőğĺűĺĺ śőąśšćěŋŋőčő ďćĺęěŋĺ£ ĺ őśěćőľ śĺňňěšřĺĺ.

Ăńčěąřăĺůěśłĺľ ŕőďţőď

Řăśśňőšřĺň ć ŕńőśłőśšĺ ňŋőęěśšćő ćśěćőğňőęŋżţ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć, š.ě. ŕăř ćěłšőřőć {x; y} ś şśńőćĺ£ňĺ (x; x) = (y; y) = 1, (x; y). (Ğďěśĳ (·; ·) őğŋăůăěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě.) Ćśě šăłĺě ąăğĺśż ďěń£šś£ ŋă ďćă łńăśśă: šě, ş łőšőřżţ ćěłšőř x ŕěřěţőďĺš ć ćěłšőř y ŕřĺ ŕőćőřőšě ŋă şčőń ı=2 ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ ĺńĺ ŕő ůăśőćőľ śšřěńłě śőőšćěšśšćěŋŋő. Ćżąőř őďŋőčő ĺğ ¡šĺţ łńăśśőć ĺ őğŋăůăěš ğăďăŋĺě őřĺěŋšăűĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă. Ůšőąż ďăšĳ śšřőčőě őŕřěďěńěŋĺě ğăťĺłśĺřşěň őďĺŋ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {x^∗; y^∗}. Ń¿ąőľ ďřşčőľ ąăğĺś ňőęěš ążšĳ ćżřăęěŋ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ

{ x = a_1x^∗ + b_1y^∗ y = a_2x^∗ + b_2y^∗

Ňăšřĺűă

( a_1 b_1 a_2 b_2 ) ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš ąăğĺśă (x^∗; y^∗) ł

ąăğĺśş (x; y).

Ğăďăůă 9. Ŋăľďĺšě şśńőćĺ£, łőšőřżň ďőńęŋă şďőćńěšćőř£šĳ ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš őďŋőčő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă ł ďřşčőňş. Ďőłăęĺšě, ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ šăłőľ ňăšřĺűż řăćěŋ ±1. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżě ąăğĺśż ďěń£šś£ ŋă ďćă łńăśśă šăłĺě, ůšő ňăšřĺűă ŕěřěţőďă ňěęďş ąăğĺśăňĺ őďŋőčő łńăśśă ĺňěěš őŕřěďěńĺšěńĳ 1, ă ňěęďş ąăğĺśăňĺ řăğŋżţ łńăśśőć ĺňěěš őŕřěďěńĺšěńĳ −1.

Ćżąőř őďŋőčő ĺğ şŕőň£ŋşšżţ łńăśśőć ĺ őğŋăůăěš ğăďăŋĺě őřĺěŋšăűĺĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ. Ďćĺęěŋĺě ŕńőśłőśšĺ ńĺąő ŕěřěćőďĺš ń¿ąőľ ąăğĺś ć ąăğĺś šőčő ęě łńăśśă (šăłőě ďćĺęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ śőąśšćěŋŋżň), ńĺąő ŕěřěćőďĺš ń¿ąőľ ąăğĺś ć ąăğĺś ďřşčőčő łńăśśă (šăłőě ďćĺęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ŋěśőąśšćěŋŋżň). Őřĺěŋšăűĺ¿ ć ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő ğăďăšĳ ăŋăńőčĺůŋő. Łńăśśż őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć (ĺğ šřěţ ćěłšőřőć!) ć ŕřőśšřăŋśšćě šăłęě ďěń£šś£ ŋă ďćă łńăśśă (ćśŕőňŋĺšě ĺğćěśšŋżě ĺğ ťĺğĺłĺ ŕřăćĺńă ŕřăćőľ ĺ ńěćőľ řşłĺ).

Ń¿ąőě ďćĺęěŋĺě śťěřż ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ďćĺęěŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă, śőţřăŋ£¿źěě ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ ŋěŕőďćĺęŋş¿ šőůłş (űěŋšř śťěřż). Śőąśšćěŋŋżě ĺ ŋěśőąśšćěŋŋżě ďćĺęěŋĺ£ śťěřż őŕřěďěń£¿šś£ šěň, £ćń£¿šś£ ńĺ šăłőćżňĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ďćĺęěŋĺ£ ŕřőśšřăŋśšćă. Šăłĺň őąřăğőň, őřĺěŋšăűĺ£ śťěřż őŕřěďěń£ěšś£ őřĺěŋšăűĺěľ őąžěňń¿- źěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ őřĺěŋšăűĺĺ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő śńěďşěš řăśśňőšřěšĳ ďćă łńăśśă ŕśěćďőőřšőčőŋăńĳŋżţ ąăğĺśőć ć ŕřőśšřăŋśšćě (š.ě. šřőěł ćěłšőřőć {(x; y; z)} šăłĺţ, ůšő (x; y) = (x; z) = (y; z) = 0, (x; x) = (y; y) = 1, (z; z) = −1, čďě (·; ·) | ŕśěćďőśłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě, ğăďăćăěňőě ťőřňşńőľ (u; v) = u_xv_x + u_yv_y − u_zv_z. Őąőśŋőćăŋĺě šăłőčő ŕőďţőďă ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ňőďěńĳ¿ ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő ć

C P^2 , őŕĺśăŋŋőľ ć łőŋűě ńěłűĺĺ 3.

Ńĺšěřăšşřă ł łşřśş \Čěőňěšřĺ£ Ńőąăůěćśłőčő"

• Ăďăňăř Ę. Ŋěěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£ ć šěőřĺĺ ăćšőňőřťŋżţ ťşŋłűĺľ, | Ň. 1952

• Ăńĳťőŋś Ń. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě Ň-ěąĺşśă ć ňŋőčőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, Ň.: Ňĺř, 1986

• Ąěřďőŋ Ă. Čěőňěšřĺ£ ďĺśłřěšŋżţ čřşŕŕ, | Ň.: Ŋăşłă, 1986

• Ąěřęě Ň. Čěőňěšřĺ£, š.2, | Ň.: Ňĺř, 1984

• Ąşğěňăŋ Č., Łěńńĺ Ŕ. Ŕřőěłšĺćŋă£ čěőňěšřĺ£ ĺ ŕřőěłšĺćŋżě ňěšřĺłĺ, | Ň.: Ĺğď-ćő ĺŋőśšřăŋŋőľ ńĺšěřăšşřż, 1957

• Čĺńĳąěřš Ď., Łőŋ-Ťőśśěŋ Ś. Ŋăčń£ďŋă£ čěőňěšřĺ£, | Ň.: Ŋăşłă, 1981

• Čőńşąěć Ć.Ć. Ńěłűĺĺ ŕő ăŋăńĺšĺůěśłőľ šěőřĺĺ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ, | Ň.{Ń.: ČĹŠŠŃ, 1941 • Ďşąřőćĺŋ Ą.Ă., Ŋőćĺłőć Ś.Ŕ., Ťőňěŋłő Ă.Š. Śőćřěňěŋŋă£ čěőňěšřĺ£. Ňěšőďż ĺ ŕřĺńőęěŋĺ£, | Ň.: Ŋăşłă, 1986 • Łńěľŋ Ť. Ŋěěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£, | Ň.{Ń.: ŐŊŠĹ, 1936 • Łńěňěŋś Č. Ňőğăĺłă šěőřĺĺ łőňŕńěłśŋżţ łřĺćżţ, | Ň.: Ňĺř, 1984 • Ńőąăůěćśłĺľ Ŋ.Ĺ. Ĺğąřăŋŋżě šřşďż ŕő čěőňěšřĺĺ, | Ň.: Ĺğď-ćő ĂŊ ŚŚŚŘ, 1956 • Ŋőřďěŋ Ă.Ŕ. İńěňěŋšăřŋőě ććěďěŋĺě ć čěőňěšřĺ¿ Ńőąăůěćśłőčő, | Ň.: ČĹŠŠŃ, 1953 • Śłőšš Ŕ. Čěőňěšřĺĺ ŋă šřěţňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺ£ţ, | Ň.: Ňĺř, 1986 • Śňőčőřęěćśłĺľ Ă.Ś. Ő čěőňěšřĺĺ Ńőąăůěćśłőčő, | Ň.: ČĹŠŠŃ, 1957 • Šĺţőňĺřőć Ć.Ň. Ńěłűĺĺ ŕő čěőňěšřĺĺ, | Ň.: ŇŁ ŊŇŞ, 1993 • İŋűĺłńőŕěďĺ£ ¡ńěňěŋšăřŋőľ ňăšěňăšĺłĺ, š.5, | Ň.: Ŋăşłă, 1966