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æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ (ÌÅËÃÉÑ).
äÅÌÅÎÉÅ. îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÄÅÌÉÔØ × Zp. á ×ÏÔ × Z6 ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ

ÐÒÏÂÌÅÍÙ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ É ÐÏ ÎÅÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ÎÏ ÎÅ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z∗m ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó m É ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ m.

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ '(m) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ.
ðÕÓÔØ f { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z∗m → Z∗m, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÁË: f(x) = ax, ÇÄÅ a ÜÌÅÍÅÎÔ Z∗m. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z∗m
f ÂÕÄÅÔ ÂÉÅËÃÉÅÊ, Á × Z∗m ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ Z∗6 = {1; 5} É × Î£Í 1 : 5 = 5, ÔÁË ËÁË
5 · 5 ≡ 1(mod 6).

úÁÄÁÞËÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÂÉÅËÃÉÑ.
ôÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ. á ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉ × Z∗m ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÈÏÖÅÅ ÎÁ ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ?

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.
éÚ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x1; x2; :::; x'(m)} ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Z∗m ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ

Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ {a · x1; a · x2; :::; a · x'(m)}. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÉÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×. ôÏ ÅÓÔØ x1 · x2 · ::: · x'(m) ≡ a · x1 · a · x2 · ::: · a · x'(m). ÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ xi ×ÚÁÉÍÎÏÐÒÏÓÔÙ
Ó m. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ ÎÉÈ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ a'(m) ≡ 1(mod m).
üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ - ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ.

îÕ É ÞÔÏ? { ÓÐÒÏÓÉÔÅ ×Ù. þÔÏ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÎÁÍ
ÆÕÎËÃÉÀ? îÕ ËÁË, ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ Ï ÎÅÊ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÚ×ÅÄÁÔØ?

æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ×ÅÄ£Ô ÓÅÂÑ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

'(1) = 1, '(2) = 1, '(3) = 2, '(4) = 2, '(5) = 4, '(6) = 2, '(7) = 6, '(8) = 4, '(9) = 6,
'(10) = 4. ðÏËÁ ÎÉËÁËÏÊ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÉÄÎÏ.. îÏ ×ÓÐÏÍÎÉÔÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÏ
ÓÉÈ ÐÏÒ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÂÙÌÁ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ × ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ. þÔÏ ÖÅ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ? '(2) = 1, '(3) = 2,
'(5) = 4, '(7) = 6,... ëÁÖÅÔÓÑ, ÎÁÍ ÏÐÑÔØ ÐÏ×ÅÚÌÏ. ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÕ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ
ÎÁÛÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ: '(p) = p − 1. á Þ£ÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ
ÓÔÏÉÔ ÄÏËÁÚÁÔØ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ p, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó ÎÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ '(p) = p − 1. á
ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÓÌÏÖÎÅÅ ËÏÇÄÁ m = pn? óÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ pn, ËÁÖÄÏÅ p-ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó pn. á, ÚÎÁÞÉÔ, '(pn) = pn − pn=p = pn − pn−1.

ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ n É
m : '(nm) = '(n)'(m). úÁÐÉÛÅÍ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ nm × ÔÁÂÌÉÃÕ n ∗m:

1 2 3 . . . m-1 m
m+1 m+2 m+3 . . . 2m-1 2m
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
(n-1)m+1 (n-1)m+2 (n-1)m+3 . . . nm-1 nm

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ
ÔÁÂÌÉÃÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ. ðÕÓÔØ × ÓÔÏÌÂÃÅ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ k, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ Ó m. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ
ÞÉÓÌÁ × ÜÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÉÍÀÔ ×ÉÄ ±mb + k É ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÖÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÓÔÏÌÂÃÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Ó m, ÌÉÂÏ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÎÑÔØ, ÓËÏÌØËÏ × ÔÁÂÌÉÃÅ ÓÔÏÌÂÃÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ
Ó m. îÏ ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÓÔÏÌÂÃÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÈÎÅÅ
ÞÉÓÌÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó m. á ÚÎÁÞÉÔ ÉÈ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ '(m).

1



÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÕÂÅÄÉÍÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Zn. á ×ÏÔ ÐÏÞÅÍÕ. ëÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ×ÙÇÌÑÄÉÔ, ËÁË ÎÁÞÁÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a; a+m; a+ 2m; :::; a+ km; :::. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?
1. õ ÎÅ£ ÎÅÔ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÐÏ ÞÉÓÌÕ b ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÞÉÓÌÏ
b−m. 2. ïÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÚÁÃÉËÌÉÔÓÑ. ðÒÉÞ£Í ×ÎÕÔÒÉ ÐÅÒÉÏÄÁ ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÄÏÇÁÄÙ×ÁÅÔÅÓØ, Ó ÞÅÍ ÜÔÏ Ó×ÑÚÎÏ?). 3. ÷ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÌÀÂÏÊ
ÎÁÐÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÉÚ Zn, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ nx + my = b ÄÌÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ n É m
×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒ×ÙÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÛÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É
×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÏÌÂÃÁ) ÓÕÔØ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zn.

îÁËÏÎÅÃ, ×-ÞÅÔ×£ÒÔÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÏÌØËÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÞÉÓÅÌ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n. éÚ
×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Zn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ
ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n { ÔÏ ÅÓÔØ, × ÔÏÞÎÏÓÔÉ, '(n).

ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ Ó mn (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ É Ó n, É Ó m), ÌÅÖÁÔ × ÔÅÈ
ÓÔÏÌÂÃÁÈ, ÇÄÅ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÁ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ Ó m. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÒÏ×ÎÏ '(m). ðÒÉ
ÜÔÏÍ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ Ó n (Á ÉÈ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ
ÒÏ×ÎÏ '(n) ÛÔÕË). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅÇÏ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÉÈ nm É ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó nm '(nm) =
'(n)'(m). éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ üÊÌÅÒÁ:

ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ '(pn) = pn − pn−1

ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. äÌÑ n;m, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ îïä(n;m) = 1 ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ '(nm) = '(n)'(m).
úÁÄÁÞËÁ 2. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ m = pn1

1 ·pn2
2 · ::: ·pnkk ×ÅÒÎÏ,

ÞÔÏ
Á) '(m) = (pn1

1 − pn1−1
1 ) · (pn2

2 − pn2−1
2 ) · ::: · (pnkk − pnk−1

1 ).
Â) '(m) = m(1− 1

p1
)(1− 1

p2
):::(1− 1

pk )


