
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 1 ÎÏÑÂÒÑ 2009 ÇÏÄÁ.

òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÐÉÓÏË �2. óÒÏË ÓÄÁÞÉ ÄÏ 30 ÎÏÑÂÒÑ.
1) ÷ÙÐÉÓÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 2009. ëÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÎÁÄÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ,

ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÏÅ ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÔÒ£È ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ?
ïÔ×ÅÔ: 11 ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÐÅÒ×ÙÅ 11 ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒ£È ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ
12 · 13 · 14 > 2009. åÓÌÉ ÖÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ k 6 11 ÏÓÔÁ×ÉÔØ, ÔÏ ÉÚ 23− k, 24− k É k(23− k)(24− k)
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÐÒÉÄ£ÔÓÑ ÕÄÁÌÉÔØ. (íÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÎØÛÅ 2009.)

2) âÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÁÈ á1, B1, C1.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Aá1 +BB1 + CC1 ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÕÓÔØ O | ÉÎÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, p | ÅÇÏ ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÔÒÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÉÐÁ AO +
OB > AB ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ AO + BO + CO > p. ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ A1B =
A1C = A1O É Ä×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. úÁÔÅÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÔÒ£È ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÉÄÁ A1B + A1C > BC
ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ A1O +B1O + C1O > p. óÕÍÍÒÏ×ÁÎÉÅ Ä×ÕÈ ×Ù×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÐÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÕÓÐÅÈÕ.

3) íÁÇÁÒÁÄÖÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÁÈÍÁÔÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÉÔØ É ËÁË ÆÅÒÚØ, É ËÁË ËÏÎØ. íÏÖÎÏ
ÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 8 ÍÁÇÁÒÁÄÖÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?

ïÔ×ÅÔ: ÎÅÔ. òÅÛÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ: × Ë×ÁÄÒÁÔÅ 4 × 4 ÂÏÌØÛÅ Ä×ÕÈ ÍÁÇÁÒÁÄÖÅÊ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, Á ÅÓÌÉ
ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ Ä×ÕÈ, ÔÏ × ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÅ 2 × 2 ÎÉ ÏÄÉÎ ÓÔÏÑÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÅÓÌÏÖÎÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ. ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÒÅÛÅÎÉÀ. ðÕÓÔØ ÍÁÇÁÒÁÄÖÅÊ ÕÄÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ. òÁÚÂÉ× ÄÏÓËÕ
ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 4 × 4, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏ Ä×Å ÆÉÇÕÒÙ × ËÁÖÄÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÚÏÎÙ ÂÕÄÕÔ
ÐÕÓÔÙÍÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1.). òÁÚÏÂØ£Í ÔÅÐÅÒØ ÄÏÓËÕ ÎÁ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ É Ä×Á ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, (ÓÍ. ÒÉÓ. 2).
÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÐÏ Ä×Á ÍÁÇÁÒÁÄÖÉ, ÚÎÁÞÉÔ × Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ ÔÏÖÅ ÐÏ Ä×Á, ÔÏ ÅÓÔØ É ÉÈ
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÚÏÎÙ ÐÕÓÔÙ. ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ × ÎÅÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÎÁ ÒÉÓ. 3 ÎÅÌØÚÑ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ 8
ÍÁÇÁÒÁÄÖÅÊ.

òÉÓ. 1. òÉÓ. 2. òÉÓ. 3.

4) ë ÒÅËÅ ÐÏÄÏÛÌÉ ÔÒÉ ÇÅÎÅÒÁÌÁ, ËÁÖÄÙÊ | Ó Ä×ÕÍÑ ÏÒÄÉÎÁÒÃÁÍÉ. ÷ ÉÈ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÏÄÎÁ ÌÏÄËÁ, ×ÍÅÝÁÀÝÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÞÅÌÏ×ÅË. ðÌÁ×ÁÔØ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÕÍÅÅÔ, ÚÁÔÏ ÇÒÅÓÔÉ ÕÍÅÀÔ ×ÓÅ. óÍÏÇÕÔ
ÌÉ ×ÓÅ ÄÅ×ÑÔØ ÞÅÌÏ×ÅË ÐÅÒÅÐÒÁ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÂÅÒÅÇ ÒÅËÉ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÇÅÎÅÒÁÌÏ× ÎÅ ÓÏÇÌÁ-
ÓÅÎ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÏÒÄÉÎÁÒÃÅ× × ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ÇÅÎÅÒÁÌÁ ÎÉ × ÌÏÄËÅ, ÎÉ ÎÁ ÂÅÒÅÇÕ
(ÐÒÉÓÔÁ×ÛÁÑ Ë ÂÅÒÅÇÕ ÌÏÄËÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÂÅÒÅÇÁ)?

ïÔ×ÅÔ: ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ. òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ ×ÓÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÂÅÒÅÇÕ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÄÅ-
×ÑÔØ ÞÅÌÏ×ÅË ÓÍÏÇÕÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ÐÅÒÅÐÒÁ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÁ×ÙÊ ÂÅÒÅÇ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÐÅÒ×ÏÅ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÂÅÒÅÇÕ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÇÅÎÅÒÁÌÏ× (ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ Ä×ÕÈ). ôÁË ËÁË × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ
×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÂÅÒÅÇÕ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÇÅÎÅÒÁÌ, ÔÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ,
ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÇÅÎÅÒÁÌÅ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ×ÓÅ ÅÇÏ ÏÒÄÉÎÁÒÃÙ. îÏ ÔÏÇÄÁ Ó ÐÒÁ×ÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÎÁ ÌÅ×ÙÊ
× ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÂÑÚÁÎÙ ÕÅÈÁÔØ ×ÓÅ ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÂÅÒÅÇÕ ÇÅÎÅÒÁÌÙ (ÅÓÌÉ ÔÁÍ ×ÓÅÇÏ ÏÄÉÎ
ÇÅÎÅÒÁÌ, ÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÕÅÈÁÔØ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÏÒÄÉÎÁÒÃÅÍ). éÔÁË, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÂÅÒÅÇÕ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ
ÏÄÉÎ ÉÌÉ Ä×Á ÇÅÎÅÒÁÌÁ, ÏÎÉ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÕÅÚÖÁÀÔ ÎÁ ÌÅ×ÙÊ ÂÅÒÅÇ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ
ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

5) ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÉÐÏ× ÍÏÎÅÔ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÐÕÓÔÉÔØ íÏÎÅÔÎÙÊ ä×ÏÒ òÏÓÓÉÉ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÕÀ
ÓÕÍÍÕ ÏÔ 1 ÄÏ 20 ÒÕÂÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÐÌÁÔÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÍÑ ÍÏÎÅÔÁÍÉ (ÂÅÚ ÓÄÁÞÉ)?

ïÔ×ÅÔ: 6. òÅÛÅÎÉÅ. ûÅÓÔÉ ÔÉÐÏ× È×ÁÔÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ 1 ÒÕÂ., 3 ÒÕÂ., 5 ÒÕÂ., 7 ÒÕÂ., 9 ÒÕÂ. É 10 ÒÕÂ.
ðÑÔØ ÔÉÐÏ× ÍÏÎÅÔ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÍÏÇÕÔ "ÐÏËÒÙÔØ" 20 ÓÕÍÍ (5 | ÏÎÉ ÓÁÍÉ, 5 | ÕÄ×ÏÅÎÎÙÅ É C2

5 = 10
| ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÎÙÈ ÍÏÎÅÔ). íÅÎØÛÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÉÐÏ× ÎÅ È×ÁÔÉÔ ÎÉËÁË, Á ÐÑÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ
ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. åÓÌÉ ÎÅ ÂÒÁÔØ Þ£ÔÎÙÅ ÍÏÎÅÔÙ, ÔÏ ÐÑÔÉ ÎÅ ×ÙÊÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÖÅ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ Þ£ÔÎÁÑ ÍÏÎÅÔÁ × 2n ÒÕÂ., ÔÏ ÍÏÎÅÔÕ × n ÒÕÂ. ÂÒÁÔØ ÎÅÌØÚÑ (ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ),
Á ÔÏÇÄÁ n ÒÕÂ. ÎÅÌØÚÑ ÎÁÂÒÁÔØ.

1



6) ðÕÓÔØBC | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC. îÁ ÎÅÊ ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉK É L ÔÁËÉÅ, ÞÔÏBK = BA
É CL = CA. îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ BM = BL, Á ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ N ÔÁËÁÑ,
ÞÔÏ CN = CK. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, N , K, L É M ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ML||AK É NK||AL, Á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ LK = MA = AN . üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ,
ÞÔÏ AMLK É ANKL | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÔÒÁÐÅÃÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÉ ×ÐÉÓÁÎÙ, ÐÒÉÞ£Í ÏÂÅ | × ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ALK.

7) òÅÛÉÔÅ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: √x+√y =
√

2009.
ïÔ×ÅÔ: (41; 1476); (164; 1025); (369; 656) É ÔÒÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. òÅÛÅ-
ÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 2009 = 41 · 72. ÷ÏÚ×ÏÄÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ √y =

√
2009 − √x, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2009x

ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ x = 41m2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, y = 41n2. ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ
× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x+ y = 7.

8) öÀÒÉ ÎÅÓÌÏ ËÎÉÇÉ ÎÁ ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ ÎÅÓ 72-À ÞÁÓÔØ ×ÓÅÈ ËÎÉÇ. þÌÅÎ ÖÀÒÉ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÓ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ËÎÉÇ, Ó×ÁÌÉÌÓÑ × ÉÚÎÅÍÏÖÅÎÉÉ É ÓÏÛÅÌ Ó ÄÉÓÔÁÎÃÉÉ; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÏÛÌÉ, Á ÚÁ ÕÐÁ×-
ÛÉÍÉ ËÎÉÇÁÍÉ ÓÈÏÄÉÌ ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ. ÷ ÓÕÍÍÅ ÏÎ ÐÒÉÎÅÓ ×ÏÓØÍÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÓÅÈ ËÎÉÇ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏ ÍÅÓÔÁ
ÎÁÇÒÁÖÄÅÎÉÑ ÄÏÂÒÁÌÉÓØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 8 ÒÑÄÏ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÖÀÒÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. õÐÁ×ÛÉÊ ÞÌÅÎ ÖÀÒÉ ÎÅÓ 1
8 − 1

72 = 1
9 ×ÓÅÈ ËÎÉÇ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÎÅÓ ÍÅÎØÛÅ,

Ô.Å. ÞÌÅÎÏ× ÖÀÒÉ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ ÄÅ×ÑÔÉ. ëÒÏÍÅ ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ É ÕÐÁ×ÛÅÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ
×ÏÓØÍÉ ÄÏÛÅÄÛÉÈ ÄÏ ËÏÎÃÁ.

9) îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, BC, AC, ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ M , N É K ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ∠AMK = ∠BMN = ∠ACB. ðÕÓÔØ L | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ BK É AN . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
LNCK ×ÐÉÓÁÎ.

òÅÛÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ: ÅÓÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BMN É AMK ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ E,
ÔÏ KENC ×ÐÉÓÁÎ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ \MEK = 180◦−�
É \MEN = 180◦−�, ÐÏÜÔÏÍÕ \KEN = 360◦−(180◦−�)−(180◦−�) = �+�, ÐÏÜÔÏÍÕ \KEN+\KCN =
180◦, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ðÅÒÅÊÄ£Í Ë ÒÅÛÅÎÉÀ. ðÕÓÔØ E | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÌÅÍÍÙ,
Á \AMK = \BMN = \ACB = . ôÏÇÄÁ \KEN = 180◦ − , Á \KEA = \KMA = , ÔÏ ÅÓÔØ
\AEN = 180◦, ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ E ÌÅÖÉÔ ÎÁ AN . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ E ÌÅÖÉÔ ÎÁ
BK, ÔÏ ÅÓÔØ E = L, ÔÏÇÄÁ KTNC = KENC ×ÐÉÓÁÎ.

10) òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 − 5x− 4√x+ 13 = 0.

òÅÛÅÎÉÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ (x− 3)2 + (√x− 2)2 = 0, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ.

11) îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÌÉÓÔÅ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÁËÒÁÓÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ËÁÖÄÁÑ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ËÁÓÁÌÁÓØ ÒÏ×ÎÏ n ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË (ËÁÓÁÌÁÓØ | ÚÎÁÞÉÔ ÉÍÅÌÁ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ).
äÌÑ ËÁËÉÈ n ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

ïÔ×ÅÔ: ÄÌÑ n 6 3. òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÒÙ: ÄÌÑ n = 0 | ÏÄÎÁ ÌÀÂÁÑ ËÌÅÔËÁ, ÄÌÑ n = 1 | Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ
ËÌÅÔËÉ, ÄÌÑ n = 2 | ÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ, ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÅ, ÄÌÑ n = 3 | ÞÅÔÙÒÅ ËÌÅÔËÉ,
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔ 2× 2. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉ n > 4 ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÕÀ
×ÅÒÈÎÀÀ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÌÅ×ÙÈ ËÌÅÔÏË É ÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ ÎÅ£ ÛÁÛËÕ. óÒÅÄÉ Å£ ×ÏÓØÍÉ ÓÏÓÅÄÅÊ 4 ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ
ÚÁËÒÁÛÅÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÅ£ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 4-È ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔÏË. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÌÕÞÁÉ n > 4 ÎÅ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÙ. ïÂßÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ É n = 4 ÔÏÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÓÅÄÎÑÑ ËÌÅÔËÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ
ÓÐÒÁ×Á-Ó×ÅÒÈÕ ÏÔ ËÌÅÔËÉ Ó ÛÁÛËÏÊ, ÚÁËÒÁÛÅÎÁ. ðÅÒÅÓÔÁ×ÉÍ ÛÁÛËÕ ÎÁ ÎÅ£. åÓÌÉ ÎÁÄ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÉÅ
ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÍ ÛÁÛËÕ ÎÁ ÓÁÍÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÉÚ ÎÉÈ. ôÏÇÄÁ ÓÏÓÅÄÎÑÑ ËÌÅÔËÁ, ÒÁÓÐÏÌÏ-
ÖÅÎÎÁÑ ÓÐÒÁ×Á-Ó×ÅÒÈÕ ÏÔ ËÌÅÔËÉ Ó ÛÁÛËÏÊ, ÏÐÑÔØ ÚÁËÒÁÛÅÎÁ. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ûÁÛËÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ
ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÎÁ ×Ó£ ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁËÒÁÛÅÎÎÙÈ
ËÌÅÔÏË ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

12) úÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ ÓÉÄÑÔ 30 ÞÅÌÏ×ÅË | ÒÙÃÁÒÉ É ÌÖÅÃÙ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÖÅÃ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÑÄÅÔ
ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÒÙÃÁÒÑÍÉ. ëÁÖÄÏÇÏ ÓÐÒÏÓÉÌÉ, ÓËÏÌØËÏ Õ ÎÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ-ÌÖÅÃÏ×. 12 ÏÐÒÏÛÅÎÎÙÈ ÓËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ
ÏÄÉÎ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÁ. óËÏÌØËÏ ÒÙÃÁÒÅÊ É ÓËÏÌØËÏ ÌÖÅÃÏ× ÓÉÄÉÔ ÚÁ ÓÔÏÌÏÍ?

ïÔ×ÅÔ: 6, 10 ÉÌÉ 14. òÅÛÅÎÉÅ. òÙÃÁÒÉ ÓÉÄÑÔ ÐÏ ÏÄÉÎÏÞËÅ ÉÌÉ ÐÁÒÁÍÉ: ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÒÉ ÒÙÃÁÒÑ ÓÉÄÅÌÉ
ÐÏÄÒÑÄ, ÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÄÁÌ ÂÙ ÏÔ×ÅÔ "ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ". ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÖÅÃÙ ÎÅ ÓÉÄÑÔ ÍÅÖÄÕ ÒÙÃÁÒÑÍÉ, ×ÓÅ ÌÀÄÉ
ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÄÑÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ: ÇÒÕÐÐÙ ×ÉÄÁ ìòòì, ×ÉÄÁ ì É ×ÉÄÁ ìòì. åÓÌÉ
ÐÅÒ×ÙÈ x, ×ÔÏÒÙÈ y, Á ÔÒÅÔØÉÈ z, ÔÏ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÏÔ×ÅÔÉ×ÛÉÈ "ÏÄÉÎ" É "ÏÂÁ" ÐÏÌÕÞÉÍ
2x+y = 12 É 2x+3z = 18. éÚ ÜÔÏÇÏ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ y ËÒÁÔÎÏ ÛÅÓÔÉ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÁÒÉÁÎÔÙ.
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13) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ n, 2n, 3n, . . . 2009n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ, ÂÏÌØÛÉÍ ÅÄÉÎÉÃÙ?

ïÔ×ÅÔ: ÄÁ. òÅÛÅÎÉÅ. íÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k
ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ n, 2n, 3n, . . . kn Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÐÏËÁÚÁ-
ÔÅÌÅÑÍÉ, ÂÏÌØÛÉÍÉ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÌÑ k = 1 ÜÔÏ ÑÓÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ k = m ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÎÁÊÄÅÎÏ. ôÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ l 6 m ×ÅÒÎÏ ln = abll . ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ N = ((m+ 1)n)t, ÇÄÅ t = îïë(b1; b2; : : : ; bm).
ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ nN ÓÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ k = m+ 1.

14) æÉÇÕÒÁ F ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÇÏÌÏË ÉÚ ÐÑÔÉ ËÌÅÔÏË, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × 4 ÐÒÑ-
ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 1 × 3. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ F | ÎÅ×ÙÐÕËÌÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ F ×ÐÉÓÁÎÁ ×
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÅÓÌÉ ×ÓÅ Å£ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÏÇÎÕÔÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.
ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, × ËÏÔÏÒÙÊ ×ÐÉÓÁÎ ÕÇÏÌÏË F?

ïÔ×ÅÔ: 1 : 2. òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÕÇÏÌËÁ, ÔÏ ÜÔÏÔ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË | × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÔ 2 × 4, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÛÌÁ ÒÅÞØ × ÕÓÌÏ×ÉÉ. åÓÌÉ ÎÅÔ | ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÐÑÔÉ
×ÅÒÛÉÎ ÐÒÑÍÙÈ ÕÇÌÏ× ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ
ÜÔÏ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×ÏÇÎÕÔÏÇÏ ÕÇÌÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ,
Á ÅÇÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ó ÕÇÏÌËÏÍ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÑÔÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ËÁÔÅÔÏ× 1 : 3. (ðÏÄÏÂÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÏ×, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ | ÉÚ ÐÏÄÏÂÉÑ É
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.) äÁÌÅÅ, ÐÏÌÁÇÁÑ
ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÓÔÏÒÏÎÕ ËÌÅÔËÉ ÒÁ×ÎÏÊ

√
10, ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ: 7 É 14.

15) ÷ ÐÕÓÔÙÅ ËÌÅÔËÉ (ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÐÕÓÔÏÊ) ÔÁÂÌÉÃÙ n × n ìÀÂÁ É ìÅÒÁ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ×ÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÁ:
ìÀÂÁ | îïä ÎÏÍÅÒÏ× ÓÔÏÌÂÃÁ É ÓÔÒÏËÉ, ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÅÀ ËÌÅÔËÁ, ìÅÒÁ |
îïë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ Ó×ÏÅÊ ËÌÅÔËÉ. ëÏÇÄÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÏÎÉ ÄÅÌÑÔ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÎÏÍÅÒ
ÓÔÏÌÂÃÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÏ ÓÔÏÉÔ, ÐÏÔÏÍ ×ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔ. åÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ
ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÂÅÖÄÁÅÔ ìÀÂÁ, ÉÎÁÞÅ | ìÅÒÁ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?

ïÔ×ÅÔ: ìÅÒÁ. òÅÛÅÎÉÅ. þÉÓÌÁ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ìÀÂÁ É ìÅÒÁ ÓÔÁ×ÑÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ,
×ÓÅ ÏÎÉ ÄÁÀÔ × ÉÔÏÇÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÒÁÚÎÉÃÙ, ËÔÏ É ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ ÚÁÐÏÌÎÉÔ. ïÓÔÁÌØ-
ÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÏÂØ£Í ÎÁ ÐÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. åÓÌÉ × ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔ-
ËÅ ÐÁÒÙ ÓÔÏÉÔ îïä(a; b), Á × ÄÒÕÇÏÊ îïë(b; a), ÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÏÊÄ£Ô îïä(a;b)

a · îïë(b;a)
b =

îïä(a;b)·îïë(b;a)
ab = 1. ìÅÒÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÕ ÚÁÐÏÌÎÑÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ÉÇÒÏËÉ,

ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÇÏÍ ÂÕÄÅÔ 1, ÞÔÏ Å£ ÕÓÔÒÏÉÔ. üÔÏÇÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ: ÅÓÌÉ ìÀÂÁ "×ÓËÒÙ×ÁÅÔ" ÎÏ×ÕÀ ÐÁÒÕ,
ìÅÒÁ ÄÏÌÖÎÁ "ÚÁËÒÙ×ÁÔØ" Å£, ÅÓÌÉ ÈÏÄÉÔ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ | ÔÏÖÅ ÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. ðÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n
ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÏÊÄ£Ô, Á ÐÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÚÁÐÏÌÎÅÎÁ, Á ÈÏÄ
ìÅÒÙ. ôÏÇÄÁ ìÅÒÁ "ÏÔËÒÙ×ÁÅÔ" ÏÄÎÕ ÐÁÒÕ, ÄÁÌØÛÅ ÉÇÒÁÅÔ ÐÏ ×ÙÛÅÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÄÏÖÉÄÁÅÔÓÑ,
ËÏÇÄÁ ìÀÂÁ "ÚÁËÒÏÅÔ" ÏÔËÒÙÔÕÀ ìÅÒÏÊ ÐÁÒÕ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ "ÏÔËÒÙ×ÁÅÔ" ÎÏ×ÕÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÝ£ ÅÓÔØ, É
ÔÁË ÄÁÌÅÅ.


