
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 1 ÄÅËÁÂÒÑ 2009 ÇÏÄÁ.
òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÐÉÓÏË �3. óÒÏË ÓÄÁÞÉ ÄÏ 31 ÄÅËÁÂÒÑ.

1) ä×ÁÄÃÁÔØ ÒÙÃÁÒÅÊ ÎÁÄÅÌÉ Ä×ÁÄÃÁÔØ ÐÌÁÝÅÊ, É ËÁÖÄÏÍÕ ÐÌÁÝ ÏËÁÚÁÌÓÑ ËÏÒÏÔÏË. ôÏÇÄÁ ÒÙÃÁÒÉ, ÓÎÑ×
ÐÌÁÝÉ, ×ÙÓÔÒÏÉÌÉÓØ ÐÏ ÒÏÓÔÕ. óÁÍÙÊ ×ÙÓÏËÉÊ ÒÙÃÁÒØ ×ÚÑÌ ÓÅÂÅ ÓÁÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊ ÐÌÁÝ, ×ÔÏÒÏÊ ×ÚÑÌ ÓÅÂÅ
ÓÁÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊ ÐÌÁÝ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ É Ô.Ä. òÙÃÁÒØ ÓÁÍÏÇÏ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ÒÏÓÔÁ ×ÚÑÌ ÓÅÂÅ ÓÁÍÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ
ÐÌÁÝ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÙÃÁÒÀ ÐÌÁÝ ÏËÁÖÅÔÓÑ ËÏÒÏÔÏË.

òÅÛÅÎÉÅ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÙÃÁÒÅÊ. äÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÒÙÃÁÒÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÄÌÑ n ÒÙÃÁÒÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (n+1) ÒÙÃÁÒÅÊ. ðÕÓÔØ ÓÁÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊ ÐÌÁÝ Õ ÒÙÃÁÒÑ á, ÏÎ ÅÍÕ ËÏÒÏÔÏË,
Á ÔÏÇÄÁ ÏÎ ËÏÒÏÔÏË É ÓÁÍÏÍÕ ×ÙÓÏËÏÍÕ ÒÙÃÁÒÀ ÷. ðÏÐÒÏÓÉÍ á É ÷ ÐÏÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÌÁÝÁÍÉ É ÕÄÁÌÉÍ
÷ Ó ÓÁÍÙÍ ÄÌÉÎÎÙÍ ÐÌÁÝÏÍ. ïÓÔÁÎÅÔÓÑ n ÒÙÃÁÒÅÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (ÒÙÃÁÒÀ á
ÄÏÓÔÁÌÓÑ × ÈÏÄÅ ÏÂÍÅÎÁ ÎÅ ÓÁÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊ ÐÌÁÝ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎ ÅÍÕ ËÏÒÏÔÏË, ×ÅÄØ ÅÍÕ ÄÏ ÏÂÍÅÎÁ ÂÙÌ
ËÏÒÏÔÏË ÄÁÖÅ ÓÁÍÙÊ ÄÌÉÎÎÙÊ!). äÌÑ ÎÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÙÃÁÒÑ ÷ ÚÁ×ÅÒÛÉÔ ÛÁÇ
ÉÎÄÕËÃÉÉ.

2) P (x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (a) É P (b) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a É b ÔÁËÖÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 1.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ P (a)− p(b) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a− b, ÔÏ a− b ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ÅÓÔØ a− b = ±1,
ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

3) òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 1
x + 1

y + 1
z = 1 × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1.

ïÔ×ÅÔ: (2; 3; 6), (2; 4; 4), (3; 3; 3) É ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ, ×ÓÅÇÏ 10
ÒÅÛÅÎÉÊ. òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ 1

k <
1
2 ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ k 6= 1, ÉÍÅÅÍ 1

x + 1
y < 1, ÐÏÜÔÏÍÕ z > 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 1 < x 6 y 6 z. ðÒÉ x > 3
ÐÏÌÕÞÉÍ 1

x + 1
y + 1

z < 1
3 + 1

3 + 1
3 = 1, ÔÏ ÅÓÔØ x = 3 ÉÌÉ x = 2. ðÅÒ×ÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë

ÒÅÛÅÎÉÀ (3; 3; 3), ÅÓÌÉ ÖÅ x = 2, ÔÏ 1
y + 1

z = 1
2 . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ 2 6 y 6 4 É ÐÏÌÕÞÁÅÍ

Ä×Á ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ.

4) ä×Á ÕÇÌÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞËÁÈ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓ ÜÔÉÈ ÕÇÌÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÍÉ ÒÏÍÂÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÇÌÏ× ËÁË ÎÁ ÞÅÒÔÅÖÅ. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÕÇÌÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ PBQD,
ÐÏÌÕÞÉÍ 2�+2�+2+180◦ = 360◦. ïÔÓÀÄÁ �+�+ = 90◦. ôÅÐÅÒØ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÕÇÌÙ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ
PBQT , ÎÁÊÄ£Í, ÞÔÏ \QTP = 90◦. éÔÁË, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÉÎÅÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, Á
ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÁ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ,
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ É Ó ÍÅÄÉÁÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÎÉÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË | ÒÏÍÂ.
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5) îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 2, 5, 8 É 17. ÷ÅÎÑ ÍÏÖÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ a, b, c ÉÚ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ
ÎÁ ÄÏÓËÅ É ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÞÉÓÌÁ a(b + c), b(a + c) É Ó(b + a) (×ÓÅ ÓÔÁÒÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ). ÷ÅÎÑ ÈÏÞÅÔ
ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÌÏ 22010. õÄÁÓÔÓÑ ÌÉ ÅÍÕ ÜÔÏ?

ïÔ×ÅÔ: ÎÅÔ. òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÄÏÓËÅ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 2 ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3, Á 22010

ÎÅÔ.

6) ÷ ËÒÕÇÏ×ÙÈ Á×ÔÏÇÏÎËÁÈ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ÇÏÎÝÉËÁ. éÈ ÍÁÛÉÎÙ ÓÔÁÒÔÏ×ÁÌÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÚ
ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ É Ä×ÉÇÁÌÉÓØ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÇÏÎÏË ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ
ÍÁÛÉÎ ÎÁÛÅÌÓÑ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÇÏÎÏË ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ
×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÍÁÛÉÎÙ. (çÏÎËÉ ÓÞÉÔÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÉÍÉ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ.)

òÅÛÅÎÉÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÓÁÍÙÊ ÍÅÄÌÅÎÎÙÊ ÇÏÎÝÉË ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ
× ÔÏÞËÅ ÓÔÁÒÔÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ ðÅÔÑ, ÷ÁÓÑ É ëÏÌÑ) ÅÄÕÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ, ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÍÉ
ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÁÍÏÇÏ ÍÅÄÌÅÎÎÏÇÏ; ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÓÔÒÅÞ ÇÏÎÝÉËÏ× ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ
ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ.
ðÕÓÔØ ÄÏ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÓÔÒÅÞÉ Ó ÷ÁÓÅÊ × ÔÏÞËÅ ÓÔÁÒÔÁ ðÅÔÑ ÐÒÏÅÈÁÌ a ËÒÕÇÏ×, Á Ó ëÏÌÅÊ | b ËÒÕÇÏ×. ôÏÇÄÁ
ðÅÔÑ ÂÕÄÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒÔÅ Ó ÷ÁÓÅÊ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ a ËÒÕÇÏ×, Á Ó ëÏÌÅÊ | ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ b ËÒÕÇÏ×,
É ÞÅÒÅÚ ab ðÅÔÉÎÙÈ ËÒÕÇÏ× × ÔÏÞËÅ ÓÔÁÒÔÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ×ÓÅ ÔÒÏÅ.

7) ôÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ P , Á ÔÁËÖÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ A, B É
C. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

ïÔ×ÅÔ: 1. òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÃÅÎÔÒÙ Oa, Ob É Oc (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË A,
B É C ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÏÄÎÏÉÍ£ÎÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ). ôÏÇÄÁ ObCBOc | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ
BOb É COc ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÓÅÒÅÄÉÎÅ M . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ M ÅÝ£ É ÓÅÒÅÄÉÎÁ
AOa. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ZM ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË OaObOc × ABC, Á ÅÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × P ) | × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

8) õÞÉÔÅÌØ é×ÁÎ é×ÁÎÙÞ É ÛËÏÌØÎÉË óÅÍ£Î ÖÉ×ÕÔ × ÏÄÎÏÍ ÐÏÄßÅÚÄÅ ÒÑÄÏÍ Ó ÔÒÁÍ×ÁÊÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ. õÔÒÏÍ
ÏÎÉ ×ÙÈÏÄÑÔ ÉÚ ÄÏÍÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. óÅÍ£Î ÂÅÖÉÔ Ë ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÔÒÁÍ×ÁÊÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 11
ËÍ/Þ, Á é×ÁÎ é×ÁÎÙÞ ÉÄ£Ô Ë ÄÒÕÇÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 6 ËÍ/Þ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ é×ÁÎ é×ÁÎÙÞ ÐÒÉÈÏÄÉÔ
ÔÏÞÎÏ ÓÏ Ú×ÏÎËÏÍ, Á óÅÍ£Î ×ÅÞÎÏ ÏÐÁÚÄÙ×ÁÅÔ. ëÁËÏ×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÒÁÍ×ÁÑ (×ÙÒÁÖÅÎÎÁÑ ÃÅÌÙÍ
ÞÉÓÌÏÍ ËÉÌÏÍÅÔÒÏ× × ÞÁÓ)? óÞÉÔÁÊÔÅ, ÞÔÏ Õ ÛËÏÌÙ ÅÓÔØ ÔÒÁÍ×ÁÊÎÁÑ ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ, Á ÔÒÁÍ×ÁÉ ÈÏÄÑÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ
É ÞÁÓÔÏ.

ïÔ×ÅÔ: 26 ËÍ/Þ. òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÏÔ ÐÏÄßÅÚÄÁ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ a ËÍ, ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ (× ÓÔÏÒÏÎÕ
ÛËÏÌÙ) | b ËÍ, ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÒÁÍ×ÁÑ v ËÍ/Þ. ôÏÇÄÁ óÅÍ£Î ÂÅÖÉÔ a

11 Þ É ÅÄÅÔ a+b
v Þ ÄÏ ÔÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÇÄÅ

ÓÁÄÉÔÓÑ é×ÁÎ é×ÁÎÙÞ. õÞÉÔÅÌØ ÖÅ ÄÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅ£ ÚÁ b
6 Þ É . . . ÕÓÐÅ×ÁÅÔ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÒÁÎÎÉÊ ÔÒÁÍ×ÁÊ!

éÔÁË, b
6 < a

11 + a+b
v < a

11 + 2b
v . (÷ÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ a < b.) ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ

1
6 < 1

11 + 2
v , ÏÔËÕÄÁ v < 132

5 , ÉÚ ÞÅÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÄÌÑ v = 26
ÚÎÁÞÅÎÉÑ a É b.

9) ÷ ÒÑÄ ÓÔÏÑÔ 15 ÓÌÏÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÓÉÔ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ×. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏÎÁ,
ËÒÏÍÅ ÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÐÒÁ×Á, É ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ Ë ÅÇÏ ×ÅÓÕ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÊ ×ÅÓ ÅÇÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÏÓÅÄÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ 15 ÔÏÎÎ
(ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 14-ÔÉ ÓÌÏÎÏ×). îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 15-ÔÉ ÓÌÏÎÏ×.

ïÔ×ÅÔ: ×ÓÅ ÓÌÏÎÙ ×ÅÓÑÔ ÐÏ 5 ÔÏÎÎ. òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÁÓÓÁ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÌÏÎÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ 5 Ô ÎÁ x ËÇ, ÔÏ
ÍÁÓÓÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ 5 Ô ÎÁ 2x ËÇ, ÔÒÅÔØÅÇÏ | ÎÁ 4x ËÇ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. íÁÓÓÁ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÌÏÎÁ ÂÕÄÅÔ
ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ 5 Ô ÎÁ 214x ËÇ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ 10 Ô ÄÁÖÅ ÐÒÉ x = 1 ËÇ. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÓÌÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÌÉÂÏ
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÓÓÕ, ÌÉÂÏ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÕÀ 15 Ô, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

10) ôÁÂÌÉÃÁ 5× 5 ËÁË-ÔÏ ÚÁÐÏÌÎÅÎÁ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 25. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÉÓÌÁ
× ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÁ×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÌÅ×ÏÇÏ É ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÞÉÓÌÁ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ, ÅÓÌÉ ÎÉÖÎÅÅ ÂÏÌØÛÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ.
íÏÖÎÏ ÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÕÀÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ
× ËÌÅÔËÁÈ b2 É d4 ÐÏÍÅÎÑÎÙ ÍÅÓÔÁÍÉ?

îÅÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ, ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÕÇÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ a5, ÍÏÖÅÔ
ÏÔ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ | Ó ÐÒÁ×ÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÕÇÌÏÍ
c2 ÉÌÉ Ó ÐÒÁ×ÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÕÇÌÏÍ d3 | ÏÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ.



11) èÒÁÂÒÙÊ ðÏÒÔÎÑÖËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÅÅÔ ÌÀÂÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ
ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÏÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÎÏ É ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË, É ÄÁÖÅ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË.
íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÂÙÔØ ÐÒÁ×?

äÁ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ. ðÕÓÔØ BC | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, AM |
ÍÅÄÉÁÎÁ Ë ÎÅÊ, N | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏ NA = NM . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚ
ÐÏ ÌÏÍÁÎÏÊ ANM É ÓÌÏÖÉÔØ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË É ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË (ÓÍ. ÒÉÓÕÎËÉ). þÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ
×ÙÒÏÄÉÔÓÑ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ AB 6= BM (ÜÔÏ ÏÔÔÏÇÏ, ÞÔÏ AB > BC).

A

B

C

M
N

12) ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2n + xn + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x2 + x+ 1?
ïÔ×ÅÔ: ÐÒÉ n, ÎÅ ËÒÁÔÎÏÍ ÔÒ£Í. òÅÛÅÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÌÓÑ ÎÁ x2 + x + 1 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÂÙÌÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ëÏÒÎÑÍÉ x2 + x+ 1 ÓÌÕÖÁÔ ÞÉÓÌÁ " b
"2, ÇÄÅ " | ËÏÒÅÎØ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ 1. åÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ "n = 1 É "2n = 1, ÔÁË
ÞÔÏ ÔÁËÉÅ n ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ. éÎÁÞÅ ÖÅ "n É "2n | ÔÅ ÖÅ " b "2, ÔÏÌØËÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, × ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. éÈ
ÓÕÍÍÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

13) ôÏÞËÁ D ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓÙ ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏ× ABD É ACD ÒÁ×ÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABD É
ACD , ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÒÅÚËÏ× BD É CD , ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÙ.

éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑBC. óÄÅÌÁÅÍ
ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × A É ÔÁËÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÛÌÁ × BC. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ×ÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ × ÚÁÄÁÞÅ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,
ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÒÁ×ÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ.

14) ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 É S2 Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ O1 É O2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ A É B. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ
ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ O1 , O2 É A , ×ÔÏÒÉÞÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 × ÔÏÞËÅ D , ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S2 | × ÔÏÞËÅ E , Á
ÐÒÑÍÕÀ AB | × ÔÏÞËÅ C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ CD = CB = CE.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ AB⊥O1O2. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÈÏÒÄÁÍÉ ÐÏÌÕÓÕÍÍÁ ÄÕÇ AO1 É CO2 ÒÁ×ÎÁ 90◦, ÒÁ×ÎÏ
ËÁË É ÐÏÌÕÓÕÍÍÁ ÄÕÇ O2A É O1C. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÕÇÉ DC É CE ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ C | ÓÅÒÅÄÉÎÁ
ÄÕÇÉ DE É CD = CE, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ. äÁÌÅÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅ-
ÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× DB É EB ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÕÇ EA É AD, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÅÒÅÚ O2 É O1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
ôÏÇÄÁ B | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ O1O2C. ðÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ,
ÄÏÐÕÓÔÉÍ, CO1, B ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × D. ðÏÜÔÏÍÕ CB = CD É ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÅÎÁ.

15) îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÅÌÏÍ ÌÉÓÔÅ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË ÏËÒÁÛÅÎÏ × Þ£ÒÎÙÊ Ã×ÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ ×ÙÒÅÚÁÎÙ, É × ËÁÖÄÏÍ
×ÙÒÅÚÁÎÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ Þ£ÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÏÔ 20% ÄÏ 80% ÐÌÏÝÁÄÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ 2n × 2n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ Þ£ÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÎÏ ÚÁÎÑÔÙÊ ÉÍÉ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 20%.
òÁÚÏÂØ£Í ÅÇÏ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÍÅÎÅÅ 80% ÐÌÏÝÁÄÉ ÚÁËÒÁÛÅÎÏ. åÓÌÉ ÅÝ£ É ÎÅ ÍÅÎÅÅ
20%, ÔÏ ×ÙÒÅÖÅÍ ÅÇÏ. åÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ ÂÅÌ, ÚÁÂÕÄÅÍ ÐÒÏ ÎÅÇÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÔÁÍ ÍÅÎÅÅ 20%, ÎÏ ÞÔÏ-ÔÏ Þ£ÒÎÏÅ
ÉÍÅÅÔÓÑ, ÓÎÏ×Á ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÎÁ 4 Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ðÒÏÃÅÓÓ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Ë×ÁÄÒÁÔ 2×2 ÌÉÂÏ ÚÁËÒÁÛÅÎ
ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 20%, ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÊ.


