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íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ { 1.
1. îÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.
ïÄÎÏÞÌÅÎ (ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x) ÅÓÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ kxn, ÇÄÅ k | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ, n |

ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
óÔÅÐÅÎØÀ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n | ÓÔÅÐÅÎØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x × ÜÔÏÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ.
íÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÜÔÏÊ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ, ×ÙÞÉÔÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ.
óÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÅÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg).
ðÏÍÉÍÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×), ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉ-

ÍÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÍÕ z ∈ C ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ z ×ÍÅÓÔÏ x × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
É ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ É ÓÌÏÖÅÎÉÊ.

îÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×. ëÁË ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÎ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ × 0. ëÁË ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÓÌÏ×ÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÏÍ 0 É ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÎÕÌÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 0 + P = P É 0 · P = 0. óÔÅÐÅÎØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÈÏÔÑ ÕÄÏÂÎÏ ÕÓÌÏ×ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Å£ ÒÁ×ÎÏÊ −∞ ("ÍÉÎÕÓ-ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ").

ðÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ (Á −∞ × ÓÕÍÍÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÎÏ×Á
ÄÁ£Ô −∞).

2. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.
íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P É ÎÅÎÕÌÅ-

×ÏÇÏ Q ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÐÒÉÞ£Í ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) ÐÁÒÁ D (ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ) É R (ÏÓÔÁÔÏË), ÞÔÏ:

P = QD +R; degR < degQ:

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ
ÓÔÅÐÅÎÅÊ P É Q. åÓÌÉ degP < degQ, ÔÏ D = 0, R = Q. ðÕÓÔØ ÐÒÉ degP − degQ 6 k ÎÅÐÏÌÎÏÅ
ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ degP = degQ + k + 1. Q ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×
×ÉÄÅ:

P = P0 + kxn; n = degP; degP0 < n:
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ deg(kxn− lxk+1Q) < n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ l (ÒÁ×ÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ k Ë ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ

ÓÔÁÒÛÅÍ ÞÌÅÎÅ Q). äÌÑ (P0 + kxn− lxk+1Q) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÏ ÐÒÅÄÁÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ
D0 É ÏÓÔÁÔÏË R. éÍÅÅÍ:

P = P0 + kxn − lxk+1Q+ lxk+1Q = (D0 + lxk+1)Q+R:

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ D = D0 + lxk+1.
åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

3. ëÏÒÎÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ.
þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x), ÅÓÌÉ P (a) = 0.
þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x), ÅÓÌÉ n | ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ É P ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ (x−a)n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ
ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.
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ôÅÏÒÅÍÁ âÅÚÕ. þÉÓÌÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, P (a) = 0 ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ P (x) ... (x− a)n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ P (x) ... (x − a)n, ÔÏ P (x) = Q(x)(x − a)n É
Q(a) = 0. ôÅÐÅÒØ ÐÕÓÔØ P (a) = 0. òÁÚÄÅÌÉÍ P (x) ÎÁ (x − a) Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. óÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ. éÍÅÅÍ: P (x) = Q(x)(x − a) + r.
ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = a. ðÏÌÕÞÉÍ P (0) = r. îÏ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ P (0) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ r = 0, ÔÏ
ÅÓÔØ P ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x− a) ÎÁÃÅÌÏ.

éÎÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÚÕ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ É ÔÁË: ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ P (x) ÎÁ (x− a) ÒÁ×ÅÎ P (a).
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ n, P = (x− a)D. ôÏÇÄÁ a

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍD ËÒÁÔÎÏÓÔÉ n−1, ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ËÏÒÎÅÊ D ÒÁ×ÎÙ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍ
ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ËÏÒÎÅÊ P .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ b | ËÏÒÅÎØ D ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ:

D = (x− b)mD0; D = (x− b)m+1D1 +R; R 6= 0:

äÌÑ P ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ:

P = (x− b)m(x− a)D0; P = (x− b)m+1(x− a)D1 + (x− a)R:

ðÒÉ b = a ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. ðÒÉ b 6= a ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (x-a)R ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ
(x−b)m+1. ÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ R = (x−b)m(D0−(x−b)D1). éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ degR 6 m, ÉÍÅÅÍ R = k(x−b)m,
k | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ:

(x− a)R = k(x− a)(x− b)m = k(x− b)m+1 + (b− a)k(x− b)m:

ðÒÉ b 6= a ÉÍÅÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÓÔÁÔÏË. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ n ËÏÒÎÅÊ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. (ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÅÔÁ) ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆ-

ÆÉÃÉÅÎÔ 1 × ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ) É Õ ÎÅÇÏ n ËÏÒÎÅÊ x1, . . .xn. ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ xn−k
× ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÒÁ×ÅÎ (−1)k�k, ÇÄÅ �k ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ
ÎÁÂÏÒÏ× k ËÏÒÎÅÊ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ P = x3+ax2+bx+c Ó ËÏÒÎÑÍÉ x1, x2, x3 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ
× ×ÉÄÅ:

P = x3 − (x1 + x2 + x3)x2 + (x1x2 + x2x3 + x3x1)x− x1x2x3:

4. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ.
ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 1 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ), Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n

ËÏÒÎÅÊ (Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). üÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÓÔÏ, É ÍÙ ÐÏËÁ ÐÒÉÍÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ×ÅÒÕ.


