
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 16 ÑÎ×ÁÒÑ 2010 ÇÏÄÁ.

éÎ×ÅÒÓÉÑ { 4. òÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ.

1) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÔÒÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ.
òÅÛÅÎÉÅ. ãÅÎÔÒ ÉÓËÏÍÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ä×ÕÍ ÄÁÎÎÙÍ É

ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÏÔ ÎÉÈ, Á ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ ÒÁ×ÅÎ ÐÏÌÕÒÁÚÎÏÓÔÉ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ
ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÉÓËÏÍÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÔÒÅÔØÅÊ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× (Á ÏÎÉ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÙ).

2) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÃÅÎÔÒ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÐÒÑÍÕÀ × ËÏÎÃÅÎ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. ïÐÕÓÔÉÍ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ O ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ OA ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ, ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ AM Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ A É ÒÁÄÉÕÓÏÍ AM ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ÐÒÑÍÕÀ OA × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. ìÀÂÁÑ ÉÚ ÎÉÈ | ÉÓËÏÍÁÑ.

3) ôÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ O É ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÅÝÅ × ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ A, B, C. îÁÊÄÉÔÅ
ÓÕÍÍÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏ× ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÄÕÇÁÍÉ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

ïÔ×ÅÔ. 180◦. ðÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÏÂÙÞÎÙÊ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË A′B′C ′, Á ÕÇÌÙ ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ.

4) ïÂßÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ, ÎÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏÄÏÂÉÑ.
5) éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B É ÉÈ

ÏÂÒÁÚÁÍÉ A′ É B′ ÐÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O É ÒÁÄÉÕÓÏÍ R Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

A′B′ = R2 ·AB
OA ·OB

òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÔÏÞËÉ O;A;B ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ OA · OA′ = OB · OB′ = R2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ
OAB É OA′B′ ÐÏÄÏÂÎÙ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, A′B′ = AB · OA′OB = AB · R2

OA·OB . óÌÕÞÁÊ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÈ ÔÏÞÅË
ÎÅÓÌÏÖÅÎ É ÍÁÌÏÉÎÔÅÒÅÓÅÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏÊ, Á ÅÅ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ ÍÁÌÏÒÅÁÌØ-
ÎÙÍ. îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ R2

OA·OB ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÅ ÔÏÞËÉ A É B ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÂÌÉÚÉ
ÃÅÎÔÒÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÂÅ ÄÁÌÅËÏ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, Á ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ×ÂÌÉÚÉ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÍÁÌÏÚÁÍÅÔÎÏ.åÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ ÅÝÅ É ÒÁ×ÎÏÐÒÁ×ÉÅ ÔÏÞÅË A É B, ÔÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ.

6) Á) ôÅÏÒÅÍÁ ðÔÏÌÅÍÅÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÐÉÓÁÎÎÏÍ × ÏËÒÕÖÎÏ ÓÔØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AB · CD + BC · AD ≥
AC ·BD, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,
É ÐÁÒÁ ÔÏÞÅË A É C ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË B É D.

òÅÛÅÎÉÅ. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ A. ïÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÐÒÑ-
ÍÕÀ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ C ′ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ B′ É D′. ðÏÜÔÏÍÕ B′D′ = B′C ′ + C ′D′. ïÓÔÁÌÏÓØ ÔÒÉ-
ÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÐÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ É ÕÍÎÏÖÉÔØ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ
AB·AC·AD

R2 .
Â) ðÒÉ ÔÏÊ ÖÅ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ×ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉ-
ÇÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

7) ðÏÒÉÚÍ ûÔÅÊÎÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 2 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ 1. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÃÅÐÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ , ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÅÔÓÑ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ (Sn ËÁÓÁÅÔÓÑ Sn−1 É Sn+1), Á ÔÁËÖÅ 1 É
2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T1, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ 1 É 2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÚ n ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

ñËÏÂ ûÔÅÊÎÅÒ (1796-1863) ÒÏÄÉÌÓÑ × û×ÅÊÃÁÒÉÉ × ËÒÅÓÔØÑÎÓËÏÊ ÓÅÍØÅ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ûÔÅÊÎÅÒ ÂÙÌ
ÓÁÍÏÕÞËÏÊ. ÷ ×ÏÚÒÁÓÔÅ Ä×ÁÄÃÁÔÉ ÌÅÔ ÏÎ ÐÅÒÅÅÈÁÌ × çÅÒÍÁÎÉÀ, ÇÄÅ É ÒÁÂÏÔÁÌ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÖÉÚÎÉ. ïÎ ×ÐÅÒ×ÙÅ
ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó Ä×ÕÍÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍÉ - ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, ×ÙÐÏÌÎÉÍÙÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÊ
ÌÉÎÅÊËÉ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁÍ ÄÁÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É Å£ ÃÅÎÔÒ. ûÔÅÊÎÅÒ ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÞÔÏ "ÒÁÓÞ£Ô
ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÍÙÛÌÅÎÉÅ, Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÜÔÏ ÍÙÛÌÅÎÉÅ ÕËÒÅÐÌÑÅÔ".

òÅÛÅÎÉÅ. ðÅÒÅ×ÅÄÅÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ 1 É 2 × ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ.


