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îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ.
íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÓÅÒÉÀ ÚÁÎÑÔÉÊ, ÐÏÓ×ÑÝ£ÎÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.

÷ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

1. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ï ÓÒÅÄÎÉÈ.
ëÁË ×Ù ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÅÔÅ, ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ a+b

2 , Á ÉÈ ÓÒÅÄÎÉÍ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

√
ab. îÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÎÉ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ

a É b, ÜÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. úÎÁÅÔÅ ×Ù, ËÏÎÅÞÎÏ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÉÈ: a+b
2 >

√
ab. ïÎÏ

ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÎÁ ÕÒÏËÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, É ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.
îÁÐÏÍÎÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ a = b.

õÖÅ ÜÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÁ£Ô ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Á. íÎÏÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ Õ ×ÁÓ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÎÁ ÕÒÏËÁÈ, ÐÏÄÂÏÒËÁ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ É × ççú.
éÓËÕÓÓÔ×Ï ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ, "ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ
a É ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ b". ôÁËÖÅ ÞÁÓÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÊ) É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÉÈ (Á ÜÔÏ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ).

ðÒÉ×ÅÄ£Í ÐÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É c ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï abc > (a+ b− c)(a+
c− b)(b+ c− a). òÅÛÅÎÉÅ. úÁÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ a ÔÁËÉÍ ÍÕÄÒ£ÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ: a = a+b−c+a+c−b

2 . ðÒÉÍÅÎÉÍ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÉÈ: a = a+b−c+a+c−b

2 >
√

(a+ b− c)(a+ c− b). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÄÌÑ b É ÄÌÑ
c: b = b+a−c+b+c−a

2 >
√

(b+ a− c)(b+ c− a) É c = c+b−a+c+a−b
2 >

√
(c+ b− a)(c+ a− b). ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ

×ÓÅ ÔÒÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ.
ïÛÉÂËÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÐÏÚÁÂÏÔÉÌÉÓØ Ï ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÍÅÎÑÌÉ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Á Ï ÓÒÅÄÎÉÈ. îÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÓÐÁÓÔÉ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a > b > c > 0. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ a + b − c > 0 É a + c − b > 0. åÓÌÉ É b + c − a > 0, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÈÏÄÉÔ. á ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÔÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

óÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ | ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÒÅÄÎÉÈ. ÷ÁÍ
ÍÏÇÌÏ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ 2

1
a + 1

b
É ÓÒÅÄÎÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ

√
a2+b2

2 . ìÅÇËÏ ÄÏ-

ËÁÚÁÔØ (ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ), ÞÔÏ 2
1
a + 1

b
6
√
ab 6 a+b

2 6
√

a2+b2
2 . ÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ a = b.
÷ÏÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É c ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï √ a
b+c +

√
b

a+c + √ c
b+a > 2.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ ËÏÒÎÉ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÈ ËÁË ÓÒÅÄÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ.
ôÁË ËÁË ÎÁÄÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØ Ó×ÅÒÈÕ, ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ É ÓÒÅÄÎÅÍ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ. ðÏÄ ËÏÒÎÅÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ | ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ√ a

b+c = √ a
b+c · 1. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ: √ a

b+c · 1 > 2
b+c
a + 1 = 2a

a+b+c . äÅÌÁÑ ÔÁË ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒ£È ËÏÒÎÅÊ É
ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ÷ÏÐÒÏÓ: ÐÒÉ ËÁËÉÈ a, b, c ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï? ïÔ×ÅÔ: ÎÉ ÐÒÉ
ËÁËÉÈ (Á ÐÏÞÅÍÕ?). åÝ£ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÅ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë Ä×ÏÊËÅ, ÉÌÉ
ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ, ÐÏÓÔÁ×É× ×ÍÅÓÔÏ Ä×ÏÊËÉ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ?

1



2. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÑ ÔÒ£È ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÄÌÑ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ: a+b+c

3 > 3√abc.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÔÁË. ðÏÌÏÖÉÍ a = x3, b = y3, c = z3. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ
ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x3 +y3 + z3−3xyz > 0. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á x3 +y3 + z3−3xyz =
(x + y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz). ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ÎÁÍ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ËÏÒÎÑÍÉ
ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ïÂÅ ÓËÏÂËÉ ÓÐÒÁ×Á ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ: ÏÄÎÁ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, Á ×ÔÏÒÁÑ × ÓÉÌÕ
ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ Ó ÕÒÏËÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÞÕÄÅÓÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x2 + y2 + z2 > xy + yz + xz. ïÎÏ, ËÓÔÁÔÉ,
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ, Á ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÌØËÏ
ÐÒÉ x = y = z.

ðÒÉ×ÅÄ£Í ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a
b + b

c+ c
a > 3. ëÁÖÄÙÊ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÅÔ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ

ÓÁÍ.
÷ÏÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÉÎÉ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÐÅÒÉÍÅÔÒ Õ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ.
òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ: S2 = p(p−a)(p−b)(p−c) 6 p

(p−a+p−b+p−c
3

)3 = p4

27 . éÔÁË, p >
√
S 4√27. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ p− a = p− b = p− c, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
3. éÎÄÕËÃÉÑ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ.
÷ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÅÝ£ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, n. éÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ n ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ×

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÁËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÏÞØ
ÍÅÔÏÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

÷ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 2n > n ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n. âÁÚÁ: ÐÒÉ
n = 1 ×ÅÒÎÏ. ûÁÇ: ÐÕÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k 6 n. ôÏÇÄÁ 2n > n, ÏÔËÕÄÁ 2n+1 > 2n > n+1 (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ n > 1).

ðÒÉ×ÅÄ£Í ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÒ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ×ÁÖÎÏÇÏ É ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
âÅÒÎÕÌÌÉ.

äÁÎÉÉÌ âÅÒÎÕÌÌÉ (1700, çÒÏÎÉÎÇÅÎ, çÏÌÌÁÎÄÉÑ { 1782, âÁÚÅÌØ, û×ÅÊÃÁÒÉÑ) | ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ Û×ÅÊÃÁÒ-
ÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÇÏÌÌÁÎÄÓËÏÇÏ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ. òÏÄ âÅÒÎÕÌÌÉ - ÕÎÉËÁÌØÎÙÊ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ËÁË ÞÌÅÎÙ ÏÄÎÏÊ ÓÅÍØÉ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÏËÏÌÅÎÉÊ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ,
ÄÏÓÔÉÇÁÑ × ÎÅÊ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. íÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ (É ×ÅÓØÍÁ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÍÉ!) × ÜÔÏÊ ÓÅÍØÅ ÂÙ-
ÌÉ, ÐÏÍÉÍÏ äÁÎÉÉÌÁ, ÅÇÏ ÏÔÅÃ éÏÇÁÎÎ, ÂÒÁÔØÑ îÉËÏÌÁÊ É ñËÏÂ, ÄÑÄÑ ñËÏÂ, Ä×ÏÀÒÏÄÎÙÊ ÂÒÁÔ îÉËÏÌÁÊ
É ÓÙÎ éÏÇÁÎÎ.
äÁÎÉÉÌ âÅÒÎÕÌÌÉ ×Î£Ó ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ×ËÌÁÄ ÐÏÞÔÉ ×Ï ×ÓÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÉÚÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. åÇÏ ÒÁÂÏÔÙ
ËÁÓÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÅÂÅÓÎÏÊ ÍÅÈÁ-
ÎÉËÉ, ÏÎ ×Ù×ÅÌ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÓÔÒÕÎÙ, ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÉ, ÐÒÉÍÅÎÉÌ ÍÅÔÏÄ
ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÑÄÏ× (×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄÏÍ æÕÒØÅ) Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. 10 ÒÁÚ ÕÄÏÓÔÁÉ×ÁÌÓÑ ÐÒÅÍÉÉ ðÁÒÉÖÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË ÚÁ ÌÕÞÛÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ
É ÆÉÚÉËÅ. õÐÏÍÑÎÕÔÏÅ × ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÎÉËÌÏ × ÒÁÂÏÔÅ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÅÌÏ×.

ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n É ÌÀÂÏÍ x > −1 ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ: (1 + x)n > 1 + nx.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ÂÁÚÁ n = 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ûÁÇ: ÐÕÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k 6 n. ôÏÇÄÁ
(1 + x)n > 1 + nx, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ!) ÞÉÓÌÏ (1 + x) É ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÏÔ ÞÔÏ:
(1 + x)n+1 > 1 + (n + 1)x + nx2, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ nx2 > 0, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ
ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ïÂßÑÓÎÉÔÅ ÔÁË-
ÖÅ, ÐÏÞÅÍÕ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÉÎÏÍÏÍ îØÀÔÏÎÁ É ÏÔÂÒÏÓÉÔØ
ÅÇÏ ÌÉÛÎÉÅ ÞÌÅÎÙ.
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3. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ).
ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÎÁ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÍÕ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ.
ëÏÛÉ (Cauchy) ïÇÀÓÔÅÎ ìÕÉ (1789 { 1857), ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÒÏÄÉÌÓÑ × ðÁÒÉÖÅ,
× ÓÁÍÙÊ ÒÁÚÇÁÒ ÷ÅÌÉËÏÊ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÊ ÒÅ×ÏÌÀÃÉÉ (ÚÁ ÎÅÄÅÌÀ ÄÏ ÐÒÉÎÑÔÉÑ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ "äÅËÌÁÒÁÃÉÉ
ÐÒÁ× ÞÅÌÏ×ÅËÁ É ÇÒÁÖÄÁÎÉÎÁ"). ÷ 1807 ìÕÉ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ Ecole Polytechnique, ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÉÎÖÅÎÅÒÏÍ ÎÁ
ÐÏÓÔÒÏÊËÅ ×ÏÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÔÁ × ûÅÒÂÕÒÅ É ÔÁÍ ÐÉÛÅÔ Ó×ÏÉ ÐÅÒ×ÙÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.
÷ 1813 ÇÏÄÕ ëÏÛÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ðÁÒÉÖ, × 1816 ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÞÌÅÎÏÍ ðÁÒÉÖÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË.
ëÏÛÉ ÐÒÅÐÏÄÁ£Ô × College de France É × Ecole Polytechnique ÄÏ 1830 ÇÏÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉÈÏÄ Ë ×ÌÁÓÔÉ ìÕÉ
æÉÌÉÐÐÁ ×ÙÎÕÖÄÁÅÔ ëÏÛÉ, ÐÒÉÓÑÇÁ×ÛÅÍÕ ÎÁ ×ÅÒÎÏÓÔØ ÏÔÓÔÒÁÎ£ÎÎÏÍÕ ÏÔ ×ÌÁÓÔÉ ëÁÒÌÕ X, ÕÅÈÁÔØ ÉÚ
æÒÁÎÃÉÉ. ÷ ÜÍÉÇÒÁÃÉÉ ëÏÛÉ ÖÉ×£Ô ÄÏ 1838 ÇÏÄÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ðÁÒÉÖ.
íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÁÓÌÅÄÉÅ ëÏÛÉ ÍÎÏÇÏÐÌÁÎÏ×Ï É ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ. ïÎ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×Õ "ÏÔÃÏÍ ÓÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ". ëÏÛÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÒÏÍ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ, ÓÔÁ×ÛÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ, ÕÞÅÂÎÉËÏ×. ïÎ
ÒÁÂÏÔÁÌ ÔÁËÖÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÒÕÇÏÓÔÉ, ÏÐÔÉËÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. õÐÏÍÉÎÁÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ëÏÛÉ × 1821 ÇÏÄÕ.

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ: a1+a2+···+an
n > n

√a1a2 · · · · · an.
üÔÏ ÔÒÕÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ëÏÛÉ ÐÏÞÔÉ 200 ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ. úÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ

ÎÅÍÁÌÏ ÒÁÚÎÙÈ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. íÙ ÐÒÉ×ÅÄ£Í Ä×Á, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÀ.
ðÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÁÚÁ ÐÒÉ n = 2 ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ. ûÁÇ: ÐÕÓÔØ ÄÌÑ k 6 n ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ÄÏËÁÚÁÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ k = n + 1. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a1+a2+···+an+an+1
n+1 > n+1

√a1a2 · · · · · an+1.
âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ an+1 | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ a1, a2, a3, . . . , an+1. ðÏÌÏÖÉÍ Sn = a1+a2+···+an

n É,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Sn+1 = a1+a2+···+an+an+1

n+1 . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ an+1 > Sn, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
an+1 = Sn + d, ÇÄÅ d > 0. ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Sn+1 × ×ÉÄÅ Sn+1 = nSn+an+1

n+1 . ïÃÅÎÉÍ Sn+1
n+1 , ÐÏÌÕÞÉÍ:

Sn+1
n+1 =

(
nSn+an+1

n+1

)n+1
=

(nSn+Sn+d
n+1

)n+1 = Sn+1
n

(
1 + d

(n+1)Sn

)n+1
> Sn+1

n

(
1 + d

Sn

)
= Snn(Sn + d) =

Snn · an+1 > a1a2 · · · · · an+1. üÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÔÁËÖÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ, ÐÒÉÂÅÇÎÕ× Ë ÎÅÏÂÙÞ-

ÎÏÊ Å£ ÆÏÒÍÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ "×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ". éÍÅÎÎÏ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ. ôÏ ÅÓÔØ, ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a1+a2+···+a2m

2m >
2m
√a1a2 · · · · · a2m . âÁÚÁ m = 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ m Ë m + 1 ÑÓÅÎ: ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ a1+a2+···+a2m+1

2m+1 ÒÁÚ-
ÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ É ËÁÖÄÁÑ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ: a1+a2+···+a2m+1

2m+1 = a1+a2+···+a2m
2m+1 + a2m+1+a2m+2+···+a2m+1

2m+1 >
2m√a1a2·····a2m+ 2m√a2m+1a2m+2·····a2m+1

2 >
√

2m
√a1a2 · · · · · a2m · 2m

√a2m+1a2m+2 · · · · · a2m+1 = 2m+1√a1a2 · · · · · a2m+1 ,
ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

á ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ n+1, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ n. éÍÅÎÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ n+1 Ë ÞÉÓÌÁÍ a1, a2, . . . , an É Sn (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á). éÍÅÅÍ:(a1+a2+···+an+Sn

n+1
)n+1 > a1a2a3·· · ··anSn. îÏ a1+a2+···+an+Sn

n+1 = Sn, ÐÏÜÔÏÍÕ Sn+1
n > a1a2a3·· · ··anSn, ÏÔËÕÄÁ,

ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÎÁ Sn ×Ó£ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (ÅÓÌÉ Sn = 0, ÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÉ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ).
éÔÁË, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÐÏÄÂÉÒÁÅÍ m ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 2m > n ("ÚÁÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏ×ÙÛÅ ÐÏ ÓÔ×ÏÌÕ ÉÎÄÕËÃÉÉ"),

ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ "ÓÐÕÓËÁÅÍÓÑ ÐÏ ×ÅÔÏÞËÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ" ÏÔ 2m Ë n. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.


