
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 1 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 ÇÏÄÁ.

òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÐÉÓÏË �5. óÒÏË ÓÄÁÞÉ ÄÏ 28 ÆÅ×ÒÁÌÑ.
1) ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ m, n É k ÐÏÄÏÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ k2 − n2 −m2 = 2(m− n)(k −m+ n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

√
2nm | ÃÅÌÏÅ

ÞÉÓÌÏ.
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ k2 − n2 −m2 = 2mk− 2nk− 2m2 + 2mn+ 2mn− 2n2. ïÔÓÀÄÁ k2 + n2 +
m2 − 2mk − 2mn+ 2nk = 2mn, Á ÔÏÇÄÁ (k + n−m)2 = 2mn, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.

2) ÷ ÌÅÓÕ ÖÉ×ÕÔ ×ÏÌËÉ, ÚÁÊÃÙ É ËÏÍÁÒÙ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÐÒÁ×ÄÕ, ÐÒÏÞÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÒÕÔ. ëÁÖÄÏÇÏ
ÓÐÒÏÓÉÌÉ: 1) "ôÙ ×ÏÌË?" (60% ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ×), 2) "ôÙ ÚÁÑÃ?" (40% ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ×), 3) "ôÙ ËÏÍÁÒ?"
(30% ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ×). óËÏÌØËÏ ÐÒÏÃÅÎÔÏ× ÌÇÕÎÏ× × ÌÅÓÕ?

ïÔ×ÅÔ: 30%. òÅÛÅÎÉÅ. ëÁÖÄÙÊ ÌÖÅÃ ÄÁÌ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÁ, Á ËÁÖÄÙÊ ÐÒÁ×ÄÅÃ | ÏÄÉÎ. ÷ÓÅÇÏ
ÏÔ×ÅÔÏ× "ÄÁ" ÂÙÌÏ 130%, ÜÔÏ ×ÓÅ ÐÏ ÒÁÚÕ É ÅÝ£ ×ÓÅ ÌÇÕÎÙ. ôÏ ÅÓÔØ ÌÇÕÎÏ× 30%.

3) AA1 É CC1 | ×ÙÓÏÔÙ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ôÏÞËÉ G É F ÎÁ AC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ C1F ||BC É
A1G||AB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A1, C1, G É F ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ: ∠AGC = ∠BAC = ∠C1A1B = ∠A1C1F . üÔÏ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ.

4) äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 6 x; y 6 1 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x√
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. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
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5 . ÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Ë×ÁÄÒÁÔ É ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ó×ÏÄÑÔ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë 3x2−10x+7 > 0,

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó (3x− 7)(x− 1) > 0 É ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ 0 6 x 6 1.

5) ä×Á ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉÐÉÓÁÌÉ ÏÄÎÏ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÊÄÉÔÅ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ïÔ×ÅÔ 16667 É 33334 òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ x É y | ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ. ôÏÇÄÁ x · 100000 + y = kxy. ïÔÓÀÄÁ y = mx É
x · 100000 + mx = kmx2, ÔÏ ÅÓÔØ ·100000 + m = kmx. ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ m ÄÅÌÉÔ 100000, ÐÒÉ ÜÔÏÍ m < 10
ËÁË ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ m ∈ {1; 2; 4; 5; 8}. ðÒÉ m = 1 x ÄÅÌÉÔ 100001, ÎÏ ÔÏÇÄÁ
ÞÁÓÔÎÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 10, Á ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ 100001 ÎÅÔ. ðÒÉ m = 2 x ÄÅÌÉÔ 50001, ÓÁÍÏ
ÞÉÓÌÏ 50001 ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ, ÚÁÔÏ 50001 ËÒÁÔÎÏ ÔÒ£Í, ÞÔÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ x = 16667, y = 33334. äÒÕÇÉÅ
×ÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÎÏ×ÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÄÁÀÔ.

6) îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC ÒÏÍÂÁ ABCD ÕÄÁÌÏÓØ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÏÞËÕ E ÔÁË, ÞÔÏ AE = CD. ïÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ AEB ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË ED × ÔÏÞËÅ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A, F É C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

òÅÛÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ADCE | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ. ðÕÓÔØ F | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Å£ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.
æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KABE ×ÐÉÓÁÎ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ∠CEK = ∠ECK = ∠BAC. ðÅÒ×ÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ, ×ÔÏÒÏÅ | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

7) ðÑÔÅÒÏ ÓÙÇÒÁÌÉ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÔÕÒÎÉÒ ÐÏ ÛÁÈÍÁÔÁÍ. áÎÄÒÅÊ ×ÙÉÇÒÁÌ ÒÏ×ÎÏ Ä×ÁÖÄÙ, âÏÒÑ ÉÇÒÁÌ ÔÏÌØËÏ ×ÎÉÞØÀ,
÷ÁÓÑ ÐÒÏÉÇÒÁÌ ÔÏÌØËÏ ÚÁÎÑ×ÛÅÍÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ, çÅÎÁ ÎÁÂÒÁÌ ÎÁ ÐÏÌ-ÏÞËÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ äÉÍÁ. óËÏÌØËÏ Õ ËÏÇÏ ÏÞËÏ×?

õ ×ÓÅÈ × ÓÕÍÍÅ 10 ÏÞËÏ×. õ ÐÒÏÉÇÒÁ×ÛÅÇÏ ÍÅÎÅÅ 2 ÏÞËÏ×, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÙÉÇÒÁÌ Õ ÷ÁÓÉ É ÓÙÇÒÁÌ
×ÎÉÞØÀ Ó âÏÒÅÊ. úÎÁÞÉÔ Õ ÐÒÏÉÇÒÁ×ÛÅÇÏ ÐÏÌÔÏÒÁ ÏÞËÁ. üÔÏ ÎÅ âÏÒÑ (Õ ÎÅÇÏ 2 ÏÞËÁ, ÎÅ áÎÄÒÅÊ (Õ ÎÅÇÏ ÎÅ
ÍÅÎÅÅ 2; 5), ÎÅ ÷ÁÓÑ É ÎÅ çÅÎÁ. üÔÏ äÉÍÁ. ôÏ ÅÓÔØ, Õ äÉÍÙ 1; 5 ÏÞËÁ. äÉÍÁ ÐÒÏÉÇÒÁÌ çÅÎÅ É áÎÄÒÅÀ. áÎÄÒÅÊ
×ÙÉÇÒÁÌ ÔÁËÖÅ É Õ çÅÎÙ, ÉÂÏ Õ ÷ÁÓÉ ÏÎ ×ÙÉÇÒÁÔØ ÎÅ ÍÏÇ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, çÅÎÁ ÉÍÅÅÔ 1; 5 ÏÞËÁ ÐÌÀÓ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ
ÐÏÌÕÞÉÌ × ÉÇÒÅ Ó ÷ÁÓÅÊ. ôÁË ËÁË Õ çÅÎÙ ÎÁ ÐÏÌ-ÏÞËÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ äÉÍÙ, ÔÏ Ó ÷ÁÓÅÊ çÅÎÁ ÓÙÇÒÁÌ ×ÎÉÞØÀ.
þÔÏÂÙ ÷ÁÓÑ ÎÅ ÂÙÌ ÐÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÍ, Õ ÎÅÇÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÅÝ£ ÏÞËÏ× ÉÇÒÅ Ó áÎÄÒÅÅÍ. éÔÁË, Õ äÉÍÙ 1; 5 ÏÞËÁ,
Õ áÎÄÒÅÑ 2; 5 ÏÞËÁ, Õ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÏ 2 ÏÞËÁ.

8) îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ Ë×ÁÄÒÁÔ. íÉÛÁ ÉÚÍÅÒÉÌ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ É
ÐÏÌÕÞÉÌ 1 ËÍ, 4 ËÍ, 7 ËÍ, 8 ËÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÛÉÂÓÑ.

ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ x | ÓÔÏÒÏÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, M | ÄÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, MA = 1, MB = 4, MC = 7, MD = 8
(ÔÏÞËÉ A, B, C, D | ×ÅÒÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÏÒÑÄËÅ). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AB 6
1 + 4 = 5, ÎÏ x 6 AB, ÔÏ ÅÓÔØ x 6 5. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÌÉÂÏ AC, ÌÉÂÏ AD Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, Á
ÔÏÇÄÁ x+ 1 > 8 ÉÌÉ x+ 1 > 7. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ×ÙÐÏÌÎÉÍÏ ÐÒÉ x 6 5.

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (÷ÌÁÄ çÅÎËÉÎ). äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ÔÏÞËÉ M ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (É ÄÁÖÅ ÐÒÏÓÔÁÎÓÔ×Á) MA2 + MC2 = MB2 + MD2. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÕÓÔÁÎÁ-
×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ
ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ëÁÒÎÏ: MA2 + MC2 = MB2 + MD2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ MA2 − MB2 = MD2 − MC2. ðÏ
ÐÒÉÎÃÉÐÕ ëÁÒÎÏ ÜÔÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ M1A2 −M1B2 = M2D2 −M2C2, ÇÄÅ M1 É M2 ÓÕÔØ ÐÒÏÅËÃÉÉ M
ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ AB É CD. ôÅÐÅÒØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ M1A = M2D É M1B = M2C.



9) ÷ ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á Ã×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ
×ÅÒÛÉÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÄÒÕÇÏÇÏ Ã×ÅÔÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏËÒÁÓÉÍ ÌÀÂÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ × ËÒÁÓÎÙÊ Ã×ÅÔ, ×ÓÅ, ÓÍÅÖÎÙÅ Ó ÎÅÊ, | × ÓÉÎÉÊ, ×ÓÅ ÓÍÅÖÎÙÅ Ó ÓÉÎÉÍÉ (É
ÅÝ£ ÎÅ ÐÏËÒÁÛÅÎÎÙÅ) | ÓÎÏ×Á × ËÒÁÓÎÙÊ É Ô.Ä. ôÁË ÐÏËÒÁÓÉÍ ×ÓÅ ×ÅÒÝÉÎÙ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ
ÇÒÁÆÁ.

10) ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ
ÔÁËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.

ïÔ×ÅÔ: 2, 6, 42, 1806. òÅÛÅÎÉÅ. îÁÚÏ×£Í ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÞÉÓÌÁ "ÈÏÒÏÛÉÍÉ". ðÕÓÔØ p1 · p2 · · · · · pn | ÈÏÒÏÛÅÅ
ÞÉÓÌÏ (ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÄÕÔ ÐÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ). ôÏÇÄÁ É p1 · p2 · · · · · pn−1, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÈÏÒÏÛÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
× ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ pi − 1 (1 6 i 6 n − 1) ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ pn ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÎÅ ÐÏÍÏÖÅÔ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÈÏÒÏÛÉÅ ÞÉÓÌÁ
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÄÏÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ë ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ (Ä×ÏÊËÅ) ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ôÁË ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ 2,
2 · 3, 2 · 3 · 7. ëÁÎÄÉÄÁÔÁÍÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÕÖÁÔ 2 · 7 + 1 = 15 É 2 · 3 · 7 + 1 = 43, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÒÏÓÔÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÅ. ôÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔ×ÅÔ. ëÁÎÄÉÄÁÔÁÍÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ 2 · 3 · 43 + 1 = 259, 2 · 7 · 43 + 1 = 603 É 2 · 3 · 7 · 43 + 1 = 1807. ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ
ÎÅÔ.

11) 10 ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÐÉÓÁÌÏ ËÏÎÔÒÏÌØÎÕÀ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ÷ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ôÁÔØÑÎÁ àÒØÅ×ÎÁ ÔÉÈÏÎØËÏ ÉÈ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÒÏ-
×ÁÌÁ. ðÏÔÏÍ ÏÎÁ ÓËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÙÊ ËÁÄÒ ÐÏÐÁÌÏ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÛËÏÌØÎÉËÁ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×ÏÅ ÎÅ ÂÙÌÉ ÓÆÏÔÏÇÒÁÆÉÒÏ×ÁÎÙ
Ä×ÁÖÄÙ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÎÁÛÌÏÓØ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÇÄÅ ÂÙÌÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÞÌÅÎÙ
ÔÏÌØËÏ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. îÅ ÏÛÉÂÌÁÓØ ÌÉ ôÁÔØÑÎÁ àÒØÅ×ÎÁ?

òÅÛÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÛËÏÌØÎÉËÉ, Ò£ÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÔÅÈ, ËÔÏ ÐÏÐÁÌ
ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÆÏÔÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× | ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÂÙ ÎÉ Ó ËÅÍ ÎÅ
ÓÏÅÄÉÎÑÌÓÑ, É, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ É ÔÒÉ ÄÒÕÇÉÅ, ÍÙ ÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 7
×ÅÒÛÉÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ôÁËÖÅ ÎÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ 4 É ÂÏÌÅÅ, ÉÎÁÞÅ
ÓÒÅÄÉ ÞÅÔÙÒ£È Å£ ÓÏÓÅÄÅÊ ÂÙÌÁ ÂÙ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÁÑ Ó Ä×ÕÍÑ | ÏÎÉ ÔÒÏÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 4
ÄÁ×ÁÌÉ ÂÙ ÚÁÐÒÅÝ£ÎÎÕÀ ÞÅÔ×£ÒËÕ. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 4 ×ÅÒÛÉÎÙ. ìÉÂÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ 3, ÌÉÂÏ ÏÎÉ
ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÃÅÐØÀ. ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÔÒÉ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒ£È Ó ÐÑÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÑÔÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ
ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È, Á ÜÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

12) âÕÍÁÖÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÄÅÌ£Î ÌÉÎÉÑÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÎÁ N ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N−1 ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏ× ÔÁË, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÓÐÁÄ£ÔÓÑ ÎÁ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ.
òÁÚÒÅÚ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ ÉÌÉ ËÏÎÞÁÔØÓÑ ÎÁ ËÒÁÀ. þÁÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÎÅÌØÚÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ëÁÖÄÙÊ ÉÈ ËÏÎÅÃ | ×ÅÒÛÉÎÁ ÒÏ×ÎÏ Ä×ÕÈ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ÷ÓÅÇÏ Õ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4N ×ÅÒÛÉÎ, 4 ×ÅÒÛÉÎÙ | ÕÇÌÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 4N − 4
×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ N − 1 ÏÔÒÅÚËÁ.

13) ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ A É B. ÷ ÔÏÞËÅ A Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏ×ÅÌÉ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, Á ÐÏÔÏÍ
× ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÌÉ ÐÏ ÄÉÁÍÅÔÒÕ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÃÙ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË O1O2W , ÇÄÅ O1 É O2 | ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, Á W | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÄÉÁÍÅÔÒÏ×. ôÏÇÄÁ O1A⊥O2W É O2A⊥O1W , ÔÏ ÅÓÔØ A | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ O1O2W .
ôÏÇÄÁ WA⊥O1O2, ÔÏ ÅÓÔØ W ÌÅÖÉÔ ÎÁ AB. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ W ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ
ÏÄÉÎÁËÏ×Á, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ W ÄÏ ÅÇÏ ËÏÎÃÏ× ÏÄÎÏ É ÔÏ
ÖÅ, Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ × ÚÁÄÁÞÅ.

14) äÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x3 + ax2 + 17x+ 3b, ÇÄÅ a É b | ÃÅÌÙÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÔÒÉ ÃÅÌÙÈ ËÏÒÎÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
×ÓÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ).

òÅÛÅÎÉÅ. åÓÌÉ p | ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ (ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2), Á q | ÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ
17 = p2 + 2pq. ïÔÓÀÄÁ (p; q) ∈ {(1; 8); (−1; −8); (17; −8); (−17; 8)}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, p2q = −3b ÐÏ ÔÏÊ
ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÉÅÔÁ, ÎÏ ÎÉ × ËÁËÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ P 2q ÎÅ ËÒÁÔÎÏ ÔÒ£Í.

15) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ËÌÅÔÞÁÔÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒ£ÈËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÕÇÏÌËÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏ×
ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ Þ£ÔÎÏ.

òÅÛÅÎÉÅ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. âÁÚÁ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ 6 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÐÌÏÝÁÄÉ, ÍÅÎØÛÅÊ N , ÄÏËÁÚÁÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÐÌÏÝÁÄÉ N . ðÒÏ×ÅÄ£Í ÐÒÑÍÕÀ a |
ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ. ÷ÓÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÏÄÅÌÉÍ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ a É ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ. îÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÔÓÑ × ÐÁÒÙ (ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÅÇÏ
ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a), Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏÌÏ×ÉÎ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÎÁ ÎÅÊ ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× Þ£ÔÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ.


