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îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á { 2. òÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 1) 6 nn.
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔØ ëÏÛÉ Ë ÐÅÒ×ÙÍ n ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ.

2) äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x É y ÄÏËÁÖÉÔÅ: x2(y3 + x+ 1) + y2(x3 + y + 1) 6 x4(y + 1) + y4(x+ 1) + x+ y.
òÅÛÅÎÉÅ. x2y3 + y2x3 6 x4y + xy4 ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ íÀÒÈÅÄÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÓÒÁ×ÎÉÔØ x3 +
y3 + x2 + y2 É x4 + y4 + x + y. ÷ÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:
x(x− 1)2(x+ 1) + y(y − 1)2(y + 1).
ôÕÔ ×Ó£ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÚÎÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.

3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x, y É z ×ÅÒÎÏ (x+ y + z)(xy + yz + zx) 6 3(x3 + y3 + z3).
òÅÛÅÎÉÅ. óÌÅ×Á 3S[(1; 1; 1)] + 6S[(2; 1; 0)], ÓÐÒÁ×Á 9S[(3; 0; 0)].

4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ x+ y + z = 1 É x; y; z > 1
4 ×ÅÒÎÏ

√
4x+ 1 +√4y + 1 +

√
4z + 1 6 5.

òÅÛÅÎÉÅ. ïÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ
√

4x+ 1 6 2x+ 1.
5) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x, y É z ×ÅÒÎÏ:

xy(x2 + y2)2 + yz(y2 + z2)2 + zx(z2 + x2)2 6 k(x6 + y6 + z6):

òÅÛÅÎÉÅ. óÌÅ×Á 6S[(5; 1; 0)] + 6S[(3; 3; 0)]. óÐÒÁ×Á 3kS[(6; 0; 0)]. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÉ k > 4
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÕÓÔØ k < 4. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ x = y = z = 1. óÌÅ×Á ÂÕÄÅÔ 12, Á
ÓÐÒÁ×Á 3k, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ 12. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, k = 4.

6) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ cn, n > 1 ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x1, . . . , xn ×ÅÒÎÏ:

(x2
1 + x2

2 : : :+ x2
n) > cn(x1x2 + x2x3 + : : :+ xnx1):

(ÐÒÉ n = 2 ÓÐÒÁ×Á c2(x1x2 + x2x1))
òÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ n = 2 ÉÌÉ n = 3 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ íÀÒÈÅÄÁ (n = 2 | ëÏÛÉ; n = 3 | Ï 3È
Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ c2 = 1, c3 = 1.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ cn = 1 ÐÒÉ n > 3. äÏÍÎÏÖÉÍ ×Ó£ ÎÁ 2, ×ÙÞÔÅÍ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÁ×ÕÀ
É, ÐÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏ×Á×, ÐÏÌÕÞÉÍ (x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + : : :+ (xn − x1)2. üÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ.
íÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ x1 = : : : = xn = 1.

7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a1, a2, . . . , ak ×ÅÒÎÏ:

an1 + an2 + · · ·+ ank
k >

(a1 + a2 + · · ·+ ak
k

)n
:

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ k.
8) äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É c ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ abc = 1, ÄÏËÁÖÉÔÅ: 1

1+a+b + 1
1+b+c + 1

1+c+a 6 1.
òÅÛÅÎÉÅ. äÏÍÎÏÖÉÍ ×Ó£ ÎÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ:

3 + 4(a+ b+ c) + 3(ab+ bc+ ac) + a2 + b2 + c2 6

6 1 + 3(a+ b+ c) + 3(ab+ bc+ ac) + a2 + b2 + c2 + 2abc+ a2b+ ab2 + a2c+ ac2 + b2c+ cb2:
õÂÉÒÁÑ ×Ó£ ÌÉÛÎÅÅ (É ÚÁÍÅÎÑÑ 2abc ÓÐÒÁ×Á ÎÁ 2), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë:
a+ b+ c 6 a2b+ ab2 + a2c+ ac2 + b2c+ c2b.
úÁÍÅÎÑÅÍ c ÎÁ 1

ab , ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÏÍÎÏÖÁÅÍ ×Ó£ ÎÁ (ab)2:

a3b2 + a2b3 + ab 6 a4b3 + a3b4 + a3b+ a+ ab3 + b:

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ × Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: 1) a > 1, b > 1; 2) a 6 1, b 6 1.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÊÓÑ ÓÌÕÞÁÊ: a > 1, b < 1 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ðÒÉ ÔÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ a3b2 < a3b, a2b3 6 a4b3. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É
ab < a+ b. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ab < a, Á a+ b > a.


