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1 Çàäà÷à ïðî çàìîùåíèå ôèãóðû

äîìèíîøêàìè

Èç êëåòî÷íîãî ëèñòà áóìàãè ðàçìåðà N ∗ N âûðåçàëè
íåêîòîðóþ ôèãóðó. Çàìîñòèòå å¼ äîìèíîøêàìè, à åñëè å¼
íåâîçìîæíî çàìîñòèòü öåëèêîì, òî ïîëîæèòå ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî äîìèíîøåê. Äîìèíîøêè � ýòî ïëèòêè ðàçìåðà
2 ∗ 1; êàæäàÿ äîìèíîøêà çàíèìàåò äâå ñîñåäíèå êëåòêè.
Èäåÿ ðåøåíèÿ: Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ïðèìåðû âõîäíûõ
äàííûõ. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíî òðè ôèãóðêè èç êëåò÷à-
òîé áóìàãè. Íà ïåðâóþ ôèãóðêó ìîæíî ïîëîæèòü áåç ïå-
ðåêðûòèÿ òîëüêî äâå äîìèíîøêè. Âîçìîæíîå ïîëîæåíèå
äîìèíîøåê îáîçíà÷åíî ÷¼ðòî÷êàìè. Íà âòîðóþ ôèãóðó èç
êëåòîê ìîæíî ïîëîæèòü ïÿòü äîìèíîøåê, ïðè ýòîì îñòà-
íåòñÿ äâå íåçàêðûòûå äîìèíîøêàìè êëåòêè, íà òðåòüþ �
îäèííàäöàòü. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷èñëî äîìèíîøåê ìåíüøå ëèáî
ðàâíî ÷èñëó êëåòîê â ôèãóðå ïîïîëàì.

Îäèí èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ çàìîùåíèÿ ôèãóðû äî-
ìèíîøêàìè ìîæåò áûòü òàêèì: íàõîäèì ïàðó ñîñåäíèõ
íåïîêðûòûõ êëåòîê è êëàäåì íà íèõ ñâåðõó äîìèíîøêó;
çàòåì ñíîâà èùåì ïàðó ñîñåäíèõ íåïîêðûòûõ êëåòîê è
êëàä¼ì íà íèõ äîìèíîøêó è òàê äàëåå, ïîêà íå ïîëó÷èì
ñèòóàöèþ, â êîòîðîé íåò ñîñåäíèõ íåïîêðûòûõ êëåòîê.
Çàäà÷à Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà òàêîé àëãîðèòì íàõîäèò
íåîïòèìàëüíîå ðåøåíèå, òî åñòü ðàñïîëàãàåò íà ôèãóðå
ìåíüøå äîìèíîøåê, ÷åì â ïðèíöèïå âîçìîæíî.

Òàêîé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ �æàäíûì�. Æàäíûå àëãî-
ðèòìû íà êàæäîì øàãå èùóò óëó÷øåíèå ñèòóàöèè (íà-
ïðèìåð, ïåðâîå ïîïàâøååñÿ). Èíîãäà æàäíûì àëãîðèòìàì
óäàåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Íî äëÿ óêàçàííîãî
àëãîðèòìà ýòî íå òàê. Èäåÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
îñíîâàíà íà ìåòîäå ðàñêðàñêè. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî êëåò-
êè áóìàãè ðàñêðàøåíû â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåò, êàê êëåò-
êè øàõìàòíîé äîñêè. Çàìåòèì, ÷òî äîìèíîøêà ïîêðûâàåò
îäíó ÷¼ðíóþ è îäíó áåëóþ êëåòêó. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
÷¼ðíàÿ è áåëàÿ êëåòêà ñïàðåíû, åñëè íà íèõ ëåæèò äî-
ìèíîøêà. Êàæäàÿ êëåòêà ìîæåò áûòü ñïàðåíà ñ îäíîé èç
ñîñåäíèõ êëåòîê ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà. Ìîæåì ïîäñ÷è-
òàòü ÷èñëî ÷¼ðíûõ è áåëûõ êëåòîê. Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî äîìèíîøåê íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì ìèíèìóì èç
ýòèõ äâóõ ÷èñåë. Äëÿ âñåõ òð¼õ ñëó÷àåâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà
ðèñóíêå 1, äàííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ
îòâåòîì � ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì äîìèíîøåê.

Çàäà÷à Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñâÿçíîé êëåò÷àòîé ôèãóðû,
äëÿ êîòîðîé ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî äîìèíîøåê
ìåíüøå ìèíèìóìà èç ÷èñëà áåëûõ è ÷¼ðíûõ êëåòîê.

Êàê íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âñåãäà íàõîäèò îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå? Â êà÷åñòâå âõîäà óêàæåì ïðîãðàììå
ðàçìåð ëèñòà N , à çàòåì â êàæäîé èç N ñòðîê � äîïóñòè-
ìûå è çàïðåù¼ííûå ïîëÿ. Íàïðèìåð, çíàê '#' îòìå÷àåò
êëåòêè êîòîðûå âûðåçàíû, à òî÷êè - êëåòêè ôèãóðû:

Âõîä �1 Âõîä �2

3 4
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Âûõîä �1 Âûõîä �2

4 3

2 Ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå

Ýòî çàäà÷à ïðî äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ. Ïóñòü ó íàñ åñòü M
ìàëü÷èêîâ è D äåâî÷åê. Êàæäûé ìàëü÷èê ìîæåò äðóæèòü
ñ íåñêîëüêèìè äåâî÷êàìè, è êàæäàÿ äåâî÷êà ìîæåò äðó-
æèòü ñ íåñêîëüêèìè ìàëü÷èêàìè. Èçâåñòíî, êòî ñ êåì äðó-
æèò. Íóæíî ñîñòàâèòü êàê ìîæíî áîëüøå ïàð ìàëü÷èê�
äåâî÷êà, â êîòîðûõ ìàëü÷èê è äåâî÷êà äðóæàò. Êàæäûé
ðåáåíîê ìîæåò áûòü òîëüêî â îäíîé ïàðå. Ïðè ýòîì íåêî-
òîðûå äåòè ìîãóò îñòàòüñÿ áåç ïàðû.

Îáîçíà÷èì äåâî÷åê öâåòî÷êàìè, à ìàëü÷èêîâ � çâåçäî÷-
êàìè. Öâåòî÷åê áóäåì ñîåäèíÿòü ëèíèåé ñî çâåçäî÷êîé, åñ-
ëè ñîîòâåòñòâóþùèå äåâî÷êà è ìàëü÷èê äðóæàò. Ìû ïî-
ëó÷èì òî, ÷òî â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå ïðèíÿòî íàçûâàòü
äâóäîëüíûì ãðàôîì. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ëèíèé íàì íóæíî
ñäåëàòü æèðíûìè, ÷òîáû îòìåòèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïàðó ìû âûáðàëè. Èç êàæäîé âåðøèíû ìîæåò èñõîäèòü
òîëüêî îäíà æèðíàÿ ëèíèÿ (êàæäûé ðåáåíîê ìîæåò áûòü
òîëüêî â îäíîé ïàðå). Íóæíî ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëüøå
æèðíûõ ëèíèé.



2.1 Æàäíûé àëãîðèòì

Ñîçäà¼ì ïàðû êàê ïîïàëî, ïîêà âîçìîæíî.
Çàäà÷à Ïðèäóìàéòå ãðàô äðóæá, äëÿ êîòîðîãî æàäíûé
àëãîðèòì îáðàçîâàíèÿ ïàð äàåò íåîïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

2.2 Àëãîðèòì Âëàäà Ãåíêèíà � Ìèøè

Êóìñêîâà

Âûáèðàåì îäíîãî èç ñàìûõ �íåñ÷àñòíûõ� ëþäåé, ó êîòî-
ðûõ ìèíèìàëüíî ÷èñëî âîçìîæíûõ ïàð. Â êà÷åñòâå ïà-
ðû âûáèðàåì ñàìîãî �íåñ÷àñòíîãî� èç åãî ïàðòí¼ðîâ. Åñëè
�íåñ÷àñòíûõ� ïàðòí¼ðîâ íåñêîëüêî, âûáèðàåì ëþáîãî èç
íèõ.
Ýòîò ëó÷øå, ÷åì â æàäíîì àëãîðèòìå, ïîñêîëüêó ëþ-

äè, êîòîðûì ìîæåò íå íàéòèñü ïàðû, îáñëóæèâàþòñÿ â
ïåðâóþ î÷åðåäü.
Çàäà÷à Ïðèäóìàòü ãðàô äðóæá, äëÿ êîòîðîãî àëãîðèòì
Âëàäà Ãåíêèíà � Ìèøè Êóìñêîâà äàåò íåîïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå.

2.3 Àëãîðèòì ñ äîïîëíÿþùèìè öåïî÷êà-

ìè

Áóäåì ñòàâèòü ðåáÿò â ïàðû:
Øàã 1. Íàéäåì êàêîå-íèáóäü ðàçáèåíèå íà ïàðû. Ïðî-

ñòî áóäåì ïåðåáèðàòü ìàëü÷èêîâ è ñìîòðåòü, åñòü ëè ñâî-
áîäíàÿ äåâî÷êà, ñ êîòîðîé îí äðóæèò. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷èì íåñêîëüêî ïàð. Åñëè âñå ìàëü÷èêè îêàçàëèñü çà-
äåéñòâîâàíû, òî ìû íàøëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Åñëè
íåò, òî ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.
Øàã 2. Ó íàñ åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî íåçàäåéñòâîâàííûõ

ìàëü÷èêîâ. Ïîïðîáóåì ñäåëàòü ïåðåñòàíîâêó â ïàðàõ, êî-
òîðàÿ ïîçâîëèò äîáàâèòü åùå îäíó ïàðó. Äëÿ ýòîãî ïîïðî-
áóåì íàéòè òàêóþ öåïî÷êó:
(ñâîáîäíûé ìàëü÷èê m1) →
→ (äåâî÷êà d1) ⇒ (å¼ ìàëü÷èê m2) →
→ (ñâîáîäíàÿ äåâî÷êà d2)

èëè áîëåå äëèííóþ öåïî÷êó:
(ñâîáîäíûé ìàëü÷èê m1) →
→ (äåâî÷êà d1) ⇒ (å¼ ìàëü÷èê m2) →
→ (äåâî÷êà d2) ⇒ (å¼ ìàëü÷èê m3) →
→ ... → (ñâîáîäíàÿ äåâî÷êà dk)

Â ýòîé öåïî÷êå ñîñåäíèå ýëåìåíòû äðóæàò. Äâîéíàÿ
ñòðåëêà ⇒ îò äåâî÷êè ê ìàëü÷èêó îçíà÷àåò, ÷òî íà òå-
êóùèé ìîìåíò ýòà ïàðà ó íàñ âûáðàíà, à îäèíî÷íàÿ ñòðå-
ëî÷êà îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà äðóæèò, íî íå
âûáðàíà.
Åñëè ìû íàéäåì öåïî÷êó, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ñî ñâîáîä-

íîãî ìàëü÷èêà è çàêàí÷èâàåòñÿ ñâîáîäíîé äåâî÷êîé, òî ìû
ñìîæåì ñäåëàòü ñëåäóþùóþ ïåðåñòàíîâêó â ïàðàõ: æèð-
íûå ñòðåëî÷êè ïîìåíÿòü íà íåæèðíûå, à íåæèðíûå ñäå-
ëàòü æèðíûìè. Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàòü öåïî÷êó

m1 → d1 ⇒ m2 → d2 ⇒ m3 → d3
â öåïî÷êó

m1 ⇒ d1 → m2 ⇒ d2 → m3 ⇒ d3 .
Çàìåòüòå, ÷òî ÷èñëî äâîéíûõ ñòðåëîê (÷èñëî âûáðàííûõ

ïàð)ñòàëî áîëüøå íà îäíó � áûëî äâå, à ñòàëî òðè.

Ïîêà òàêèå öåïî÷êè åñòü, ìû ìîæåì óâåëè÷èâàòü ÷èñ-
ëî ïàð. Íî â êàêîé-òî ìîìåíò ìû îáíàðóæèì, ÷òî òàêèõ
öåïî÷åê áîëüøå íåò, è ìû íå ìîæåì óâåëè÷èòü ÷èñëî ïàð.

Îêàçûâàåòñÿ, òàêîé ñïîñîá ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ïàð. Ìû äîêàæåì ýòî ïîç-
æå.

Çàäà÷à Ïðîñëåäèòå ðàáîòó àëãîðèòìà ñ äîïîëíÿþùèìè
öåïî÷êàìè äëÿ ãðàôîâ, ãäå íåïðàâèëüíî ðàáîòàþò æàä-
íûé àëãîðèòì è àëãîðèòì Âëàäà Ãåíêèíà � Ìèøè Êóìñ-
êîâà.

2.4 Êàê íàõîäèòü öåïî÷êè?

Ñîñòàâèì ãðàô, â êîòîðîì èç ìàëü÷èêîâ èñõîäÿò ðåáðà
(ëèíèè), ñîîòâåòñòâóþùèå äðóæáå, à èç çàíÿòûõ äåâî÷åê
� òîëüêî îäíî ðåáðî (ëèíèÿ), âåäóùåå ê ìàëü÷èêó, êîòî-
ðûé ñ íåé â ïàðå íà òåêóùèé ìîìåíò.

Íàì íóæíî íàéòè öåïî÷êó îò îäíîãî èç ñâîáîäíûõ ìàëü-
÷èêîâ ê îäíîé èç ñâîáîäíûõ äåâî÷åê.

Äëÿ ýòîãî èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü ïîèñê â øèðèíó
â ãðàôå. Åãî òàêæå íàçûâàþò "âîëíîâûì àëãîðèòìîì". Â
íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà "ôðîíò âîëíû"ñîñòîèò èç ñâî-
áîäíûõ ìàëü÷èêîâ. Íà ïåðâîì øàãå ìû íàõîäèì âñåõ äå-
âî÷åê, êîòîðûå äðóæàò ñ îäíèì èç ñâîáîäíûõ ìàëü÷èêîâ.
Åñëè ñðåäè ýòèõ äåâî÷åê åñòü ñâîáîäíûå, òî íóæíàÿ öå-
ïî÷êà íàéäåíà. Íà ñëåäóþùåì øàãå ìû áåð¼ì ìàëü÷èêîâ,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ïàðàõ (íà òåêóùèé ìîìåíò) ñ íàé-
äåííûìè äåâî÷êàìè. Ýòè ìàëü÷èêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñëåäóþùèé ôðîíò âîëíû. Òåõ ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê, ÷å-
ðåç êîòîðûõ ïðîø¼ë ôðîíò âîëíû, íóæíî ïîìå÷àòü, ÷òî-
áû âòîðîé ðàç èõ íå ðàññìàòðèâàòü. Â êîíöå êîíöîâ, ìû
ëèáî äîáåðåìñÿ äî ñâîáîäíîé äåâî÷êè, ëèáî íà íåêîòîðîì
øàãå íå íàéäåì íè÷åãî íîâîãî, è ôðîíò âîëíû îêàæåòñÿ
ïóñòûì.

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, â êàêîì ïîðÿäêå îáõîä â øèðèíó
ïðîñìàòðèâàåò âåðøèíû äåðåâà. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âåðøèíû 1, 5, 6, 7, 8 � ìàëü÷èêè, îñòàëüíûå � äåâî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà óäîáíî
èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ "î÷åðåäü". Âñòðåòèâ ïðè
îáõîäå íîâîãî ðåá¼íêà, áóäåì ïîìåùàòü åãî â êîíåö ýòîé
î÷åðåäè. À èç íà÷àëà î÷åðåäè áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî äî-
ñòàâàòü ðåáåíêà, ÷òîáû ïðîâåðèòü, êóäà ìîæíî ñäåëàòü
ñëåäóþùèé øàã â öåïî÷êå. È òàê äàëåå: íîâåíüêèõ íàé-
äåííûõ (òåõ, êîòîðûå åùå íå áûëè â î÷åðåäè) áóäåì ïîìå-
ùàòü â êîíåö î÷åðåäè, íå çàáûâ ïðè ýòîì ïîìåòèòü èõ êàê
"ïîëîæåííûå â î÷åðåäü".

Óïðàæíåíèå Êàê óçíàòü, ñîåäèíåíû ëè äâå âåðøèíû
ãðàôà ïóò¼ì? Îïèøèòå, êàê àëãîðèòì îáõîäà â øèðèíó
ðàáîòàåò äëÿ ãðàôà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå: â êàêîì
ïîðÿäêå îáõîäÿòñÿ âåðøèíû? â êàêîì ïîðÿäêå îíè äîáàâ-
ëÿþòñÿ è óäàëÿþòñÿ èç î÷åðåäè íà îáõîä?



Çàäà÷à Ïðåäëîæèòå ñïîñîá, êàê íàéòè ñàìûé �òîëñòûé�
ïóòü ïî òðóáàì îò èñòîêà ê ñòîêó? Òîëùèíà ïóòè ðàâíà
ìèíèìóìó èç ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé òðóá, ïî êîòîðûì
îí èäåò.
Ïîäñêàçêà: ñâåñòè ê ìíîãîêðàòíîìó îáõîäó ãðàôà.
Çàìå÷àíèå Â ãðàôå äðóæá, èçîáðàæàþùåì íàøó çàäà-

÷ó, èç êàæäîé çàíÿòîé äåâî÷êè èñõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî
� ê å¼ òåêóùåìó ìàëü÷èêå-ïàðå, ïîýòîìó âìåñòî äåâî÷êè â
î÷åðåäü ìîæíî ñðàçó ïîìåùàòü å¼ ïàðó � ìàëü÷èêà.
Ó íàñ îñòàëñÿ íåÿñíûì âàæíûé âîïðîñ: âñåãäà ëè ïîñëå-

äîâàòåëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ öåïî÷åê ïðèâåä¼ò ê ìàêñèìàëü-
íî âîçìîæíîìó êîëè÷åñòâó ïàð?

3 Îòñòóïëåíèå: îïÿòü äîìèíîøêè

Ïóñòü ÷¼ðíûå êëåòêè áóäóò ìàëü÷èêàìè, à áåëûå � äåâî÷-
êàìè, à ñîñåäñòâî êëåòîê îáîçíà÷àåò äðóæáó, òîãäà çàäà÷à
ïðî äîìèíîøêè ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó ïðî ìàêñèìàëüíîå
ïàðîñî÷åòàíèå. Ïîèñê óêàçàííîé âûøå öåïî÷êè èç ìàëü÷è-
êîâ è äåâî÷åê ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñåäíèõ
êëåòîê ôèãóðû. Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðâàÿ è ïî-
ñëåäíÿÿ êëåòêà ñâîáîäíû, âñå âíóòðåííèå êëåòêè ïîêðûòû
äîìèíîøêàìè, ïðè÷¼ì êàæäûé ÷¼òíûé øàã â ýòîé öåïî÷-
êå äåëàåòñÿ âäîëü äîìèíîøêè. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî, êàê
ðàáîòàåò øàã îïòèìèçàöèè öåïî÷êè, ïðèâîäÿùèé ê óâåëè-
÷åíèþ ÷èñëà äîìèíîøåê.

4 Çàäà÷à ïðî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê

â òðóáîïðîâîäå

Ïóñòü ó íàñ åñòü ñèñòåìà òðóá, ñîåäèí¼ííûõ äðóã ñ äðó-
ãîì. Å¼ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîåäè-
í¼ííûõ ëèíèÿìè. Ëèíèè � òðóáû, óçëû � ýòî ìåñòà ñîåäè-
íåíèÿ òðóá.
Äëÿ êàæäîé ëèíèè óêàçàíà å¼ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü,

òî åñòü ñêîëüêî åäèíèö æèäêîñòè ýòà òðóáà ìîæåò ïðîïóñ-
êàòü â åäèíèöó âðåìåíè. Ñðåäè óçëîâ îäèí ïîìå÷åí êàê
èñòîê, à äðóãîé êàê ñòîê.
Ìû ñîáèðàåìñÿ ðåøèòü çàäà÷ó: íàéòè ìàêñèìàëüíîå êî-

ëè÷åñòâî åäèíèö æèäêîñòè, êîòîðóþ ìîæíî ïðîïóñêàòü
÷åðåç ýòó ñèñòåìó òðóá îò èñòîêà ê ñòîêó.

5 Î äðóæáå è òðóáàõ

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ïðî ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ïðî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.
Âîçüì¼ì äâóäîëüíûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî åñòü ìàëü-
÷èêè è äåâî÷êè, à ð¼áðà îáîçíà÷àþò äðóæáó. Ãëÿäÿ íà
ýòîò ãðàô, ïîñòðîèì ñåòü òðóáîïðîâîäîâ. Èçîáðàçèì êàæ-
äóþ äðóæáó òðóáîé îò ìàëü÷èêà ê äåâî÷êå; ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü òàêîé òðóáû ðàâíà 1.
Äîïîëíèì äâóäîëüíûé ãðàô äðóæá äâóìÿ âñïîìîãà-

òåëüíûìè âåðøèíàìè: èñòîêîì S è ñòîêîì T. Ñîåäèíèì
êàæäîãî ìàëü÷èêà òðóáîé ñ èñòîêîì S, à äåâî÷åê ñî ñòî-
êîì T. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ýòèõ òðóá òàêæå ðàâíà 1.

Â âåðøèíó, èçîáðàæàþùóþ ìàëü÷èêà, ìîæåò âòåêàòü íå
áîëüøå îäíîé åäèíèöû æèäêîñòè, òàê êàê ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü ïîäâîäÿùåé òðóáû ðàâíà 1. Ñîîòâåòñòâåííî, âû-
õîäÿùèé ïîòîê èç òàêîé âåðøèíû íå áîëüøå 1. Äëÿ äå-
âî÷åê àíàëîãè÷íî: âûõîäÿùèé ïîòîê îãðàíè÷åí ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòüþ òðóá, ñîåäèíÿþùèõ äåâî÷åê ñî ñòîêîì:
1; çíà÷èò è âõîäÿùèé ïîòîê íå áîëåå 1.

Âêëþ÷èì ïîäà÷ó âîäû â èñòîêå S. Ïîòîêè â òðóáàõ ñ÷è-
òàåì öåëûìè. Ïîòîê ïî òðóáå ìåæäó ìàëü÷èêîì è äåâî÷-
êîé îçíà÷àåò, ÷òî ìû âûáðàëè èõ êàê ïàðó. Öåëî÷èñëåí-
íîñòü ïîòîêà îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ìîæåì ïîëîâèíó ìàëü÷è-
êà ïîñòàâèòü â ïàðó ñ îäíîé äåâî÷êîé, à äðóãóþ ïîëîâèíó
� ñ äðóãîé.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå òðóáîïðîâîäîâ ëþáîé
öåëî÷èñëåííûé ïîòîê èçîáðàæåò ïàðîîñî÷åòàíèå. È íà-
îáîðîò: ëþáîå ïàðîñî÷åòàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîòîêîì.
Òîãäà ìàêñèìàëüíûé ïîòîê îò S ê T â òî÷íîñòè ðàâåí ìàê-
ñèìàëüíîìó ÷èñëó ïàð.

6 Ðåøåíèå î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå

Ðåøèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñå-
òè òðóáîïðîâîäîâ, èìåþùåé îäèí èñòîê è îäèí ñòîê. Ïðî-
ïóñêíûå ñïîñîáíîñòè òðóá ïðîèçâîëüíû. Òîãäà ìû àâòîìà-
òè÷åñêè íàó÷èìñÿ ðåøàòü è ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé çàäà÷è:
ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ è ïîèñê ìàêñèìàëü-
íîãî ïîêðûòèÿ äîìèíîøêàìè.

Óïðàæíåíèå Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîèñêà ìàêñèìàëüíî-
ãî ïîòîêà, ñåòü òðóá ñ íåñêîëüêèìè èñòîêàìè è íåñêîëüêè-
ìè ñòîêàìè ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ñåòè ñ
îäíèì èñòîêîì è îäíèì ñòîêîì.

6.1 Óâåëè÷åíèå ïîòîêà

Ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà. Ïóñòü ó íàñ åñòü íåêîòî-
ðûé ïîòîê, êîòîðûé òå÷¼ò îò èñòîêà ê ñòîêó. Ïîïðîáóåì
óâåëè÷èòü åãî. Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì ïóòü îò èñòîêà ê ñòî-
êó ïî òðóáàì, êîòîðûå åùå íå äî êîíöà çàïîëíåíû æèä-
êîñòüþ, òî åñòü ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè êóñî÷êîâ òðóá â
ýòîì ïóòè áîëüøå, ÷åì ïîòîê æèäêîñòè, êîòîðûé ïî íèì
òå÷¼ò. Ïî íàéäåííîìó ïóòè ìû ïóñòèì äîïîëíèòåëüíûé
ïîòîê æèäêîñòè, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî îäíà èç òðóá çàïîëíèòñÿ æèäêîñòüþ äî êîíöà è ÷å-
ðåç íå¼ â ñëåäóþùèé ðàç ìû óæå íå ñìîæåì ïðîïóñòèòü
æèäêîñòü â ýòîì íàïðàâëåíèè. Çàòî â îáðàòíîì íàïðàâëå-
íèè å¼ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàê áû óäâîèëàñü. Óäîáíî
ââåñòè îáîáù¼ííûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè òðóá.



Îáîáù¼ííàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü òðóáû � ýòî äâà
÷èñëà, êîòîðûå ïîêàçûâàþò ïðîâîäèìîñòü â ïðÿìîì è îá-
ðàòíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè òðóáà ìîæåò ïðîâîäèòü íå áî-
ëåå 2 åäèíèö æèäêîñòè â åäèíèöó âðåìåíè, òî ìû áóäåì
ïèñàòü, ÷òî å¼ îáîáùåííàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâ-
íà [-2,2]. Ó êàæäîé òðóáû îäíî íàïðàâëåíèå óñëîâíî îáî-
çíà÷èì êàê ïîëîæèòåëüíîå, à äðóãîå � êàê îòðèöàòåëü-
íîå. Åñëè â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè òðóáà ïðîâîäèò 5
åäèíèö, à â ïîëîæèòåëüíîì � 10 åäèíèö æèäêîñòè, òî å¼
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà [-5,10].

Ïóñòü ïî òðóáå [-10,10] ïóñòèëè ïîòîê æèäêîñòè âåëè÷è-
íû 5 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ýòî ìîæíî îòîáðà-
çèòü êàê èçìåíåíèå å¼ îáîáùåííîé ïðîâîäèìîñòè: òåïåðü
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ìîæíî ïóñòèòü åùå ìàêñè-
ìóì 5 åäèíèö, çàòî ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü â äðóãóþ ñòî-
ðîíó óâåëè÷èëàñü. Îíà ñòàëà ðàâíà 15: ìû ìîæåì óáðàòü
ïîëîæèòåëüíûé ïîòîê â 5 åäèíèö è åùå äîïîëíèòåëüíî
ïóñòèòü 10 åäèíèö â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Èòîãî,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òðóáà [-10,10] ñ ïîòîêîì 5 â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè, ïðåâðàòèëàñü â òðóáó [-15,5].

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ìû ìîæåì
ðàáîòàòü ñ îáîáù¼ííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè.
Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû ïóñêàåì æèäêîñòü ïî íàéäåííîìó
ïóòè, ìû áóäåì ïðîñòî ìåíÿòü îáîáù¼ííûå ïðîïóñêíûå
ñïîñîáíîñòè òðóá è ïîëó÷àòü íîâóþ ñåòü òðóá (ñ íîâûìè
ïàðàìåòðàìè), ïî êîòîðûì (êàê áóäòî áû) íè÷åãî íå òå÷¼ò.

Èòàê, ìû èùåì ïóòü îò èñòîêà ê ñòîêó, äâèãàÿñü ïî
òðóáàì â íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì îíè ìîãóò ïðîïóñòèòü
êàêîå-òî êîëè÷åñòâî æèäêîñòè (èõ òåêóùàÿ ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëüíà). Ïóñêàåì
ïî ýòîìó ïóòè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîòîê æèäêîñòè,
ïîñëå ÷åãî îäíà èç òðóá â ýòîì ïóòè îêàçûâàåòñÿ çàïîë-
íåííîé äî êîíöà (ñàìîå óçêîå çâåíî). Ïåðåñ÷èòûâàåì îáîá-
ùåííûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè è ñíîâà ïîâòîðÿåì øàã
ïîèñêà ïóòè. Òàê äåëàåì, ïîêà òàêîé ïóòü ñóùåñòâóåò. Â
êàêîé-òî ìîìåíò ìû íå ñìîæåì äîáðàòüñÿ ïî ïðîïóñêàþ-
ùèì òðóáàì îò èñòîêà ê ñòîêó.

Çàäà÷à Ïðîñëåäèòå èçìåíåíèå îáîáùåííûõ ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé ïðè óâåëè÷åíèè ïîòîêà â ñåòè íà ðèñóíêå.
×èñëà ïîêàçûâàþò îáû÷íûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ð¼-
áåð. Æèðíûå ëèíèè êðàñíûå ëèíèè � òðóáû, ïî êîòîðûì
ïðîïóùåí åäèíè÷íûé ïîòîê.

Çàäà÷à: Ðàçáèåíèå íà ïàðû è ïîòîê â òðóáàõ Ïðî-
âåäèòå ðàññóæäåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïîòîêà äëÿ ñåòè òðóá,
îïèñûâàþùåé ãðàô äðóæá, äîïîëíåííûé èñòîêîì è ñòî-
êîì. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ð¼áåð ðàâíû 1.
- Êàêîé îáîáùåííûé ïîòîê â òðóáå ñîîòâåòñòâóåò íåâû-
áðàííîé ïàðå (ìàëü÷èê � äåâî÷êà)?
- Êàêîé ïîòîê ñîîòâåòñòâóåò âûáðàííîé ïàðå?
- Êàê ïðè óâåëè÷åíèè ïîòîêà áóäóò ìåíÿòüñÿ îáîáù¼ííûå
ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ð¼áåð? Ðàçáåðèòå ñëó÷àè:
- Ìîæíî ïðîñòî äîáàâëÿòü íîâûå ïàðû (ïðîïóñêàòü äî-
ïîëíèòåëüíûé ïîòîê ïî ñâîáîäíûì òðóáàì);
- Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ïàð íàäî ðàçáèòü êàêèå-òî ñóùå-
ñòâóþùèå ïàðû. ×òî ýòî îçíà÷àåò äëÿ ïîòîêà?

Çàäà÷à Ïðîñëåäèòå èçìåíåíèå îáîùåííûõ ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé ïðè óâåëè÷åíèè ïîòîêà â ñåòè, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñóíêå. ×èñëà 1/1000 îçíà÷àþò ïîòîê âåëè÷èíû 1
ïî ðåáðó ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ 1000.

Ñêîëüêî øàãîâ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ àëãîðèòìó äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà:
à) ïðåäëîæèòå óäà÷íûé âûáîð óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà äëÿ
äàííîãî ãðàôà; ñêîëüêî øàãîâ ïîòðåáóåòñÿ?
á) ïðè ñàìîì íåóäà÷íîì ñïîñîáå (èçîáðàæåí íà ðèñóíêå).

ìíîãî øàãîâ óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà. . .

Êàê ìû âèäåëè èç ïîñëåäíåé çàäà÷è, íåîáõîäèìîå êîëè-
÷åñòâî øàãîâ óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà ñèëüíî çàâèñèò îò òîãî,
êàêèì îáðàçîì ìû âûáèðàåì ïóòü äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà.

Îäèí èç âàðèàíòîâ � èñêàòü ìåòîäîì ïîèñêà â øèðèíó
ïóòü îò èñòîêà ê ñòîêó, ïî êîòîðîìó âîçìîæíî ïðîïóñòèòü
äîïîëíèòåëüíûé ïîòîê. Â ñëó÷àå öåëûõ âåñîâ ýòî ãàðàí-
òèðóåò, ÷òî àëãîðèòì ñäåëàåò íå ñëèøêîì áîëüøîå ÷èñëî
øàãîâ óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà. Êîëè÷åñòâî çàâèñèò îò ïîäðîá-
íîñòåé ðåàëèçàöèè.

Äëÿ ñâåäåíèÿ. Äëÿ ñåòè èç n âåðøèí è m ð¼áåð, ïðè
âûáîðå äîïîëíÿþùåãî ïîòîêà ñ ïîìîùüþ ïîèñêà â øèðè-
íó, äîñòàòî÷íî ∼ n ∗m2 øàãîâ.
(Ïîèñê â øèðèíó òðåáóåò ∼ m îïåðàöèé.)
Ëó÷øèå èç ïðèäóìàííûõ àëãîðèòìîâ ðàáîòàþò ãîðàçäî
áûñòðåå.



6.2 Äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè

Ïî÷åìó ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà íàéä¼ò ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé ïîòîê?

Èòàê, ìû èùåì ïóòü îò èñòîêà ê ñòîêó ïî òðóáàì, äâè-
ãàÿñü ïî òðóáàì â òîì íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì îíè èìåþò
ïîëîæèòåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü. Íà ïîñëåäíåì øàãå àëãî-
ðèòìà ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî òàêîãî ïóòè íåò.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí A, äî êîòîðûõ ìû ìî-
æåì äîáðàòüñÿ îò èñòîêà. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îñòàëü-
íûõ âåðøèí êàê B. Èñòîê íàõîäèòñÿ â ìíîæåñòâå A, à ñòîê
� â ìíîæåñòâå B.

Ðàññìîòðèì âñå òðóáû, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ â îäíîé èç
âåðøèí A, à çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé èç âåðøèí B.

×åðåç êàæäóþ èç ýòèõ òðóá òå÷¼ò ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íûé ïîòîê, ïðè÷¼ì æèäêîñòü òå÷¼ò â íàïðàâëåíèè îò A ê
B. Èíà÷å ìû ìîãëè áû ïîïàñòü èç íåêîòîðîé âåðøèíû èç
A â íåêîòîðóþ âåðøèíó èç B ïî íå çàïîëíåííîé äî êîíöà
òðóáå.

Ñóììàðíûé ïîòîê, èäóùèé ïî ýòèì òðóáàì, â òî÷íîñòè
ðàâåí èõ ñóììàðíîé ïðîâîäèìîñòè è òåêóùåìó ïîòîêó èç
èñòîêà ê ñòîêó.

Âñÿ æèäêîñòü, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ â èñòîêå S, ðàñòåêà-
åòñÿ ïî âåðøèíàì ìíîæåñòâà A, çàòåì áåç ïîòåðü ïåðåòå-
êàåò ïî óêàçàííûì òðóáàì â ìíîæåñòâî B è â êîíå÷íîì
èòîãå ïîïàäàåò â ñòîê T.

Çàäà÷à Íà çàäàííîé ñåòè íàéäèòå ìàêñèìàëüíûé ïîòîê
è ðàçðåç ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ.

a)

á)

â) Íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê èç X1 â X4. Íàéäèòå ðàç-
ðåç ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ.

ã)Ïðîâåðüòå ðàâåíñòâî ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è ðàçðåçà
ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ:

Çàäà÷à Ðàññìîòðèì ñåòü ñ íåñêîëüêèìè èñòî÷íèêàìè è
ñòîêàìè, êàæäûé ïðîèçâîäèò èëè ïîòðåáëÿåò ñâîå êîëè÷å-
ñòâî åäèíèö ïîòîêà. Ïðåäëîæèòå ñïîñîá óçíàòü, âîçìîæíî
ëè â òàêîé ñåòè âåñü ïîòîê èç èñòî÷íèêîâ ïåðåäàòü â ñòîê?
×òî íóæíî èçìåíèòü â àëãîðèòìå Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, ÷òî-
áû ïîëó÷èòü ðåøåíèå?

7 À òåïåðü � ñâîèìè ðóêàìè

Íà ñàéòå EI JUDGE http://acm.mipt.ru/judge (ïîñòîÿííî
äåéñòâóþùåå ñîðåâíîâàíèå ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ ñðåäè
øêîëüíèêîâ è ñòóäåíòîâ) åñòü îïèñàííàÿ íàìè çàäà÷à ïðî
çàìîùåíèå êëåòî÷íîé ôèãóðû äîìèíîøêàìè (çàäà÷à 068:

http://acm.mipt.ru/judge/bin/problems.pl?problem=068

Çàäà÷à Ïîïðîáóéòå íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ðåøàåò
çàäà÷ó ïðî äîìèíîøêè, è ïîñëàòü êîä íà ïðîâåðêó. Ìîæå-
òå íàéòè è âçÿòü ãîòîâóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Ôîðäà-
Ôàëêåðñîíà.

8 Çàäà÷à ïðî êîðîáêè

Âîò åù¼ îäíà èíòåðåñíàÿ çàäà÷à, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé
ïðèìåíÿåòñÿ ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.
Çàäà÷à Ó Ïåòè íàêîïèëîñü ìíîãî ïóñòûõ êàðòîííûõ êî-
ðîáîê. Îíè åìó åù¼ ñîñëóæàò ñëóæáó â áóäóùåì, íî ñåé-
÷àñ îí õîòåë áû ñäàòü èõ â êàìåðó õðàíåíèÿ. Óïàêóéòå
êîðîáêè äðóã â äðóãà, ïîëó÷èâ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
êîðîáîê. Íèêàêèå äâå êîðîáêè íå ïîìåñòÿòñÿ íè â êàêóþ
äðóãóþ, åñëè èõ ïîñòàâèòü ðÿäîì. Êîðîáêà ñî ñòîðîíàìè
x1, x2, x3, x1 ≥ x2 ≥ x3, ïîìåùàåòñÿ â êîðîáêó ñî ñòîðîíà-
ìè y1, y2, y3, (ñ÷èòàåì y1 ≥ y2 ≥ y3), åñëè x1 < y1, x2 < y2,
x3 < y3.
Âõîäíûå äàííûå: ÷èñëî êîðîáîê è èõ ðàçìåðû.
Õîòèì ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êîðîáîê, â êîòîðûå
âñå îñòàëüíûå ìîæíî ïîìåñòèòü, è ñïîñîá óêëàäêè.
Îáñóæäåíèå, ïîäñêàçêè ×òî çíà÷èò, ÷òî íèêàêèå äâå
êîðîáêè íå âëåçàþò ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì â òðåòüþ êîðîá-
êó? Ïðèäóìàéòå ñèñòåìó êîðîáîê è èçîáðàçèòå å¼ ñ ïîìî-
ùüþ ãðàôà âëîæåíèé. ×òî ñòàëî áû ñ ýòèì ãðàôîì, åñëè
íåñêîëüêî êîðîáîê ìîæíî áûëî ïîëîæèòü ðÿäîì?
Êîðîáêà ìîæåò âûñòóïàòü â äâóõ êà÷åñòâàõ? Ïîïðîáóéòå,
ãëÿäÿ íà ãðàô âëîæåíèé êîðîáîê, íàðèñîâàòü äâóäîëüíûé



ãðàô. ×åìó áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïàðîñî÷åòàíèÿ â ýòîì
ãðàôå? Ìàêñèìàëüíûå ïàðîñî÷åòàíèÿ?
Ïîñìîòðèòå îáñóæäåíèå çàäà÷è íà ôîðóìå. Íàéäèòå îøè-
áî÷íûå è ïðàâèëüíûå â ðàññóæäåíèè ó÷àñòíèêîâ ôîðóìà.

http://forum2004.algolist.ru/viewtopic.php?t=1706

Íàïèøèòå ïðîãðàììó è ïîïðîáóéòå ïîñëàòü êîä íà ïðî-
âåðêó. Àâòîìàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà:

http://acm.mipt.ru/judge/problems.pl?problem=013

9 ×òî ïî÷èòàòü

Îñíîâó òåêñòà è ïëàí èçëîæåíÿ: äîìèíîøêè � ïàðîñî÷å-
òàíèÿ � òðóáû � âçÿë èç ñòàòüè
Âîðîæöîâ Àðò¼ì Âèêòîðîâè÷, "Î äîìèíîøêàõ, äðóæáå

ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê è òðóáîïðîâîäå

http://potential.org.ru/Info/ArtDt200503291423PH3C1J3

Äðóãîå èçëîæåíèå ìåòîäà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà:

http://kvant.mirror1.mccme.ru/1970/04/parosochetaniya_i_transportnye.htm


