
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 27 ÍÁÒÔÁ 2010 ÇÏÄÁ.

ðÉÓØÍÅÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �÷ÓÐÏÍÎÉÔØ ×Ó£�.

1) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÓÔÅÐÅÎÉ 2009, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï P (x)+
P (1− x) = 1.

îÁÐÒÉÍÅÒ, P (x) =
�
x− 1

2
�2009 + 1

2 .

2) ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ ÏËÒÁÛÅÎÏ × ÂÅÌÙÊ, ÓÉÎÉÊ ÉÌÉ ËÒÁÓÎÙÊ Ã×ÅÔ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ
×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÑÔ Ò£ÂÒÁ ×ÓÅÈ Ã×ÅÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÃÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Ò£ÂÒÁ
×ÓÅÈ ÔÒ£È Ã×ÅÔÏ×.

òÅÛÅÎÉÅ: ÷ÙÊÄÅÍ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏ ÂÅÌÏÍÕ ÒÅÂÒÕ, ÏÔÔÕÄÁ ÐÏÊÄ£Í ÐÏ ÓÉÎÅÍÕ, ÄÁÌÅÅ ÐÏ ËÒÁÓÎÏÍÕ,
ÓÎÏ×Á ÐÏ ÂÅÌÏÍÕ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÐÏÐÁÄÁÑ × ÒÁÚÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (É, ÐÏËÁ ÐÏÐÁÄÁÅÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÄÔÉ
ÄÁÌØÛÅ). ëÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÐÏÐÁÄ£Í × ÕÖÅ ÐÒÏÊÄÅÎÎÕÀ ÒÁÎÅÅ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÍÙ ÚÁÍËÎ£Í ÎÕÖÎÙÊ ÃÉËÌ.

3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b, c É d ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
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ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ É ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ
ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1
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, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÓËÏÂËÁÈ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ 6 ÐÁÒ ×ÉÄÁ

a
b + b

a , ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÏÊËÉ.

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. óÕÍÍÙ ×ÉÄÁ a + b + c ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 3 3√abc. úÁÍÅÎÑÑ ÉÈ ÔÁËÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÙ ÎÅ
Õ×ÅÌÉÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ. äÁÌÅÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒ£È ÞÉÓÅÌ.

4) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ∈ R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ @M =
{ 1
n |n ∈ N

}
?

îÅÔ, ÔÏÇÄÁ ÂÙ É 0 ÂÙÌ ÂÙ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ M . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ (−" ; ")
ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1

n < " (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ ÁËÓÉÏÍÅ áÒÈÉÍÅÄÁ ÎÁÊÔÉ n > 1
" ). äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÁËÕÀ

ÍÁÌÅÎØËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ 1
n , ËÏÔÏÒÁÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ × (−" ; "). á × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ËÁË

ÔÏÞËÉ M , ÔÁË É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ É × (−" ; ") ÏÎÉ ÅÓÔØ.

5) ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ A É B. þÅÒÅÚ A
ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ P É Q (ÐÏÍÉÍÏ A). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
AP = AQ, ÔÏ AP = AB.

ìÏÂÏ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ O1 | ÃÅÎÔÒ ÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ P , Á O2 | ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ.
ôÏÇÄÁ \O1AO2 = \O1BO2 = 90◦, Á ÐÏÔÏÍÕ O1BO2A ×ÐÉÓÁÎ. úÎÁÞÉÔ, \AO1B + \BO2A = 180◦,
ÎÏ \APB = 1

2\AO1B É \AQB = 1
2\AO2B (×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ), ÔÏ ÅÓÔØ

\APB + \BQA = 90◦. ôÏÇÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË PQB ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ
Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÅÄÉÁÎÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÅÛÅÎÉÅ Ó ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ. ðÕÓÔØ AP = AQ = a, AB = b. óÄÅÌÁÅÍ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × A ÒÁÄÉÕÓÁ a.
ôÏÞËÉ P É Q ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÔÏÞËÁ B ÐÅÒÅÊÄ£Ô × B′, ÐÒÉÞ£Í AB′ = a2

b . ïÄÎÁËÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
PQB′ ÂÕÄÅÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ (ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÓÏÈÒÁÎÉÔ ÕÇÏÌ), ÐÏÜÔÏÍÕ (Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÅÄÉÁÎÙ) AB′ = a, ÔÏ ÅÓÔØ
a2
b = a, ÔÏ ÅÓÔØ a = b.

6) ä×Á ÞÅÌÏ×ÅËÁ ËÉÄÁÀÔ ÍÏÎÅÔÕ. ðÅÒ×ÙÊ ËÉÄÁÅÔ Å£ 10 ÒÁÚ, ×ÔÏÒÏÊ 11 ÒÁÚ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÙÐÁÌ ÏÒ£Ì ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÞÅÍ Õ ÐÅÒ×ÏÇÏ?

ïÔ×ÅÔ: 1
2 . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÐÏËÁ ËÉÎÕÌ 10 ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ Õ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ

p, Õ ×ÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ Ó ÔÁËÏÊ ÖÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (× ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ), É ÐÏÒÏ×ÎÕ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ q. ðÒÉ
ÜÔÏÍ 2p+ q = 1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ Õ ×ÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÏÒÌÏ×, ÒÁ×ÎÁ p+ q

2 = 1
2 .

7) ðÒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ |z| = 1 É arg z = '. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ arg (z+1)?
ïÔ×ÅÔ: '

2 , ÅÓÌÉ ' < �, ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÐÒÉ ' = �, � + '
2 ÐÒÉ ' > �. ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÙ z É

1 ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÒÏÍÂ. äÉÁÇÏÎÁÌØ
ÒÏÍÂÁ ÖÅ ÄÅÌÉÔ ÕÇÏÌ ÐÏÐÏÌÁÍ. óÌÕÞÁÊ ' = � ×ÙÒÏÖÄÅÎ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ×ÅÔÁ ÐÒÉ ' > � ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÙ × ËÕÒÓÅ ÐÏÌÁÇÁÌÉ ÍÅÎÑÀÝÉÍÓÑ × [0 ; 2�). åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ arg z ∈ (−� ; �], ×ÔÏÒÏÇÏ
ÏÔ×ÅÔÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. áÒÇÕÍÅÎÔ | ÜÔÏ \ (z; −1; 1), Á ÏÎ, ÂÕÄÕÞÉ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍ × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,
×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ \ (z; 0; 1) = '. ÷ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÅ ÖÅ ÓÌÕÞÁÉ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÔ×ÅÔÁÍÉ.


