
Ãèìíàçèÿ 1543, 9-Â êëàññ, 23 àïðåëÿ.

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Óïðàæíåíèÿ.

1) Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóþùèõ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ):
à) (1 + x + x2 + x3 + . . .) · (1− x + x2 − x3 + . . .);
á) (1 + x + x2 + x3 + . . .)2;

â)

(
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+ . . . +
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·
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(−x)n

n!
+ . . .

)
.

2) Ïóñòü êàæäûé èç ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ã(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + . . . è b̃(x) = b0 + b1x + b3x
3 + . . . èìååò

öåëûå êîýôôèöèåíòû. Íóëåâîé ÷ëåí êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ðàâåí íóëþ: a0 6= 0 è b0 6= 0. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà
êîýôôèöèåíòû ýòèõ ðÿäîâ:

à) Ðÿä ã−1(x) áóäåò èìåòü öåëûå êîýôôèöèåíòû?
á) Ðÿä ã(x)b̃−1(x) áóäåò èìåòü öåëûå êîýôôèöèåíòû?

3) Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (îòâåòîì äîëæíî áûòü àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå
íàä êîíå÷íûìè ðÿäàìè):

à) an = n; a: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . .
á) an = n2; a: 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, . . .
â) an = n(n + 1); a: 0, 2, 6, 12, 20, 30, 42, . . .

ã) an = Cn
m; a: 1, m,

m(m− 1)
2

,
m(m− 1)(m− 2)

6
, . . .

Ãèìíàçèÿ 1543, 9-Â êëàññ, 29 àïðåëÿ.

Ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â ñóììó ïðîñòåéøèõ.

1) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ x1 6= x2 è ëþáûõ a è b ñóùåñòâóþò A è B òàêèå, ÷òî:
ax + b

(x− x1)(x− x2)
=

A

x− x1
+

B

x− x2
.

2) Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû A è B:
1

x2 + 3x + 2
=

A

x + 1
+

B

x + 2
.

3) Ïóñòü P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Q(x0) 6= 0, òî ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåí P0(x) è ÷èñëî
A òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî:

P (x)
(x− x0)kQ(x)

=
A

(x− x0)k
+

P0(x)
(x− x0)k−1Q(x)

.

(ïîäñêàçêà: äîìíîæüòå ðàâåíñòâî íà çíàìåíàòåëü ïåðâîé äðîáè)

4) Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû A, B è C:
x2 + x

(x− 1)2
= C +

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
.

5) Ïóñòü Q(x) = (x−x1)k1 . . . (x−xm)km . Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû aij è ìíîãî÷ëåí P0(x) îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì èç ðàâåíñòâà:
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Q(x)

= P0(x) +
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.

Ãèìíàçèÿ 1543, 9-Â êëàññ, 14 ìàÿ.

Ïðîèçâîäíàÿ ðÿäà è ôîðìóëà áèíîìà. Óïðàæíåíèÿ.

Êðàòêîå íàïîìèíàíèå. Ïóñòü ã � ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä. Åãî ïðîèçâîäíîé Dã íàçûâàåòñÿ ðÿä b̃ ñ êîýôôèöèåíòàìè
bk = (k + 1)ak+1. Îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé D ëèíåéíà è äëÿ íå¼ âûïîëíåíî ïðàâèëî Ëåéáíèöà D(ã · b̃) = b̃ ·Dã + ã ·Db̃.

1) Ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ðÿäà ã (ñ íåíóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì) íàçûâàåòñÿ ðÿä DLã =
Dã

ã
. Äîêàæèòå, ÷òî

DL(ã · b̃) = DLã + DLb̃. (ïîäñêàçêà: ïðèâåäèòå äðîáè èç ïðàâîé ÷àñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïîñìîòðèòå íà ÷èñëèòåëü)

2) Íàéäèòå ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ðÿäîâ: à) ã = x + 1; á) b̃ = (x + 1)3; â) c̃ = 1543(x + 1)3.
3) Äîêàæèòå, ÷òî DL

(
ãk

)
= kDLã äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî k.

4) Äîêàæèòå, ÷òî DL

(
ãp/q

)
=

p

q
DLã äëÿ ïðîèçâîëüíîé äðîáè

p

q
.

5) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè DLã = DLb̃, òî ã = Cb̃, ãäå C � íåêîòîðîå ÷èñëî. (ïîäñêàçêà: âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì 3é çàäà÷è)

6) Ïóñòü ã(x) = C0
p/q+C1

p/qx+. . .+Ck
p/qx

k+. . . Äîêàæèòå, ÷òî DLã = p
q DL(1+x). (íàïîìèíàíèå: C0

p/q = 1, Ck+1
p/q =

p
q − k

k + 1
Ck

p/q).

Èòîã: äîêàçàíà ôîðìóëà áèíîìà (1 + x)p/q = C0
p/q + C1

p/qx + . . . + Ck
p/qx

k + . . . (ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ó ðÿäà ã

èç ïîñëåäíåé çàäà÷è ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí ñâîáîäíîìó ÷ëåíó ðÿäà (1 + x)p/q)


