
Ãèìíàçèÿ 1543, 9-Â êëàññ, 30 ÿíâàðÿ.

Íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà.
Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ.
Íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, êàñàþùèõñÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Îäíî÷ëåíîì (îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà cx
k1
1 · . . . ·xkn

n , ãäå c 6= 0, ki � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà. Ñòåïåíüþ îäíî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ ñóììà ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ, â íåãî âõîäÿùèõ: k1 + . . .+ kn.

Ìíîãî÷ëåíîì (îò n ïåðåìåííûõ) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå R× R︸ ︷︷ ︸
n

→ R, ðàâíîå ëèáî òîæäåñòâåííîìó íóëþ, ëèáî ñóì-

ìå íåñêîëüêèõ (ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ) îäíî÷ëåíîâ. Ñòåïåíüþ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíàÿ èç ñòåïåíåé îäíî÷ëåíîâ, åãî ñîñòàâëÿþùèõ.

Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ñòåïåíè âñåõ îäíî÷ëåíîâ, åãî ñîñòàâëÿþùèõ, ðàâíû.

Ìíîãî÷ëåí P (x1, . . . xn) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè P (x1, . . . xn) = P (xσ(1), . . . , xσ(n)) äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ.

Ïðîñòåéøåå íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà.
Ïóñòü a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, p è q � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå, p > q + 1. Òîãäà:

apbq + bpaq > ap−1bq+1 + bp−1aq+1,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè a = b.
Äîêàçûâàåòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå ðàçëîæåíèåì íà ìíîæèòåëè:

apbq + bpaq − ap−1bq+1 − bp−1aq+1 = aqbq(ap−q + bp−q − ap−q−1b− bp−q−1a) =

=aqbq(ap−q−1 − bp−q−1)(a− b) = aqbq(a− b)2(ap−q−2 + . . .+ bp−q−2).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ðàçëîæåíèè âñ¼, êðîìå (a − b)2, ïîëîæèòåëüíî, à (a − b)2 > 0, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî íóëþ äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî â ñëó÷àå a = b. Îòäåëüíî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñëó÷àé p = q+2, â êîòîðîì âìåñòî ïîñëåäíåãî ñîìíîæèòåëÿ (ap−q−2 +
. . .+ bp−q−2) ñòîèò 1. Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè ïðîñòåéøåå íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà.

Äðóãîé âçãëÿä íà íåðàâåíñòâî Êîøè.
Âñïîìíèì íåðàâåíñòâî Êîøè: äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ x1, . . . , xn

x1 + . . .+ xn
n

> n
√
x1 . . . xn,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå x1 = . . . = xn.
Äîêàæåì åãî ïðè ïîìîùè òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ïðîñòåéøåãî íåðàâåíñòâà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì åãî â íåìíîãî äðóãîì

âèäå:
xn1 + . . .+ xnn

n
> x1 . . . xn.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì äëÿ n = 3, îáîçíà÷èâ ïåðåìåííûå ÷åðåç a, b è c äëÿ íàãëÿäíîñòè. Ñëó÷àé n > 3 îòäåëüíî
äîêàçûâàòü íå áóäåì. Ïðîâåä¼ì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1
3
(a3 + b3 + c3) =

1
3
(a3b0c0 + a0b3c0 + a0b0c3) =

1
6
(a3b0c0 + a0b3c0 + a0b3c0 + a0b0c3 + a0b0c3 + a3b0c0) =

=
1
6
[
c0(a3b0 + a0b3) + a0(b3c0 + b0c3) + b0(a0c3 + a3c0)

]
.

Òåïåðü ê êàæäîìó èç âûðàæåíèé â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïðèìåíèì ïðîñòåéøåå íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà. Ïîëó÷èì, ÷òî âñ¼
âûðàæåíèå íå ìåíüøå, ÷åì:

1
6
[
c0(a2b1 + a1b2) + a0(b2c1 + b1c2) + b0(a1c2 + a2c1)

]
=

1
6
[
b1(c0a2 + c2a0) + a1(c0b2 + c2b0) + c1(a0b2 + a2b0)

]
.

Îïÿòü ïðèìåíèì ïðîñòåéøåå íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà è ïîëó÷èì, ÷òî âñ¼ âûðàæåíèå íå ìåíüøå
1
6
·6a1b1c1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Áîëåå òîãî, ìû äîêàçàëè íå òîëüêî íåðàâåíñòâî Êîøè, íî åù¼ è äâà ïðîìåæóòî÷íûõ íåðàâåíñòâà. Ïîêàçàííûé ïðè¼ì,
êàê âûÿñíèì íåìíîãî ïîçæå, ïîçâîëÿåò íàïèñàòü âåñüìà îáùåå íåðàâåíñòâî äëÿ îäíîðîäíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ,
íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì Ìþðõåäà. Íî ïåðåä èçëîæåíèåì îáùåé òåîðèè íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ñèììåòðèçàöèÿ îäíî÷ëåíà. Îïåðàöèÿ Rij.
Ïóñòü k = (k1, . . . , kn) � íàáîð öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (áóäåì äëÿ êðàòêîñòè â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òàêîé íàáîð

Zn+-íàáîðîì ñóììû k1 + . . . + kn). Òàêîìó íàáîðó ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñèììåòðè÷åñêèé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñëåäóþùåãî
âèäà:

S[k] =
1
n!

∑
σ

xk1σ(1) · . . . · x
kn

σ(n),

ãäå ïîä çíàêîì
∑
σ
ïîíèìàåòñÿ ñóììà, âçÿòàÿ ïî âñåì ïîäñòàíîâêàì σ. Ïðîùå ãîâîðÿ, áåð¼òñÿ îäíî÷ëåí ñî ñòåïåíÿìè ïåðå-

ìåííûõ k1, . . . , kn, â í¼ì ïåðåìåííûå ïåðåñòàâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, ïîëó÷èâøèåñÿ îäíî÷ëåíû ñêëàäûâàþòñÿ,
à çàòåì ïîëó÷èâøàÿñÿ ñóììà äåëèòñÿ íà êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ. Ìíîãî÷ëåí S[k1, . . . kn] íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèçàöèåé îäíî-
÷ëåíà xk11 · . . . · xkn

n . Áóäåì åãî åù¼ íàçûâàòü ñèììåòðè÷íûì ìíîãî÷ëåíîì, ïîñòðîåííûì ïî íàáîðó k, à òàêæå (íåñêîëüêî
íåêîððåêòíî) � ñèììåòðèçàöèåé íàáîðà k.



Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð k′ ïîëó÷åí èç íàáîðà k îïåðàöèåé �ñêèäûâàíèÿ êèðïè÷à�, åñëè íàéä¼òñÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ
èíäåêñîâ i è j òàêèõ, ÷òî k′i = ki − 1, k′j = kj + 1, îñòàëüíûå ýëåìåíòû íàáîðîâ ñîâïàäàþò è k′i > k′j . Íàáîð k′ áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Rijk.

�Ñêèäûâàíèåì êèðïè÷à� ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ èç-çà íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèè ïðè ïîìîùè ò.í. äèàãðàìì Þíãà:

Äèàãðàììà Þíãà Zn+-íàáîðà k ñîñòîèò èç n ñòîëáèêîâ, i-é ñëåâà ñòîëáèê âûñòðîåí èç ki êâàäðàòèêîâ. Òðàäèöèîííî
äèàãðàììû Þíãà ðèñóþòñÿ äëÿ ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùèõ íàáîðîâ, ò.ê. çà÷àñòóþ ýòî áûâàåò óäîáíî (à S[k] âñ¼ ðàâíî íå
çàâèñèò îò ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ íàáîðà k).

Íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà.
Êàê ìû óæå âèäåëè ïðè ðàññìîòðåíèè íåðàâåíñòâà Êîøè, S[k](x1, . . . , xn) > S[Rijk](x1, . . . , xn) ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëü-

íûõ x1, . . . , xn, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x1 = . . . = xn. Äîêàæåì ýòî ôîðìàëüíî.
Ðàçîáú¼ì â S[k] âñå ñëàãàåìûå íà ïàðû, ïîëó÷åííûå ïîäñòàíîâêàìè σ è σ′, ãäå σ = σ′ ◦ τij . Â êàæäîé ïàðå âûíåñåì çà

ñêîáêè (xki

σ(i)x
kj

σ(j) +xki

σ(j)x
kj

σ(i)). Òåïåðü ê êàæäîé ïàðå ñëàãàåìûõ ïðèìåíèì ïðîñòåéøåå íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà è ðàñêðîåì âñå

ñêîáêè îáðàòíî. Ïîëó÷èòñÿ S[Rijk]. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó óòâåðæåíèþ:

Íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà. Åñëè íàáîð l ïîëó÷åí èç íàáîðà k ïðè ïîìîùè êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé �ñêèäûâàíèÿ êèðïè÷à�,
òî ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ x1, . . . , xn âåðíî íåðàâåíñòâî:

S[k] > S[l],

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x1 = . . . = xn.

Â ñâÿçè ñ ýòèì óòâåðæäåíèåì ìîæåò âîçíèêíóòü íåñêîëüêî âîïðîñîâ. Âî-ïåðâûõ, êàê îïðåäåëèòü, ÷òî îäèí íàáîð ìîæåò
áûòü �ïåðåêèäàí� â äðóãîé? Âî-âòîðûõ, ìîæíî ëè íàïèñàòü òàêîå íåðàâåíñòâî äëÿ ïàðû íàáîðîâ, êîòîðûå íåëüçÿ ïîëó÷èòü
äðóã èç äðóãà ïðè ïîìîùè �ñêèäûâàíèÿ êèðïè÷åé� (è âîîáùå, áûâàþò ëè òàêèå ïàðû íàáîðîâ)?

Îòâåòèì äëÿ íà÷àëà íà âòîðîé âîïðîñ, à èç íåãî íåîæèäàííî ïîëó÷èòñÿ îòâåò è íà ïåðâûé âîïðîñ. Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà
ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà.
Ïóñòü P (x) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè x. Òîãäà íàéä¼òñÿ ïîëîæè-

òåëüíîå çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì P (x) > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (x) = anx

n + . . .+ a1x+ a0. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåì an = 1 (íà íåãî ìîæíî ïîäåëèòü âñå
êîýôôèöèåíòû, ò.ê. ïî óñëîâèþ an > 0). Åñëè x > 1, òî ìîæíî íàïèñàòü öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

|an−1x
n−1 + . . .+ a0| 6 |an−1| · |x|n−1 + . . .+ |a0| 6 (|an−1|+ . . .+ |a0|) |x|n−1.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âçÿòü x, îäíîâðåìåííî áîëüøåå 1 è ñóììû ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ a0, . . . an−1. Ëåììà äîêàçàíà.

Íåðàâåíñòâî Ìþðõåäà. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå.
Ïóñòü k = (k1, . . . , kn), l = (l1, . . . , ln) � äâà Zn+ íàáîðà. Ïîéì¼ì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìåæäó S[k] è S[l] ìîæíî íàïèñàòü

çíàê íåðàâåíñòâà:
S[k](x1, . . . xn) > S[l](x1, . . . xn), x1 > 0, . . . , xn > 0.

Òàê êàê S[k] íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì âçÿòû ÷èñëà íàáîðà k, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîðû ìîíîòîííûå: k1 > . . . > kn,
l1 > . . . > ln.

Ïîäñòàâèì â íåðàâåíñòâî âìåñòî ïåðâûõ m ïåðåìåííûõ x, âìåñòî îñòàëüíûõ 1. Â ëåâîé ÷àñòè áóäåò ìíîãî÷ëåí îò x
ñòåïåíè k1 + . . .+ km, â ïðàâîé � l1 + . . .+ lm, îáà ìíîãî÷ëåíà ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïåðåíåñÿ âñ¼ â ïðàâóþ
÷àñòü è âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé, íåìåäëåííî ïîëó÷èì:

k1 + . . .+ km > l1 + . . .+ lm, m = 1, n.

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòàðøèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè áûë áû ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïåðåä íèì)



Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðîå óñëîâèå íà íàáîðû k è l, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî ñóììà ëþáîãî ÷èñëà íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ
k íå ìåíüøå ñóììû òîãî æå ÷èñëà íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ l. Åñëè äëÿ k è l âûïîëíÿåòñÿ ýòî óñëîâèå, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
íàáîð k ìàæîðèðóåò íàáîð l.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè m = n íåðàâåíñòâî S[k] > S[l] âûðîæäàåòñÿ â xk1+...kn > xl1+...ln , èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóììû
íàáîðîâ äîëæíû áûòü ðàâíû.

Ìàæîðèðîâàíèå è êèðïè÷è.
Îêàçûâàåòñÿ, ìàæîðèðîâàíèå îäíèì íàáîðîì äðóãîãî òîé æå ñóììû åñòü íå òîëüêî íåîáõîäèìîå óñëîâèå íåðàâåíñòâà, íî

è äîñòàòî÷íîå, ò.å. åñëè íàáîð k ìàæîðèðóåò íàáîð l òîé æå ñóììû, òî k ìîæíî �ïåðåêèäàòü� â l. Äîêàæåì ýòî.
Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî âûñîòå äèàãðàììû Þíãà. Åñëè âûñîòà ðàâíà 1, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå êèðïè÷åé åñòü

òîëüêî îäèí óïîðÿäî÷åííûé íàáîð. Ïîýòîìó íèêàêèõ îïåðàöèé íå òðåáóåòñÿ.
Ïóñòü âûñîòà áîëüøå 1. Òîãäà ïîñìîòðèì íà íèæíþþ ñòðî÷êó. Çàìåòèì, ÷òî äëèíà å¼ â íàáîðå k íå áîëüøå å¼ äëèíû â

íàáîðå l. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âî âñ¼ì íàáîðå l íå áîëüøå êèðïè÷åé, ÷åì â ÷àñòè íàáîðà k, à îáùåå ÷èñëî êèðïè÷åé äîëæíî
áûòü îäèíàêîâî.

Åñëè äëèíû íèæíåé ñòðîêè îäèíàêîâû, òî óáåð¼ì å¼, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, à çàòåì îáðàòíî âåðí¼ì.
Åñëè æå äëèíû ðàçëè÷íû, òî ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî êèíóòü êèðïè÷, óìåíüøèâ ðàçíîñòü äëèí, ïðè ýòîì íå

íàðóøàÿ ìàæîðèðîâàíèÿ íàáîðîì, ïîëó÷åííûì èç k, íàáîðà l. Êèäàòü áóäåì êèðïè÷ èç ñàìîãî ïðàâîãî ñòîëáöà ñ òàêèì
íîìåðîì i, ÷òî ki > li, â ñàìûé ëåâûé ïóñòîé ñòîëáèê. Ïîñëå áðîñêà ïîëó÷èì íàáîð k′.

Ðàññìîòðèì ñóììû Km = k1 + . . .+ km, K
′
m = k′1 + . . .+ k′m è Lm = l1 + . . .+ lm. Ïðè m < i K ′m = Km. Ïóñòü ïðè m > i

ïîëó÷èëîñü, ÷òî K ′m = Km − 1 < Lm. Íî òîãäà Lm = Km, ò.å. ñïðàâà îò m-ãî ñòîëáöà â íàáîðàõ k è l ïîðîâíó êèðïè÷åé.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñòîëáöàõ ïðàâåå i-ãî â l íå ìåíüøå êèðïè÷åé, ÷åì â k, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ýòèõ ñòîëáöîâ â l íå áîëüøå,
÷åì â k, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñ íåíóëåâîé ðàçíîñòüþ äëèí íèæíåé ñòðîêè. Çíà÷èò, íîâûé íàáîð k′ ïî-ïðåæíåìó ìàæîðèðóåò l.
Ïðè ýòîì ðàçíîñòü äëèí íèæíåé ñòðîêè k′ è l íà 1 ìåíüøå, ÷åì â ïàðå k è l. Òî åñòü, ìîæíî, íå íàðóøàÿ ìàæîðèðîâàíèÿ
îäíèì íàáîðîì äðóãîãî, ñðàâíÿòü äëèíû íèæíåé ñòðîêè, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ âûøåèçëîæåííûìè ðàññóæäåíèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèøëè ê íàèáîëåå îáùåìó íåðàâåíñòâó Ìþðõåäà, èìåþùåìó âèä êðèòåðèÿ.

Íåðàâåíñòâî (êðèòåðèé) Ìþðõåäà.
Ïóñòü k, l � Zn+ íàáîðû. Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
à) Ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ x1, . . . , xn âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî S[k] > S[l].
á) Íàáîðû k è l îäíîé ñóììû è k ìàæîðèðóåò l.
â) Íàáîð l ìîæíî ïîëó÷èòü èç íàáîðà k �ñêèäûâàíèåì� êèðïè÷åé.

Ïðèìåðû èìïîëüçîâàíèÿ.

1) Íåðàâåíñòâî Êîøè.

Îíî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî íàáîð (n, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

) áåç òðóäà �ïåðåêèäûâàåòñÿ� â (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

).

2) Íåðàâåíñòâî î òð¼õ êâàäðàòàõ: a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ac.

Ñëåâà ñòîèò 3S[(2, 0)], ñïðàâà � 3S[(1, 1)].
3) t1, . . . , tn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, T = t1 + . . .+ tn. Äîêàæèòå, ÷òî:

t1
T − t1

+ . . .+
tn

T − tn
>

n

n− 1
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå ak = T − tk. Ëåâàÿ ÷àñòü ïðèìåò âèä:

T − a1

a1
+ . . .+

T − an
an

=
T

a1
+ . . .+

T

an
− n =

T · n · S[(1, . . . , 1, 0)]
a1 · . . . · · · an

− n.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî nS[(1, 0, . . . , 0)] = a1 + . . .+ an = nT − T = (n− 1)T , ïîëó÷àåì:

n

n− 1
· n · S[(1, 0, . . . , 0)] · S[(1, . . . , 1, 0)]

S[(1, . . . , 1)]
− n.

Ïðîèçâåäåíèå S[(1, 0, . . . , 0)] · S[(1, . . . , 1, 0)] ðàâíî
1
n
S[(1, . . . , 1)] +

n− 1
n

S[(2, 1, . . . , 1, 0)]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â íàøó ëåâóþ
÷àñòü, èìååì:

n

n− 1
+ n ·

(
S[(2, 1, . . . , 1, 0)]
S[(1, . . . , 1)]

− 1
)
.

Â ÷èñëèòåëå äðîáè â ñêîáêàõ �ñêèíåì êèðïè÷�. Ïîëó÷èì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíî. Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.


