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Òðèãîíîìåòðèÿ - 2

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî T íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f(x), åñëè äëÿ ëþáîãî x èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

f(x) âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
f(x− T ) = f(x) = f(x+ T ).

1. Âñÿêàÿ ëè ôóíêöèÿ èìååò ïåðèîä?

2. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ôóíêöèè, ïåðèîäàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà?

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïåðèîäû T1 è T2, Äîêàæèòå, ÷òî åå ïåðèîäàìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà: à) −T1;
á) T1 + T2; â) nT1; ã) nT1 + kT2, ãäå n, k � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåíóëåâîé ïåðèîä, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

4. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè: à) f(x) = {x}; á) f(x) = {3x}.
5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó ôóíêöèè åñòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä T , òî âñå îñòàëüíûå ïåðèîäû

êðàòíû T . Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ åå îñíîâíûì ïåðèîäîì.

6. Íàéäèòå îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè: à) f(x) =
{
x

3

}
+ 3

{
x

5

}
; á) f(x) = {3x}+ 8{5x};

â) f(x) =
√
1 + {4x}.

7. ßâëÿåòñÿ ëè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèÿ: à) f(x) = {x2}; á) f(x) = {x}+ {x
√
2}?

Ñâîéñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Ôóíêöèè y = sinx, y = cosx ïåðèîäè÷åñêèå. Èõ îñíîâíîé ïåðèîä ðàâåí 2π. Ôóíêöèè y = tg x,
y = ctg x ïåðèîäè÷åñêèå. Èõ îñíîâíîé ïåðèîä ðàâåí π.

8. Íàéäèòå ïåðèîä ôóíêöèè: à) f(x) = sin 3x+ 2 cos 5x; á) f(x) =
√
sin

4

5
x+ 3 tg

7

8
x+ cos 5x.

9. Âû÷èñëèòå à) sin
47π

6
; á) cos 1543π; â) tg

26π

3
; ã) ctg

199π

4
.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ y = cosx � ÷åòíàÿ, à ôóíêöèè y = sinx, y = cosx è y = cosx � íå÷åòíûå.

Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ

10. à) Êàêîå äâèæåíèå ïåðåâîäèò òî÷êó Pα â òî÷êó Pπ+α?

á) Äîêàæèòå ôîðìóëû

sin(π + α) = − sinα; cos(π + α) = − cosα.

11. à) Êàêîå äâèæåíèå ïåðåâîäèò òî÷êó Pα â òî÷êó Pπ−α?

á) Äîêàæèòå ôîðìóëû

sin(π − α) = sinα; cos(π − α) = − cosα.

12. à) Êàêîå äâèæåíèå ïåðåâîäèò òî÷êó Pα â òî÷êó Pπ
2
−α?

á) Äîêàæèòå ôîðìóëû

sin(
π

2
− α) = cosα; cos(

π

2
− α) = sinα; tg(

π

2
− α) = ctgα; ctg(

π

2
− α) = tgα.

13. à) Êàêîå äâèæåíèå ïåðåâîäèò òî÷êó Pα â òî÷êó Pπ
2
+α?

á) Äîêàæèòå ôîðìóëû

sin(
π

2
+ α) = cosα; cos(

π

2
+ α) = − sinα; tg(

π

2
+ α) = − ctgα; ctg(

π

2
+ α) = − tgα.

Ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â 4 ïîñëåäíèõ çàäà÷àõ, è àíàëîãè÷íûå èì íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè ïðèâåäåíèÿ.

Îíè ïîçâîëÿþò ïðèâåñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ îò ëþáîãî àðãóìåíòà ê ôóíêöèè îò àðãóìåíòà,

íàõîäÿùåãîñÿ â 1 ÷åòâåðòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî êðóãà (è äàæå â åå ïåðâîé ïîëîâèíå). Ïîëüçóÿñü ïå-

ðèîäè÷íîñòüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìîæíî ïðîäîëæàòü ðÿä ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ ñêîëü óãîäíî

äîëãî. ×òîáû íå ó÷èòü ìíîãî îòäåëüíûõ ôîðìóë, èñïîëüçóþò ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî:

1) Ïóñòü â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû ñòîèò ôóíêöèÿ îò α + φ, α − φ èëè φ − α, ãäå φ =
πn

2
. Åñëè π

óêëàäûâàåòñÿ â φ öåëîå ÷èñëî ðàç (ïðè ýòîì α îòêëàäûâàåòñÿ îò îñè Ox), òî íàçâàíèå ôóíêöèè íå

ìåíÿåòñÿ. Åñëè π óêëàäûâàåòñÿ â φ "ïîëóöåëîå"÷èñëî ðàç (α îòêëàäûâàåòñÿ îò îñè Oy), òî íàçâàíèå

ôóíêöèè ìåíÿåòñÿ íà êîôóíêöèþ (ñèíóñ íà êîñèíóñ è îáðàòíî, òàíãåíñ íà êîòàíãåíñ è îáðàòíî)



2) Ïðè îïðåäåëåíèè çíàêà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àðãóìåíò ïðèíàäëåæèò ïåðâîé ÷åòâåðòè.

Ãðàôèêè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Èññëåäóåì êàæäóþ èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïî ñòàíäàðòíîìó ïëàíó:

1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè

2) ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü)

3) ïåðèîäè÷íîñòü (ñ óêàçàíèåì îñíîâíîãî ïåðèîäà)

Áëàãîäàðÿ (íå)÷åòíîñòè, ïåðèîäè÷íîñòè è ôîðìóëàì sin(π − α) = sinα, cos(π − α) = − cosα äî-

ñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ãðàôèê êàæäîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [0;
π

2
], à çàòåì ïðîäîëæèòü

íà âñþ îñü. À äëÿ ýòîãî îïðåäåëèòü, âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò ôóíêöèÿ íà óêàçàííîì îòðåçêå è îòìåòèòü

êîíòðîëüíûå òî÷êè.

4) íóëè ôóíêöèè

5) èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà

6) ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè

7) íàëè÷èå àñèìïòîò

Ãðàôèê ôóíêöèè y = sinx íàçûâàåòñÿ ñèíóñîèäîé, à ãðàôèê ôóíêöèè y = tg x � òàíãåíñîèäîé.

14. Äîêàæèòå, ÷òî êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà ãðàôèê ôóíêöèè: à) y = cosx ðàâåí ñèíóñîèäå; á) y = ctg x
ðàâåí òàíãåíñîèäå.

15. Êàê îòðàæàþòñÿ íà ãðàôèêàõ ôóíêöèé y = sinx è y = tg x ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà sinx ≈ x ≈ tg x
äëÿ ìàëûõ x?

16. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: à) y = 1− tg(x+
π

4
); á) y = 2 sin(

π

3
− x).

17. Îïðåäåëèòå çíàê ðàçíîñòè: à) ctg
(
7

3

14
π
)
− ctg

(
9

8

27
π
)
; á) tg

(
7

3

14
π
)
− ctg

(
9

8

27
π
)
.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

18. à) Ó âñÿêîé ëè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íàéäåòñÿ íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä?

á) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ åå ïåðèîäîì, à ëþáîå èððàöè-

îíàëüíîå � íåò?

â) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ëþáîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ åå ïåðèîäîì, à ëþáîå ðàöè-

îíàëüíîå � íåò?

19. Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ f(x) èìåòü îñíîâíîé ïåðèîä 2, ôóíêöèÿ g(x) � 6, à ôóíêöèÿ f(x) + g(x) � 3?

20. Âû÷èñëèòå: à) tg 1◦ tg 2◦ . . . tg 89◦; á) ctg 1◦ + ctg 2◦ + . . .+ ctg 179◦; â) ctg 1◦ ctg 2◦ . . . ctg 179◦.

21. Ðàñïîëîæèòå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà sin 1, sin 10 è sin 13.

Äîìàøíåå çàäàíèå

22. Íàéäèòå îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè f(x) =

√
{5, 3x} −

{
5x+

1

4

}
+ 4.

23. Îïðåäåëèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Åñëè äà, òî óêàæèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïå-

ðèîä.

à) y = cos
√
x; á) y = cos

√
|x|; â) y =

√
cosx; ã) y =

√
| cosx|.

24. à) Êàêîå äâèæåíèå ïåðåâîäèò òî÷êó Pα â òî÷êó P3π
2

+α?

á) Êàêîå äâèæåíèå ïåðåâîäèò òî÷êó Pα â òî÷êó P3π
2

−α?

25. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: à) y = tg(
x

2
); á) y = |1− 2 sin(x+

π

4
)|; â) y = cos(|2x| − 2π

3
);

y = ctg |π
6
− x|.

26. Âîçüìèòå öèëèíäð (íàïðèìåð, ñâå÷ó èëè ñîñèñêó), íàìîòàéòå íà íåãî ëèñò áóìàãè â íåñêîëüêî ñëîåâ è

àêêóðàòíî ðàçðåæüòå âñå ýòî îñòðûì íîæîì íàèñêîñîê. Ðàçâåðíèòå áóìàãó. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíèÿ ðàçðåçà

ÿâëÿåòñÿ ñèíóñîèäîé.

27. Ñðàâíèòå ÷èñëà: à) cos
19π

9
è cos(−13π

6
); á) sin

17π

5
è cos(−6π

7
); â) sin 7 è cos 7.


