
Ãèìíàçèÿ 1543 10-Â êëàññ 17 íîÿáðÿ 2010 ã.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ìåíÿ âåäü íå ðóáëè íà ãîíêó çàâåëè �

Ìåíÿ ïðîñèëè: "Ìèã íå ïðîâîðîíü òû!

Óçíàé, à åñòü ïðåäåë � òàì, íà êðàþ çåìëè?

È ìîæíî ëè ðàçäâèíóòü ãîðèçîíòû?"

Â. Âûñîöêèé

Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà è ïðåäåëüíîé òî÷êè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ε > 0. ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè A íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë (A− ε; A+ ε).

1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî x ïðèíàäëåæèò ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |x− a| < ε.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) çàäàíà ôîðìóëîé an =
n

n+ 1
.

à) Óêàæèòå íàèìåíüøèé èç íîìåðîâ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî |an − 1| < 0, 1;
á) Âåðíî ëè, ÷òî ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ò.å. âñå, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷-

íîãî èõ ÷èñëà) îòëè÷àþòñÿ îò 1 íå áîëåå, ÷åì íà 0,01?

â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ε-îêðåñòíîñòü ÷èñëà 1 ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an).

Ãîâîðÿò, ÷òî 1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an =
n

n+ 1
. Ïèøóò an → 1 èëè lim

n→∞
n

n+ 1
= 1

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè ëþáàÿ ε-îêðåñòíîñòü
òî÷êè A ñîäåðæèò ïî÷òè âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè ëþáàÿ ε-îêðåñòíîñòü
òî÷êè A ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè

(∀ε > 0)(∃N)(∀n > N)(|an −A| < ε)

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñòðåìèòñÿ ê A èëè ñõîäèòñÿ ê A. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìå-
þùèå ïðåäåë, íàçûâàþò ñõîäÿùèìèñÿ.

3. Îáúÿñíèòå ðàâíîñèëüíîñòü òðåõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. ×åìó îí ðàâåí?

5. Äîêàæèòå, ÷òî: à) lim
n→∞

2n− 10

3n− 7
=

2

3
; á) lim

n→∞
0, 9n = 0; â) lim

n→∞
1

n2
= 0.

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùåé ïðåäåë.

7. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùàÿñÿ ê
√
2?

8. Äàéòå îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íå èìååò ïðåäåëà (ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùåéñÿ). Çà-

ïèøèòå åãî ñ ïîìîùüþ êâàíòîðîâ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñõîäÿòñÿ: à) an = n; á) an = (−1)n.
10. Âûáåðèòå èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäÿùèåñÿ è íàçîâèòå èõ ïðåäåëû (áåç ôîðìàëüíîãî

äîêàçàòåëüñòâà):

à) 0;
1

2
; 0;

1

3
; 0;

1

4
; 0; . . .; â)

1

2
;
1

4
;
3

4
;
1

8
;
7

8
;

1

16
;
15

16
; . . . ä) an = sin

πn

4
;

á) 1;
1

2
; 1,

1

3
; 1,

1

4
; 1, . . .; ã) 0, 1; 0, 19; 0, 191; 0, 1919; 0, 19191; 0, 191919; . . .; å) an = sinn.

Îïðåäåëåíèå 1.×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè ëþáàÿ ε−îêðåñòíîñòü
÷èñëà a ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè ëþáàÿ ε−îêðåñòíîñòü
÷èñëà a ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, åñëè

(∀ε > 0)(∀N ∈ N)(∃n > N)(|an − a| < ε)

11. Îáúÿñíèòå ðàâíîñèëüíîñòü òðåõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëüíîé òî÷êè.

12. Ïåðå÷èñëèòå âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè óïîìÿíóòûõ âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

13. Îáÿçàòåëüíî ëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ åå ïðåäåëüíîé òî÷êîé? À íàîáîðîò?



14. Ìîæåò ëè ïðåäåëüíûõ òî÷åê ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûòü: à) 0; á) 1; â) ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî n; ã) ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî; ä) êîíòèíóóì?

15. Ñêîëüêî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìîæåò áûòü ó ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

16. Ñêîëüêî ïðåäåëîâ ìîæåò áûòü ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

17. Âåðíî ëè, ÷òî:

à) åñëè íåêîòîðûé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, òî íèêàêîå ÷èñëî âíå ýòîãî
îòðåçêà íå ìîæåò áûòü ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn;
á) åñëè íåêîòîðûé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, òî ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà;

â) åñëè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ýòîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè;

ã) åñëè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü äâå ïðåäåëüíûå òî÷êè, òî ó íåå íåò ïðåäåëà;

ä) åñëè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü äâå êîðìóøêè, òî ó íåå íåò ïðåäåëà;

å) åñëè êîðìóøêàìè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ÿâëÿþòñÿ âñå îòðåçêè ñ öåíòðîì â òî÷êå A è òîëüêî

îíè, òî A � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn?

18. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê êîòîðîé åñòü: à) N; á) [0; 1]; â) Q;
ã) R?

19. Ìîæåò ëè ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàòü áûòü ñõîäÿùåéñÿ, åñëè èçìåíèòü êîíå÷íîå ÷èñëî

åå ÷ëåíîâ?

20. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn ïîëó÷åíà èç ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ (âîç-

ìîæíî, áåñêîíå÷íîãî èõ ÷èñëà). Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn: à) ñõîäèòüñÿ ê äðóãîìó ïðåäåëó;

á) ðàñõîäèòüñÿ?

21. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn ïîëó÷åíà èç ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an èçìåíåíèåì âñåõ ÷ëåíîâ ñ íå÷åò-

íûìè íîìåðàìè. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn: à) ñõîäèòüñÿ ê äðóãîìó ïðåäåëó; á) ðàñõîäèòüñÿ?

22. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

23. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.

24. Ìîæåò ëè ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìåòü íè íàèáîëüøåãî, íè íàèìåíüøåãî ÷ëåíà?

Äîìàøíåå çàäàíèå

25. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn =
n+ 100

5n− 1
íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: à) |xn − 0, 2| < 0, 01; á) |xn − 0, 2| < 0, 0001.

26. à) Èçâåñòíî, ÷òî lim
n→∞

|an| = 0. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñõîäÿùàÿñÿ? Åñëè

äà, òî íàéäèòå åå ïðåäåë.

á) Èçâåñòíî, ÷òî lim
n→∞

|an| = A. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñõîäÿùàÿñÿ? Åñëè

äà, òî íàéäèòå åå ïðåäåë.

27. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü òîëüêî îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà, ÷òî: à) lim
n→∞

2n2

n2 + 1
= 2; á) lim

n→∞

(
−1

2

)n
= 0.

28. Óêàæèòå âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: à) xn = n; á) xn = n · cos πn
4
; â) xn =

sinn

n
;

ã) xn = cos
πn

3
; ä) xn = n(−1)

n
; å)

1

2
;
1

3
;
2

3
;
1

4
;
2

4
;
3

4
;
1

5
;
2

5
;
3

5
;
4

5
; . . ..



Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � 2
Ãèìíàçèÿ 1543 10-Â êëàññ 25 íîÿáðÿ 2010 ã.

Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ, íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Òåîðåìà 1. lim
n→∞

xn = a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn = a+αn, ãäå αn � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü.

Òåîðåìà 2. Ñóììà äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü.

Òåîðåìà 3. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé è îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

29. Ñóùåñòâåííî ëè òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè â ïîñëåäíåé òåîðåìå?

Òåîðåìà 4. Ïóñòü lim
n→∞

an = a. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = kan ñõîäèòñÿ, è lim
n→∞

kan = k lim
n→∞

an.

Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðåäåëà.

Òåîðåìà 5 (î ïðåäåëå ñóììû). Ïóñòü lim
n→∞

an = a, à lim
n→∞

bn = b. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn = an + bn

ñõîäèòñÿ, è lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = a+ b. Ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ.

30. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ðàçíîñòè ðàâåí ðàçíîñòè ïðåäåëîâ, à

ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäåëîâ.

Òåîðåìà 6 (î ïðåäåëå ÷àñòíîãî). Ïóñòü lim
n→∞

an = a, à lim
n→∞

bn = b, ïðè÷åì lim
n→∞

bn 6= 0. Òîãäà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü cn =
an
bn

ñõîäèòñÿ, è lim
n→∞

an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
=

a

b
. Ïðåäåë ÷àñòíîãî ðàâåí ÷àñòíîìó ïðåäåëîâ.

Òåîðåìà 7 (î ïðåäåëå êîðíÿ). Ïóñòü lim
n→∞

an = a> 0. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
√
an òîæå èìååò ïðåäåë,

ïðè÷åì lim
n→∞

√
an =

√
lim
n→∞

. Ïðåäåë êîðíÿ ðàâåí êîðíþ èç ïðåäåëà.

31. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ: à) ñõîäÿùåéñÿ è ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé; á) äâóõ ðàñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé?

32. Íàéäèòå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

à) xn =
2n− 2

7n+ 3
; á) xn =

1000n

n2 + 1
; â) xn =

(3n− 8)(5n+ 4)

n(6n− 1)
; ã) xn =

√
n−
√
n− 4;

ä) xn =
√
n2 + 1−

√
n2 − 7n+ 10; å) xn =

n√
n2 + n

.

33. Íàéäèòå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

à) xn =
22 − 32 + 42 − 52 + . . .+ (2n)2 − (2n+ 1)2

3n− 2n2
; á) xn =

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . .
1

n(n+ 1)
.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé (ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè), åñ-

ëè (∀C)(∃N ∈ N)(∀n > N)(|xn| > C).

34. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè n→∞ ñòðåìÿùåéñÿ: à) ê +∞; á) ê −∞.

35. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: à) ñòðåìÿùåéñÿ ê +∞; á) ñòðåìÿùåéñÿ ê −∞; â) íå ñòðåìÿ-

ùåéñÿ íè ê +∞, íè ê −∞, íî ÿâëÿþùåéñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé; ã) íåîãðàíè÷åííîé, íî íå áåñêîíå÷íî

áîëüøîé.

36. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, íå ñîäåðæàùàÿ íóëåâûõ ÷ëåíîâ, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
1

xn
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

37. Íàéäèòå lim
n→∞

an, åñëè: à) |a| > 1; á) |a| < 1.

38. ×åìó â çàâèñèìîñòè îò a ðàâåí lim
n→∞

an + 1

an − 1
?

39. Íàéäèòå lim
n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1

40. Äîêàæèòå ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

41. Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàïèñû-

âàåòñÿ êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáüþ.



42. Ïðåäñòàâüòå â âèäå îáûêíîâåííîé íåñîêðàòèìîé äðîáè: à) 0, (4); á) 0, 4(63).

Äîìàøíåå çàäàíèå

43. Íàéäèòå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

à) xn = 3 ·
(
6

7

)n
− 12; á) xn =

5n2 − 4n+ 3

6n2 + 10n− 1
; â) xn =

3n2 + 1

2n+ 1
− 6n3

4n2 − 1
; ã) xn =

6n+ 1√
n2 + 3n+ 10 + 3n

;

ä) xn =
√
(n+ 1)(n+ 3)− n; å) xn =

2n + 3n + 4n

4n+1 + 3
.

44. Íàéäèòå lim
n→∞

xn:

à) xn =
1

1 · 3 +
1

3 · 5 + . . .
1

n(n+ 1)
; â) xn = (1− 1

4
)(1− 1

9
)(1− 1

16
) . . . (1− 1

(n+ 1)2
);

á) xn =
1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ . . .+

n

(n+ 1)!
.

45. Ïðåäñòàâüòå â âèäå îáûêíîâåííîé íåñîêðàòèìîé äðîáè: 11, (12); á) 1, 99(2)

46. Ïåðâûé ÷ëåí áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè an ðàâåí a, åå çíàìåíàòåëü � q. Íàéäèòå ñóììó:

à) a1 +
1

2
a2 +

1

4
a3 +

1

8
a4 + . . .; á) (a1 + a2 + a3)

2 + (a4 + a5 + a6)
2 + (a7 + a8 + a9)

2 + . . ..

47. Íàéäèòå lim
n→∞

an, åñëè |x| < 1 è an = (1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) . . . (1 + x2
n
)

48. Ñóìàñøåäøèé òóðèñò äâå ïåðâûå ñòîÿíêè ñäåëàë ãäå ïîïàëî, à çàòåì âñÿêèé ðàç íî÷åâàë ðîâíî ïîñåðå-

äèíå ìåæäó äâóìÿ ïðåäûäóùèìè ñòîÿíêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îí áóäåò òîïòàòüñÿ

íà îäíîì ìåñòå è íàéäèòå, íà êàêîì èìåííî.

49. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞, äîñòèãàåò ñâîåé òî÷íîé íèæíåé ãðàíè.

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ

Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ. Ïóñòü (xn), (yn) � äâå òàêèå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè, ÷òî lim
n→∞

xn = X, lim
n→∞

yn = Y , è äëÿ ïî÷òè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn6 yn. Òîãäà

X 6Y .

50. Ìîæíî ëè îáà çíàêà íåðàâåíñòâà â òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå çàìåíèòü íà ñòðîãèå?

Òåîðåìà î çàæàòîé ïåðåìåííîé ("î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ"). Ïóñòü (xn), (yn), (zn) � òðè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, ïðè÷åì lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = A, è ïî÷òè äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xn6 yn6 zn.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (yn) òàêæå ñõîäèòñÿ ê A.

51. Íàéäèòå lim
n→∞

sinn

n
.

52. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ n
∣∣∣an+1

an

∣∣∣6 q < 1, òî lim
n→∞

an = 0.

53. Ïóñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ n
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1. à) Îáÿçàòåëüíî ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñõîäèòñÿ? á) Ìîæåò ëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìåòü ïðåäåë, îòëè÷íûé îò íóëÿ?

54. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëû:

à)
(
n

2n

)
; á)

(
an

n!

)
ïðè âñåõ a > 0 (ôàêòîðèàë ðàñòåò áûñòðåå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè);

â)

(
nk

an

)
ïðè âñåõ c ∈ N è a > 1 (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ðàñòåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè).

55. Âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíû, à ñóììà ëþáîãî èõ ÷èñëà íå ïðåâîñõîäèò 1. Äîêàæèòå,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.


