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Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè - 1

Ïðåäåë ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè.

1. à) Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè f(x) =
2x + 4

x
. Íàçîâèòå ÷èñëî, áëèçêîå ê çíà÷åíèÿì ôóíêöèè ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.
á) Óêàæèòå òàêîå ÷èñëî M1, ÷òî ïðè âñåõ x > M1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x) − 2| < 0, 1. â) Óêàæèòå
òàêîå ÷èñëîM2, ÷òî ïðè âñåõ x > M2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− 2| < 0, 001.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî (∀ε > 0)(∃M)(∀x > M)(|f(x)− 2| < ε).

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ +∞, åñëè

(∀ε > 0)(∃M)(∀x > M)(|f(x)− b| < ε).

Ïèøóò: lim
x→+∞

f(x) = b.

2. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f(x) ïðè x→ −∞ è ïðè x→∞.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ ïðè x→ +∞.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ +∞, åñëè lim
x→+∞

α(x) = 0.

4. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→+∞

f(x) = b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = b+ α(x), ãäå α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè

x→ +∞.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè x → +∞, è ñóùåñòâóåò ëó÷ (M,+∞), íà êîòîðîì
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |α(x)|6 |β(x)|, òî è α(x) áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè x→ +∞.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ.

7. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → +∞ è îãðàíè÷åííîé íà R ôóíêöèé. Îáÿçàòåëüíî ëè
ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ: à) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ +∞; á) îãðàíè÷åííàÿ íà R?

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìàëà.

9. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ðàçíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé? À î ÷àñòíîì?

10. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìàëî. Îáÿçàòåëüíî ëè îäíà èç íèõ áåñêîíå÷íî ìàëà?

11. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìàëû ïðè x→ +∞ è ïî÷åìó:

à)
x3

x4 + 1
; á)

x

10300
; â)

10300

x
; ã)

2[x] + 3[x]

6[x]
?

Òåîðåìà. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→+∞

f(x) = a è lim
x→+∞

g(x) = b. Òîãäà:

1) lim
x→+∞

(f + g)(x) = a+ b. (ïðåäåë ñóììû ðàâåí ñóììå ïðåäåëîâ)

2) lim
x→+∞

(fg)(x) = ab. (ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäåëîâ)

3) åñëè b 6= 0, òî lim
x→+∞

f(x)

g(x)
=

a

b
. (ïðåäåë ÷àñòíîãî ðàâåí ÷àñòíîìó ïðåäåëîâ)

4) lim
x→+∞

kf(x) = k lim
x→+∞

f(x). (ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðåäåëà)

12. Âû÷èñëèòå: à) lim
x→+∞

3x3 + 4x− 6

2x3 − 8x2 + 12x
; á) lim

x→+∞

5x2 + 4x + 10

2x4 − 5x
;

â) lim
x→+∞

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)(1 + x4)(1 + x5)

(1− x)(1− x2)(1− x3)(1− x4)(1− x5)
; ã) lim

x→+∞

(1 + x2)10

(1 + 2x10)2
; ä) lim

x→+∞

(1 + 3x11)3

(1 + 8x5)7
.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x→ +∞, åñëè
(∀N)(∃M)(∀x > M)(|f(x)| > N). Ïèøóò lim

x→+∞
f(x) =∞.

13. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x→ +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
1

f(x)
áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè x→ +∞.

14. Îáúÿñíèòå, ÷òî îçíà÷àåò lim
x→+∞

f(x) = +∞; lim
x→−∞

f(x) = +∞; lim
x→+∞

f(x) = −∞; lim
x→−∞

f(x) = −∞.

15. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëå ñóììû:
à) äâóõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé;
á) áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë?

16. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ:
à) äâóõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé;
á) áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé íåíóëåâîé ïðåäåë;
â) áåñêîíå÷íî áîëüøîé è áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèé?

17. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ.

18. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëå ïðè x → ∞ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (÷àñòíîãî äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ) â çàâèñèìîñòè
îò ñòåïåíåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ?
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Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå.Ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ (a−ε; a)∪(a; a+
ε).

Åñëè âî âñåõ òî÷êàõ êàêîé-íèáóäü ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè a âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå ñâîéñòâî ôóíêöèè,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ âáëèçè òî÷êè a.

19. Ïóñòü f(x) =
x2 − 4

x− 2
. à) Îïðåäåëèòå çíàê ôóíêöèè f(x) âáëèçè òî÷êè 2. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî f(2) > 0?

á) Íàéäèòå ñ òî÷íîñòüþ äî 0, 000001, ÷åìó ðàâíî çíà÷åíèå f(x) âáëèçè òî÷êè 2. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî f(2) = 4?

Â ïîäîáíîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò, ÷òî f(x)→ 4 ïðè x→ 4, è ïèøóò lim
x→2

f(x) = 4.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ a, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 âáëèçè òî÷êè
a âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè b
íàéäåòñÿ òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ÷òî åñëè x íàõîäèòñÿ â íåé, òîf(x) íàõîäèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè
òî÷êè b.

Îïðåäåëåíèå 3. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x→ a, åñëè

(∀ε > 0)(∃δ = δ(ε))((0 < |x− a| < δ)⇒ (|f(x)− b| < ε)).

ßñíî, ÷òî âñå òðè îïðåäåëåíèÿ íà ñàìîì äåëå ðàçíûå ôîðìû îäíîãî è òîãî æå. Åãî íàçûâàþò îïðåäåëåíèåì ïî
Êîøè.

20. Äîêàæèòå, ÷òî: à) lim
x→3

(2x− 1) = 5; á) lim
x→0

sinx = 0; â) lim
x→4

√
x = 2; ã) lim

x→5

1

x
=

1

5
.

Òåîðèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå àíàëîãè÷íà òåîðèè ïðåäåëà ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Íàäî ëèøü êàê â
îïðåäåëåíèÿõ, òàê è â äîêàçàòåëüñòâàõ çàìåíÿòü ëó÷è íà ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè.

21. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ ïðè x→ a.

22. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé è áåñêîíå÷íî áîëüøîé â äàííîé òî÷êå ôóíêöèè.

23. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå è ñóììà áåñêîíå÷íî ìàëûõ â äàííîé òî÷êå ôóíêöèé � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíê-
öèÿ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ÷àñòíîì äâóõ ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî ìàëûõ â äàííîé òî÷êå? ×òî ìîæíî ñêàçàòü î
ïðîèçâåäåíèè áåñêîíå÷íî ìàëîé â äàííîé òî÷êå ôóíêöèè è ôóíêöèè, îãðàíè÷åííîé âáëèçè ýòîé òî÷êè?

24. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìû î ñóììå, ïðîèçâåäåíèè è ÷àñòíîì ïðåäåëîâ ôóíêöèè â òî÷êå.

25. à) Ìîæíî ëè ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü âûíîñèòü çà çíàê ïðåäåëà? Ïî÷åìó?
á) Âåðíî ëè ðàâåíñòâî: lim

x→1
2

[2x] = 2 lim
x→1

2

[x]? Ïî÷åìó?

26. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå a ðàâåí åãî çíà÷åíèþ â ýòîé òî÷êå.

27. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: à) lim
x→−1

x4 + 2x3 + 1

x2 + 5x + 3
; á) lim

x→1

3x4 + 4x3 + 1

(x− 1)2
; â) lim

x→1

3x4 − 4x3 + 1

(x− 1)2
;

ã) lim
x→1

(
1

1− x
− 3

1− x3

)
; ä) lim

x→1

xm − 1

xn − 1
, ãäå m ∈ N, n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a− c; a) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî c. Òîãäà
÷èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñëåâà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ lim

x→a−0
f(x), åñëè

(∀ε > 0)(∃δ = δ(ε))((a− δ < x < a)⇒ (|f(x)− b| < ε)).

28. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ñïðàâà.

29. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò â ýòîé òî÷êå ïðåäåëû êàê
ñëåâà, òàê è ñïðàâà, ïðè÷åì ýòè ïðåäåëû ñîâïàäàþò.

30. Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ôóíêöèé, êîòîðûå áû â òî÷êå x0 = 2:
à) èìåëè áû ïðåäåë ñëåâà, íî íå èìåëè áû ïðåäåëà ñïðàâà;
á) èìåëè áû ðàçíûå ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà.

Äîìàøíåå çàäàíèå

31. Âû÷èñëèòå: à) lim
x→∞

2x3 − 3x− 6

x3 + 15x
; á) lim

x→−∞

5x2 + 4x + 10

x− 5
; â) lim

x→+∞
(
√
x2 − 2x−x); ã) lim

x→+∞
( 3
√
x−
√
x).

32. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü òîëüêî îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
x→−3

x2 = 9.

33. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: à) lim
x→2

(x4−3x2+2x−4); á) lim
x→−2

5 + 2x + x2

x3 + 3x2 + 1
; â) lim

x→0

x4 + 3x2

x3 + 2x2
; ã) lim

x→3

x2 − 2x− 3

x2 − 9
;

ä) lim
x→2

(
3x2 + x

(x− 2)(x2 + x + 1)
− 2

x− 2

)
.
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Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áåñêîíå÷íî ìàëîìó
ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà â ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè
(ò.å. lim

x−x0→0
(f(x)− f(x0)) = 0)

34. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà ÿçûêå ”ε− δ” è ñäåëàéòå ñîîòâåòñòâóþùèé ÷åðòåæ.

35. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé ñëåâà (ñïðàâà).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî
ìíîæåñòâà. (Íåïðåðûâíîñòü â êîíöå îòðåçêà ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîñòîðîííåé)

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí íåïðåðûâåí íà R, à ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ � íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Âîò áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíû è ôóíêöèè

f(x) + g(x), f(x)− g(x), f(x)g(x), (f(x))n, ãäå n ∈ N. Åñëè g(x) 6= 0, òî íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
.

36. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ: à) f(x) =
√
x; á) f(x) = |x| íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íå ÿâëÿåòñÿ â
òî÷êå x0 íåïðåðûâíîé. Òîãäà òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f(x).

37. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ðàçðûâà íà ÿçûêå ”ε− δ”.
38. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà R è:

à) ðàçðûâíîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå;
á) ðàçðûâíîé â êàæäîé òî÷êå;
â) íåïðåðûâíîé ðîâíî â îäíîé òî÷êå;
ã) íåïðåðûâíîé ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ.

Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà. Ïóñòü x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f(x). Åñëè â òî÷êå x0 ñóùå-
ñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà, òî x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî
ðîäà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âòîðîãî ðîäà.

Ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìûì, åñëè lim
x→a−0

f(x) = lim
x→a+0

f(x). Ïðè ýòîì f(x) ìîæåò ëèáî

îòëè÷àòüñÿ îò ýòèõ ïðåäåëîâ, ëèáî âîîáùå íå ñóùåñòâîâàòü.

Íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ñêà÷êîì. Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè
f(x) ñëåâà è ñïðàâà ñóùåñòâóþò, íî íå ðàâíû äðóã äðóãó.

Òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì, åñëè îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â íåé ðàâíû ±∞ è ñóùå-
ñòâåííî îñîáîé òî÷êîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

39. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôóíêöèé, èìåþùèõ îïèñàííûå âèäû ðàçðûâà.

40. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè: à) y = [x]; á) y = {x}; â) y =
[x]

{x} ; ã) y =
1

x
ïðè

|x| > 1 è y = x2 ïðè |x|6 1.

Îïðåäåëåíèå. Êîìïîçèöèÿ äâóõ ôóíêöèé f(x) = g(ϕ(x)) íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé.

41. Ïóñòü f(x) = cosx; g(x) = 2x− 3; ϕ(x) =
√
x.

à) Çàäàéòå ôîðìóëîé ôóíêöèè g(ϕ(x)); ϕ(f(g(x))).
á) Çàïèøèòå â âèäå êîìïîçèöèè ôóíêöèè cos

√
x; 2

√
cosx− 3.

42. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî: à) lim
x→1

2

|2x| = | lim
x→1

2

2x|; á) lim
x→1

2

[2x] = [ lim
x→1

2

2x]?

Ëåììà. Ïóñòü f(x) = g(ϕ(x)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì lim
x→x0

ϕ(x) = b, à g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå b. Òîãäà

lim
x→x0

g(ϕ(x)) = g( lim
x→x0

ϕ(x)). (Çíàê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è çíàê ïðåäåëà ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè)

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ g(x)
íåïðåðûâíà â òî÷êå ϕ(x0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ g(ϕ(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

43. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: à) lim
x→2

√
x2 − x + 7− 4

x2 − 1
; á) lim

x→−3

√
1− |x|
x + 1

.

44. Ïóñòü ôóíêöèè g(x) è ϕ(x) îïðåäåëåíû íà R, ïðè÷åì lim
x→x0

ϕ(x) = b, à lim
x→b

g(x) = c. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè

êîìïîçèöèÿ g(ϕ(x)) íåïðåðûâíà íà R, òî lim
x→x0

g(ϕ(x)) = c?

45. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå. D(x) = 1 äëÿ x ∈ Q, è D(x) = 0 äëÿ x ∈ R \ Q. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ Äèðèõëå íà
íåïðåðûâíîñòü. Êàêîãî ðîäà ó íåå ðàçðûâû?



46. Ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Çàïèøåì êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî (êðîìå 0) â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè
m

n
, ãäå n ∈ N

è îïðåäåëèì ôóíêöèþ R(
m

n
) =

1

n
. Åñëè æå x = 0 èëè x èððàöèîíàëüíî, òî R(x) = 0. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ

Ðèìàíà íà íåïðåðûâíîñòü. Êàêîãî ðîäà ó íåå ðàçðûâû?

47. Êàíòîðîâà ëåñòíèöà. Áóäåì îïðåäåëÿòü C(x) ïîøàãîâî.
1 øàã. Ïóñòü C(0) = 0, C(1) = 1.

2 øàã. Ðàçäåëèì îòðåçîê [0; 1] íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è ïîëîæèì C(x) =
1

2
ïðè x ∈ [

1

3
;
2

3
].

3 øàã. Ðàçäåëèì êàæäûé èç 2 îòðåçêîâ [0;
1

3
] è [

2

3
; 1] íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è ïîëîæèì C(x) =

1

4
ïðè x ∈ [

1

9
;
2

9
]

è C(x) =
3

4
ïðè x ∈ [

7

9
;
8

9
].

4 øàã. Ðàçäåëèì êàæäûé èç 4 îòðåçêîâ [0;
1

9
], [

2

9
;
1

3
], [

2

3
;
7

9
] è [

8

9
; 1] íà 3 ðàâíûå ÷àñòè è â èõ öåíòðàëüíûõ

÷àñòÿõ ïîëîæèì C(x) ñîîòâåòñòâåííî
1

8
,
3

8
,
5

8
è

7

8
.

Ôóíêöèÿ C(x) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ.
à) Êàêîâà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Êàíòîðà?
á) Èññëåäóéòå åå íà íåïðåðûâíîñòü.

48. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà R è: à) ðàçðûâíîé â öåëûõ òî÷êàõ è íåïðåðûâíîé â îñòàëüíûõ;
á) íåïðåðûâíîé â öåëûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé â îñòàëüíûõ.


