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Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè

73. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå, òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè îíà îãðàíè÷åíà.

74. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå, è åå çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå
îòëè÷íî îò íóëÿ, òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò çíàê.

Òåîðåìà î êîðíå. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è èìååò íà åãî
êîíöàõ ðàçíûå çíàêè. Òîãäà (∃ξ ∈ [a; b])(f(ξ) = 0).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà èíòåðâàëå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî îíà

ñîõðàíÿåò íà íåì ïîñòîÿííûé çíàê. Íà ýòîì îñíîâàí ìåòîä èíòåðâàëîâ (îáîáùåííûé, à íå
òîëüêî äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé)

75. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: à)
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Òåîðåìà î êîðíå "óçàêîíèâàåò"ãðàôè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå ïðè èññëåäîâàíèè
êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà è ïîäîáíûõ çàäà÷àõ.

76. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2+bx+c, äëÿ êîòîðîãî a+b+c > 0, à a−b+c > 0,
èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ.

77. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ÷èñëî 3 çàêëþ÷åíî ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ
x2 − (2a+ 1)x+ 4− a = 0?

Òåîðåìà î êîðíå ïîçâîëÿåò òàêæå ñî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåííî íàõîäèòü
êîðíè óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàäî êàêèì óãîäíî îáðàçîì îòûñêàòü îòðåçîê, íà êîíöàõ êîòî-
ðîãî ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, à çàòåì äåëèòü
îòðåçîê ïîïîëàì íóæíîå ÷èñëî ðàç. Èíîãäà ìàòåìàòèêè íàçûâàþò ýòî âñëåä çà àðòèëëåðè-
ñòàìè "ìåòîäîì âèëêè".

78. à) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x3 − 5x + 2 èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ. á) Äîêàæèòå,
÷òî íåðàâåíñòâî x3 − 5x+ 2 > 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x > 2

Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x)
íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è ïðèíèìàåò íà êîíöàõ îòðåçêà ðàçíûå çíà÷åíèÿ A è B. Òîãäà
(∀Ñ ∈ [A; B]([B; A]))(∃ξ ∈ [a; b])(f(ξ) = C).

79. Âåðíî ëè îáðàòíîå: åñëè (∀Ñ ∈ [f(a); f(b)]([f(b; f(a)]))(∃ξ ∈ [a; b])(f(ξ) = C), òî
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]?

80. Âåðíî ëè ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè?

81. Äîêàæèòå, ÷òî òåððèòîðèþ Êðåìëÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè, ïðîâåäÿ
ïðÿìóþ: à) ñòðîãî ïî ìåðèäèàíó; á) ÷åðåç âõîä â "Ïîëüñêóþ ìîäó".

82. Ìîíàõ ñ 8 ÷àñîâ óòðà äî 8 ÷àñîâ âå÷åðà ïîäíèìàëñÿ íà ñâÿùåííóþ ãîðó. Íî÷ü îí ïðîâåë â
ìîëèòâàõ, à íà ñëåäóþùèé äåíü ñïóñêàëñÿ ñ ãîðû ñ 8 óòðà äî 8 âå÷åðà ïî òîé æå äîðîãå.
Ñêîðîñòü åãî îáà ðàçà âîâñå íå áûëà ïîñòîÿííîé, èíîãäà îí îòäûõàë, ìîã è âîçâðàùàòüñÿ
çà çàáûòîé íà ïðåäûäóùåì ïðèâàëå âåùüþ. Äîêàæèòå, ÷òî â êàêîì-òî ìåñòå äîðîãå îí â
ïåðâûé è âî âòîðîé äåíü áûë ðîâíî â îäíî è òî æå âðåìÿ.

Äîìàøíåå çàäàíèå

83. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: à) (x+ 3)
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84. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè âñåãäà èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êî-
ðåíü.

85. Îïðåäåëèòå çíàê c, åñëè a+ b+ c < 0 è óðàâíåíèå ax2 + bx+ c = 0 íå èìååò êîðíåé.



86. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ êîðíè x1 è x2 óðàâíåíèÿ x2−2(a−1)x+2a+1 = 0
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ −4 < x1 < 0 < x2 < 4.

87. Íàéäèòå ìåòîäîì âèëêè ñ òî÷íîñòüþ äî 0,2 áëèæàéøèé ê íóëþ êîðåíü óðàâíåíèÿ
x2 + 4x+ 3 = 0.

88. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ ëèíèÿ, îäíîâðåìåííî äåëÿùàÿ íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè
è òåððèòîðèþ Êðåìëÿ, è äà÷ó Åâãåíèÿ Èâàíû÷à.

89. Äîêàæèòå, ÷òî òåððèòîðèþ Êðåìëÿ ìîæíî ðàçáèòü íà 4 ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè äâóìÿ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïðÿìûìè.

90. Ïîåçä äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî èç À â Â, åãî ñêîðîñòü íåïîñòîÿííà, íî ìåíÿåòñÿ ïî çàðàíåå
èçâåñòíîìó çàêîíó. Ê ïîëó íà øàðíèðå ïðèêðåïëåí ñòåðæåíü, êîòîðûé ìîæåò íàêëîíÿòü-
ñÿ âïåðåä è íàçàä âïëîòü äî êàñàíèÿ ñ ïîëîì. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íà÷àëüíîå
ïîëîæåíèå ñòåðæíÿ, ïðè êîòîðîì îí òàê è íå ïðèêîñíåòñÿ ê ïîëó.

×åì îòðåçîê îòëè÷àåòñÿ îò èíòåðâàëà

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå.
Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, îãðàíè÷åíà.

91. Âñÿêàÿ ëè ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå, îãðàíè÷åíà? Êàêîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû íåâåðíî äëÿ èíòåðâàëà?

92. Ïóñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå è îãðàíè÷åíà íà íåì. Êàê è âñÿêîå îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî, îáëàñòü åå çíà÷åíèé èìååò òî÷íóþ íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè. Îáÿçàòåëüíî ëè
ôóíêöèÿ èõ äîñòèãàåò?

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ.
Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, äîñòèãàåò íà íåì ñâîèõ òî÷íûõ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé,
ò.å. (∃ξ ∈ [a; b])(f(ξ) = inf f([a; b])) è (∃η ∈ [a; b])(f(η) = sup f([a; b])).

93. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, íå äîñòèãàþùåé ñâîèõ òî÷íûõ âåðõíåé è íèæíåé
ãðàíåé: à) çàäàííîé íà [0; 1]; á) íåïðåðûâíîé íà R.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâåM ,
åñëè (∀ε > 0)(∃δ = δ(ε))((|x1 − x2| < δ)⇒ (|f(x1)− f(x2)| < ε)).

94. Íàïèøèòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâåM . Íàéäèòå îòëè÷èå.

95. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæå-
ñòâåM .

96. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y =
1

x
íà èíòåðâàëå (0; 1) íåïðåðûâíîé ÿâëÿåòñÿ, à ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé � íåò.
á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ íåïðåðûâíîé, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà R; íà ëó÷å [0; +∞).

97. ßâëÿåòñÿ ëè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ôóíêöèÿ
y =
√
x?

Òåîðåìà Êàíòîðà. Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì
îòðåçêå.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà è òåîðåìû Êàíòîðà, è ïåðâîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà (à èç
íåå âûòåêàåò è âòîðàÿ) îïèðàþòñÿ íà âîçìîæíîñòü âûäåëèòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê
îòðåçêà ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ò.å. íà îãðàíè÷åííîñòü îòðåçêà), à òàêæå íà
ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê òî÷êå îòðåçêà (ò.å. íà åãî çàìêíóòîñòü) Êàê âèäíî
èç ýòèõ ïðèìåðîâ, ñî÷åòàíèå ýòèõ äâóõ ñâîéñòâ ïðîäóêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå. Çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì.


