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Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X ⊂ R. Òîãäà
f : X → f(X). Ôóíêöèÿ ϕ : f(X)→ X òàêàÿ, ÷òî (∀x ∈ X)(ϕ(f(x)) = x) è
(∀y ∈ f(X))(f(ϕ(y)) = y) íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè y = f(x) íà ìíîæåñòâå X è îáîçíà÷àåòñÿ f−1.
Ôóíêöèÿ y = f(x), èìåþùàÿ îáðàòíóþ, íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîé íà ìíîæåñòâåX ⊂ R, åñëè ëþáîé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà f(X) èìååò òîëüêî îäèí ïðîîáðàç â X. (ò.å. åñëè x1 ∈ X, x2 ∈ X è x1 6= x2, òî f(x1) 6= f(x2)).

98. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, îáðàòèìà íà íåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà âçàèìíî îäíîçíà÷íà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

99. Íàéäèòå ôóíêöèè, îáðàòíûå äàííûì: à) f(x) = 2x− 5; á) x2 − 4x + 5, x> 2; â) x2 − 4x + 5, x6 2;
ã) f(x) = x4 + 2x2.

100. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ, ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, îáðàòèìà íà íåì. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
òîæå ñòðîãî ìîíîòîííà.

101. Ìîæåò ëè íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ áûòü îáðàòèìîé?

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà îòðåçêå [a; b]. Ïóñòü M è
m � åå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà ýòîì îòðåçêå (ââèäó ìîíîòîííîñòè ýòè çíà÷åíèÿ ïðèíè-
ìàþòñÿ íà êîíöàõ îòðåçêà). Òîãäà íà îòðåçêå [m; M ] ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè f . Ýòà
ôóíêöèÿ òîæå âîçðàñòàåò (óáûâàåò) è íåïðåðûâíà.

102. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a; b] ôóíêöèÿ îáðàòèìà. Îáÿçàòåëüíî ëè îíà ìîíîòîííà?

103. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëó÷å [0; ∞) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ôóíêöèè y = xn, ãäå n ∈ N, ïðè÷åì ýòà
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Êàê îíà íàçûâàåòñÿ?

104. Óêàæèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé y = arcsinx; y = arccosx; y = arctg x;
y = arcctg x. Ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè.

105. Ïîñòðîéòå â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðàôèêè ôóíêöèé: à) y = ex è y = lnx; á) y = 2x è y = log2 x;

â) y =
(
1

2

)x

è y = log 1
2
x. Îïèøèòå ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü çíà÷åíèé, íóëè,

èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà, õàðàêòåð ìîíîòîííîñòè)

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë è åãî ñëåäñòâèÿ

Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e

Ñëåäñòâèÿ. 1. lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1; 2. lim

x→0

ex − 1

x
= 1.

Òåîðåìà îá îäíîâðåìåííîì ïåðåõîäå ê ïðåäåëó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ïóñòü lim

n→∞
an = A > 0, lim

n→∞
bn = B, ïðè÷åì (∀n ∈ N)(an > 0). Òîãäà lim

n→∞
abn
n = AB.

Òåîðåìà îá îäíîâðåìåííîì ïåðåõîäå ê ïðåäåëó äëÿ ôóíêöèé.
Ïóñòü lim

x→a
f(x) = A, lim

x→a
g(x) = B, ïðè÷åì f(x) > 0. Òîãäà lim

x→a
f(x)g(x) = AB.

106. Êàê èçìåíÿòñÿ òåîðåìû îá îäíîâðåìåííîì ïåðåõîäå ê ïðåäåëó, åñëè A è/èëè B çàìåíèòü íà∞?

107. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→∞

(
2x + 5

2x + 1

)x+1

; á) lim
x→0

ln(1 + sin 4x)

5x
; â) lim

x→0

eax − ebx

x
; ã) lim

x→π
4

(tg x)tg 2x;

ä) lim
x→0

(1− 2x)
1
x ; å) lim

x→a

lnx − ln a

x − a
; æ) lim

x→b

ax − ab

x − b
; ç) lim

x→0

ln cos ax

ln cos bx
;

Äîìàøíåå çàäàíèå

108. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→∞

(
x2 + 1

x2 − 2

)2x2

; á) lim
x→∞

(
x2 + 2x − 1

2x2 − 3x − 2

)2x−1
x+1

; â) lim
x→0

ln(1 + sin 3x)

ln(1 + tg 4x)
; ã) lim

x→0
(3x + 2)

1
x−1 ;

ä) lim
x→0

e2x − 1

4x − 2
;


