
Ãèìíàçèÿ 1543, 10-Â êëàññ, 13 äåêàáðÿ.

×èñëî e.
Âî âñåõ çàäà÷àõ ýòîãî ëèñòêà äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì x0 = 1 äëÿ ëþáîãî x. Öåëüþ çàíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîå îïðå-

äåëåíèå ïîíÿòèÿ äåéñòâèòåëüíîé ñòåïåíè ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ìîæíî ëåãêî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè
÷èñëà e.

1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç en(x) ñóììó âèäà en(x) = 1 + x
1! + x2

2! + . . . + xn

n! =
n∑

k=0

xk

k! .

Äîêàæèòå, ÷òî en(x)en(y) =
n∑

s=0

(
s∑

k=0

xkys−k

k!(s−k)!

)
+

n−1∑
s=0

(
s∑

k=0

xn−kyn−s+k

(n−k)!(n−s+k)!

)
.

2) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x âûïîëíåíî lim
n→∞

xn

n! = 0.

3) Äîêàæèòå, ÷òî
s∑

k=0

1
(n−k)!(n−s+k)! 6 22n−s

n! ïðè s < n.

4) Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

en(x)en(y) = lim
n→∞

en(x + y).

Ïðåäåë lim
n→∞

en(x) îáîçíà÷àþò ex. Ýòà ôóíêöèÿ (îò ïåðåìåííîé x) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé. Òàêîå îáîçíà÷åíèå

âïîëíå ðàçóìíî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî e0 = 1, e1 = e, à ex+y = exey. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ex ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ x ÷èñëà
e, åñëè x ∈ Q. Áîëåå òîãî, òàêîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ íà âñþ
äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ.

5) Äîêàæèòå, ÷òî ex � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

6) Äîêàæèòå, ÷òî ex � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. ÷òî lim exn = elim xn).

7) Äîêàæèòå, ÷òî ex âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ íà ëó÷ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë.

Îáðàòíàÿ ê ex ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ (íàòóðàëüíûì) ëîãàðèôìîì ÷èñëà x è îáîçíà÷àåòñÿ ln x. Ëîãàðèôì ïîçâîëÿåò
ââåñòè äåéñòâèòåëüíóþ ñòåïåíü ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a. À èìåííî, ax = ex ln a.

8) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëîãàðèôìà:
à) ln 1 = 0; ln e = 1.
á) ln(ab) = ln a + ln b; ln(a/b) = ln a− ln b.
â) aln x/ ln a = x.
Îòíîøåíèå ln x/ ln a íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìîì ÷èñëà x ïî îñíîâàíèþ a, îáîçíà÷àåòñÿ loga x è ïîêàçûâàåò, â êàêóþ ñòå-

ïåíü íàäî âîçâåñòè ÷èñëî a, ÷òîáû ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ÷èñëî x.
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