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Äëÿ íà÷àëà ñäåëàåì ïðîöåäóðó, ïîõîæóþ íà òî, ÷òî ìû äåëàëè ñ ïàðàáîëîé. Ðàññìîòðèì äâå òî÷êè: A è B, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè � öåëîå ÷èñëî. Ïðîâåäåíû âñå îêðóæíîñòè öåëî÷èñëåííûõ ðàäèóñîâ ñ öåíòðàìè â A è B. Íà ïîëó÷åííîé
ñåòêå îòìå÷àåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óçëîâ: ðèñóíîê. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî òî÷åê îáðàçóåò ýëëèïñ.
Ïî÷åìó òàê ïîëó÷àåòñÿ? Ïîòîìó ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé äî òî÷åê A è B îäèíàêîâà.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãèå òî÷êè. Êàêóþ êðèâóþ îáðàçóþò îíè? Ãèïåðáîëó, òàê êàê ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî òî÷åê
A è B íå èçìåíÿåòñÿ.

Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî

Äàâàéòå âñïîìíèì îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû: ëó÷è, ïàðàëëåëüíûå îñè ïàðàáîëû ïðè îòðàæåíèè ïðèõîäÿò â å¼ ôîêóñ.
Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà â íåêîòîðîì ñìûñëå î÷åíü ïîõîæè, (à ïî÷åìó � ÿ ðàññêàæó ïîçæå) òàê ÷òî ó ýëëèïñà è
äàæå ó ãèïåðáîëû òîæå åñòü ñâîè îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Äàâàéòå ñíà÷àëà ðàçáåðåìñÿ ñ ýëëèïñîì. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ
îïðåäåëèòü êàñàòåëüíóþ ê ýëëèïñó. Ñäåëàåì ýòî àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè: êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó
� ýòî òàêàÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ èìååò ñ ýëëèïñîì ðîâíî 1 îáùóþ òî÷êó. Äàâàéòå âñïîìíèì ïðåäïîñëåäíþþ çàäà÷ó èç ñóááîòíåãî
ëèñòî÷êà: äàíà ïðÿìàÿ l è äâå òî÷êè A è B ïî îäíó ñòîðîíó îò íå¼. Íàéòè íà ïðÿìîé l òàêóþ òî÷êó X, äëÿ êîòîðîé ñóììà

ðàñòîÿíèé AX +XB äî òî÷åê A è B íàèìåíüøàÿ. Ðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû îòðàæàåì òî÷êó B îòíîñèòåëüíî l, ïîëó÷àåì
B′, ïðîâîäèì ïðÿìóþ AB′, AB′ ïåðåñå÷åò l â òî÷êå X � ýòî è áóäåò èñêîìàÿ òî÷êà, ïîñëå ÷åãî ëó÷ XB′ îòðàæàåì îáðàòíî
è ïîëó÷àåì ïàðó ðàâíûõ óãëîâ. Äàâàéòå ðàññìîòðèì ïðÿìóþ k, êàñàþùóþñÿ ýëëèïñà ñ ôîêóñàìè F1 è F2 â òî÷êå P . Òîãäà
óãëû ìåæäó ïðÿìîé k è îòðåçêàìè PF1 è PF2 áóäóò ðàâíû. Äåéñòâèòåëüíî, äàâàéòå âîçüìåì íà ýòîé ïðÿìîé òî÷êó X. Òîãäà
äëÿ íå¼ XF1 + XF2 > PF1 + PF2, òî åñòü, èç âñåõ òî÷åê ïðÿìîé òî÷êà P èìååò íàèìåíüøóþ ñóììó ðàññòîÿíèé äî F1 è F2,
çíà÷èò, èñêîìûå óãëû è âïðÿìü ðàâíû.

ÄÇ: äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî äëÿ ãèïåðáîëû.

Èçîãîíàëüíîå ñâîéñòâî

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F1, F2 � ôîêóñû ýëëèïñà. Ïðîâåäåì èç ëþáîé òî÷êè P , ëåæàùåé âíå ýëëèïñà, äâå êàñàòåëüíûå ê íåìó.
Ïóñòü îíè êàñàþòñÿ ýëëèïñà â òî÷êàõ X è Y . Òîãäà óãëû F1PX è F2PY ðàâíû. Ïóñòü F ′

1, F
′
2 � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå F1 è F2

îòíîñèòåëüíî PX è PY ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà PF ′
1 = PF1 è PF ′

2 = PF2. Êðîìå òîãî, òî÷êè F, Y è F ′
2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,

â ñèëó îïòè÷åñêîãî ñâîéñòâà. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ òî÷åê F1, X è F ′
1. Ïîëó÷àåì F2F

′
1 = F2X + XF1 = F2Y + Y F1 = F ′

2F1.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè PF2F

′
1 è PF1F

′
2 ðàâíû (ïî òðåì ñòîðîíàì). À çíà÷èò,

∠F2PF1 + 2∠F1PX = ∠F2PF ′
1 = ∠F1PF ′

2 = ∠F1PF2 + 2∠F2PY

. ÄÇ: äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå èçîãîíàëüíîå ñâîéñòâî äëÿ ãèïåðáîëû.

Èòàê, ìîæíî îáîáùèòü ïîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò òàêèì îáðàçîì:
Òåîðåìà 2. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 1 ïðÿìàÿ F1P ÿâëÿåòñÿ áèññåêðèñîé ∠XF1Y .

Íåêîòîðûå ôàêòû áåç äîêàçàòåëüñòâ

1. Êðèâûå êàê îãèáàþùèå ïðÿìûõ

Ïîêà ÷òî ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ ìíîãèõ èçâåñòíûõ íàì êðèâûõ áûë ïîèñê ÃÌÒ. Òåïåðü ðàññìîòðèì íîâûé ñïîñîá îïðåäå-
ëÿòü êðèâûå: ñ ïîìîùüþ îãèáàþùèõ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû áóäåì èñêàòü òàêóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ
êàñàåòñÿ êàæäîé ïðÿìîé èç ýòîãî ñåìåéñòâà. Ðàññìîòðèì òàêóþ çàäà÷ó: äàíû îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è òî÷êà A. ×åðåç
êàæäóþ òî÷êó M îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îòðåçêó MA. Òàê âîò îãèáàþùåé ýòîãî ñåìåéñòâà áóäåò
à) îêðóæíîñòü, åñëè A = O; á) ýëëèïñ, åñëè A ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè; â) ãèïåðáîëà, åñëè A ëåæèò âíå îêðóæíîñòè.

2. Ñå÷åíèÿ êîíóñà

Ðàññìîòðèì êîíóñ è åãî ñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûìè ïëîñêîñòÿìè.
Åñëè ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè êîíóñà, òî â ñå÷åíèè ïîëó÷èòñÿ îêðóæíîñòü, òàê êàê êîíóñ � ôèãóðà âðàùåíèÿ.
Åñëè ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò âñå îáðàçóþùèå êîíóñà, íî íå ïåðïåíäèêóëÿðíà åãî îñè, òî â ñå÷åíèè ìû ïîëó÷èì ýëëèïñ.
Åñëè æå ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà ïàðå îáðàçóþùèõ, òî â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ãèïåðáîëà.
Åñëè ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îäíîé îáðàçóþùåé, â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ïàðàáîëà.
Âñå ýòè êðèâûå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñå÷åíèè êîíóñà ïëîñêîñòüþ, íàçûâàþòñÿ êîíèêè.


