
10 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 11 ÏËÔÑÂÒÑ 2010 ÇÏÄÁ

çÒÕÐÐÙ. îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á É ÐÒÉÍÅÒÙ.
1. ëÁËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÍ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ?
óÏÂÅÒ£Í × ÏÄÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÐÁÄÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁÍ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÎÉÑÈ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÂÙÌÉ É

ËÏÎÅÞÎÙÅ, É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å£ ÐÏÒÑÄËÏÍ, ÐÏÒÑÄÏË
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |G|, É ÍÙ ÅÇÏ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ. îÁÞÎ£Í Ó ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.

çÒÕÐÐÁ Zn ÏÓÔÁÔËÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÁÌÉÞÉÀ Zn ÍÏÖÎÏ ÕÔÒ×ÅÒÖÄÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ (|Zn| = n). çÒÕÐÐÁ (Zp)∗ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ p ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔ
ÐÏÒÑÄÏË p− 1 é ÔÏÖÅ ÁÂÅÌÅ×Á.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ (Zp)∗ ÇÒÕÐÐÁ. áÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÅÄÉÎÉÃÁ,
ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÑÓÎÁ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ p ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÒÁÔÎÏ p. ïÓÔÁÌÏÓØ
ÐÏËÁÚÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ p − 1 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ:
k, 2k, 3k, . . . (p − 1)k. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÉÂÏ ÅÓÌÉ mk = nk (m > n), ÔÏ (m − n)k ËÒÁÔÎÏ p, Á ÔÁË
ËÁË îïä (k ; p) = 1, ÔÏ (m− n) ËÒÁÔÎÏ p, ÎÏ 0 < m− n < m < p, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. úÎÁÞÉÔ,
ÓÒÅÄÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÅÄÉÎÉÃÁ.

çÒÕÐÐÁ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Sn É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÐÒÉ n > 2) ×ÁÖÎÅÊÛÉÍ
ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. þ£ÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ n > 2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÏÄ-
ÇÒÕÐÐÕ × Sn. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ An. An ÔÁËÖÅ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÐÒÉ n > 4. ðÒÏ ÐÏÒÑÄËÉ ÍÏÖÎÏ
ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |Sn| = n! É |An| = n!

2 .
çÒÕÐÐÁ ÓÁÍÏÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Dn. ïÎÁ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÐÒÉ n > 2.

|Dn| = 2n
éÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁÍ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Z (ÏÎÁ ÖÅ nZ), R∗+, R, R∗, Q∗+, Q∗, Q, C∗, C.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÌÕÖÉÔ ÇÒÕÐÐÁ M ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
ôÏ, ÞÔÏ Z = nZ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÅÝ£ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ? ëÁËÉÅ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ

ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ? ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ×ÓÅ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞ£ÔÎÙ É ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ
ÏÓÔÁÌØÎÙÍ. äÁÌÅÅ ÂÙÌÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÇÒÕÐÐÅ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ,
ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÓÅÂÅ (−1) Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÉÐÁÈ ÇÒÕÐÐ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÔ. äÁÌÅÅ, × C∗ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ i, ÞÅÔ×£ÒÔÁÑ
ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 1, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÎÉËÁÌØÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ × ÓÐÉÓËÅ. äÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ
ÄÅÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÉÍ, ÞÔÏ R∗+ = R, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ/ÌÏÇÁÒÉÆÍ. çÒÕÐÐÁ Q∗+
ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Q: ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÔÁË É ÞÉÓÌÕ 2 × Q∗+ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÂÙ x × Q, ÔÏ ÞÉÓÌÕ x

2 ×
Q, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÂÙ ÔÁËÏÅ y × Q∗+, ÞÔÏ y2 = 2. îÏ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÔ. á ×ÏÔ C É R ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÏ ÓÌÏÖÎÏÅ.

2. ãÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ.
óÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕÐÐÙ Zn (ÐÒÉ n > 1) ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÁ. ÷ ÎÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ

"ÕÍÎÏÖÁÔØ" ÎÁ ÓÅÂÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ (ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ "ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ" × Zn ÓÌÕÖÉÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÔÁÔËÏ×!),
ÐÒÉÞ£Í ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ: 1∗1 = 2, 1∗1∗1 = 3, 1∗1∗1∗1 = 4, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.
ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ), ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÇÏ a É ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ: a2, a3,
. . . an−1 É an = e. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÕÐÐÙ ÚÁÄÁÎÁ: ÌÀÂÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ
ai · aj = ai+j.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Zp)∗ = Zp−1, ÎÏ ÜÔÏ ÓÌÏÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

1



3. ðÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ G ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. âÕÄÅÍ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ: a, a2, a3

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. òÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØ, ÒÁ×ÎÁÑ e: ak = e. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ××ÉÄÕ
ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÓÔÕÐÉÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ai = aj ÐÒÉ i > j, Á ÔÏÇÄÁ ai−j = e. á ÒÁÚ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ e, ÔÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÁËÏÊ ÔÏÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ak = e, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a × ÇÒÕÐÐÅ G.

÷ÓÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ k, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ × G. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ
ÁÂÅÌÅ×Á (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ G ÎÅÁÂÅÌÅ×Á!), ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Zk. ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ {a} É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a.

4. þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ G ÐÏÒÑÄËÁ k. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ {a}: a, a2, a3,. . . ,

ak = e. åÓÌÉ ÜÔÉÍ ÓÐÉÓËÏÍ G ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÅÔÓÑ, × G ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ b. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÉÛÅÍ
ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ: ba, ba2, a3,. . . , bak = b. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÓÐÉÓËÁ, ÞÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ. åÓÌÉ × G ÅÝ£ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, c, ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÔÁËÕÀ
ÓÅÒÉÀ: ca, ca2, ca3,. . . , cak = c. üÔÏ ÓÎÏ×Á ÎÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ. (÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ cai = baj,
ÔÏ c = baj+k−i, ÔÏ ÅÓÔØ c ÅÓÔØ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÒÉÉ, Á ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.) ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ×, G ÉÓÞÅÒÐÁÅÔÓÑ É
ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔÏÊ ÎÁ ÓÅÒÉÉ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË
ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ : |G|...|k|.


