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Ãîìîìîðôèçìû.
Ïóñòü G1, G2 � ãðóïïû. Ãîìîìîðôèçìîì ϕ : G1 → G2 íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå îòîáðàæåíèå

ãðóïïû G1 â ãðóïïó G2. Ïîä ñëîâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ìû ïîíèìàåì, ÷òî ϕ(a ◦ b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b). Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì
âûðàæåíèè ñèìâîëîì ◦ îáîçíà÷åíû ãðóïïîâûå îïåðàöèè â ðàçíûõ ãðóïïàõ: ñëåâà � â G1, ñïðàâà � â G2. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû
ãîìîìîðôèçìîâ.

1) Òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì; ϕ : G→ G, ϕ(a) = a.
2) Àííóëèðóþùèé ãîìîìîðôèçì; ϕ : G→ G, ϕ(a) = e.
3) ×¼òíîñòü ïîäñòàíîâêè; ϕ : Sn → Z2, ϕ(σ) ðàâíî 0, åñëè ïîäñòàíîâêà σ ÷¼òíàÿ, è 1, åñëè σ íå÷¼òíàÿ.
4) Îñòàòîê ïî ìîäóëþ k; ϕ : Z→ Zk, ϕ(n) = n mod k.
Ñ êàæäûì ãîìîìîðôèçìîì ϕ : G1 → G2 ñâÿçàíû äâå âàæíûå ïîäãðóïïû: ÿäðî kerϕ 6 G1 è îáðàç Imϕ 6 G2 ãîìîìîð-

ôèçìà. Ðàçáåð¼ì êàæäîå èç ýòèõ äâóõ ïîíÿòèé ïî îòäåëüíîñòè.

ßäðîì ãîìîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ ïîëíûé ïðîîáðàç íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Äîêàæåì, ÷òî ÿäðî � ãðóïïà. Ïóñòü a è b
ëåæàò â kerϕ.

Çàìêíóòîñòü: ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = ee = e.
Íàëè÷èå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà: ϕ(e) = ϕ(ee) = ϕ(e)ϕ(e), çíà÷èò ϕ(e) = e è, ñëåäîâàòåëüíî, e ∈ kerϕ.
Íàëè÷èå îáðàòíîãî äëÿ a ýëåìåíòà: e = ϕ(e) = ϕ(aa−1) = ϕ(a)ϕ(a−1) = ϕ(a−1), îòêóäà ñëåäóåò a−1 ∈ kerϕ.
Îáðàçîì ãîìîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ îáðàç ãðóïïû G1. Äîêàæåì, ÷òî îáðàç ãîìîìîðôèçìà � ãðóïïà. Ïóñòü a è b ëåæàò

â Imϕ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c è d êàêèå-íèáóäü ïðîîáðàçû a è b ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìêíóòîñòü: ab = ϕ(c)ϕ(d) = ϕ(cd), ïîýòîìó ab ∈ Imϕ.
Íàëè÷èå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà: ϕ(e) = e, çíà÷èò e ∈ Imϕ.
Íàëè÷èå îáðàòíîãî äëÿ a ýëåìåíòà: ϕ(c−1)a = ϕ(c−1)ϕ(c) = ϕ(c−1c) = ϕ(e) = e, çíà÷èò ϕ(c−1) îáðàòåí ê a.

Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G, ÿâëÿþùàÿñÿ ÿäðîì íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé èëè íîðìàëüíûì

äåëèòåëåì ãðóïïû G. Îáðàç ϕ îáîçíà÷àåòñÿ G/H è íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H. Îáðàçû ðàçíûõ
ãîìîìîðôèçìîâ ñ îäèíàêîâûì ÿäðîì èçîìîðôíû (ýòî áóäåò äîêàçàíî ÷óòü ïîçæå), ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ôàêòîðãðóïïû
êîððåêòíî. Ïåðåä òåì, êàê ïðèâîäèòü ïðèìåðû, äàäèì óäîáíûé êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè ïîäãðóïïû.

Êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè: H íîðìàëüíà â G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀h ∈ H, ∀a ∈ G âûïîëåíåíî a−1ha ∈ H (÷òî,
î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó ïðàâîãî è ëåâîãî ñìåæíûõ êëàññîâ Ha = aH).

1) Ïóñòü H íîðìàëüíà â G, ò.å. H = kerϕ. Çàìåòèì, ÷òî ϕ(a−1ha) = ϕ(a−1)ϕ(h)ϕ(a) = ϕ(a−1)ϕ(a) = ϕ(e) = e.
2) Ïóñòü ∀h ∈ H, ∀a ∈ G âûïîëåíåíî a−1ha ∈ H. Áóäåì ñòðîèòü ãîìîìîðôèçì ϕ, ÿäðîì êîòîðîãî áóäåò ÿâëÿòüñÿ H.

Âñïîìíèì, ÷òî ãðóïïó G ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ýëåìåíòîâ G: G = {aαH}α∈I ,
aα ∈ G. Ââåä¼ì íà èíäåêñíîì ìíîæåñòâå I ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó. Ïàðå èíäåêñîâ α, β ñîïîñòàâèì òàêîé (åäèíñòâåííûé!)
èíäåêñ p(α, β) ∈ I, ÷òî aαaβ ∈ ap(α,β)H. Äîêàæåì, ÷òî òàêàÿ îïåðàöèÿ îáëàäàåò âñåìè íóæíûìè ñâîéñòâàìè (â äîêàçàòåëüñòâå
áóêâîé h áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû H).

Àññîöèàòèâíîñòü: ap(α,β)aγ = aαaβh1aγ = aαaβaγh2 = aαap(β,γ)h3h2. Ëåâûé ÷ëåí öåïî÷êè ëåæèò â ñìåæíîì êëàññå
ýëåìåíòà ap(p(α,β),γ), à ïðàâûé � â ñìåæíîì êëàññå ýëåìåíòà ap(α,p(β,γ)). Çíà÷èò, ñìåæíûå êëàññû ýòèõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò,
è, ñëåäîâàòåëüíî, p(p(α, β), γ) = p(α, p(β, γ)).

Íàëè÷èå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà: ïóñòü e ∈ aωH. Çàìåòèì, ÷òî ñìåæíûé êëàññ ýëåìåíòà ap(ω,α) ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå
aωaα. Íî aω ∈ H, ïîýòîìó ñìåæíûé êëàññ ýëåìåíòà ap(ω,α) ñîäåðæèò òàêæå è aα. Çíà÷èò, p(ω, α) = α.

Íàëè÷èå îáðàòíîãî äëÿ α ýëåìåíòà: ïóñòü a−1
α ∈ aβH. Ðàññìîòðèì ap(α,β). Ñìåæíûé êëàññ ýòîãî ýëåìåíòà ñîäåðæèò

ïðîèçâåäåíèå aαaβ = aαa
−1
α h = h. h, î÷åâèäíî, ñîäåðæèòñÿ â ñìåæíîì êëàññå aω, ïîýòîìó p(α, β) = ω.

Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ãîìîìîðôèçì ϕ. Áóäåì îòîáðàæàòü G â I òàê, ÷òî ϕ(aαH) = {α}. Äîêàæåì, ÷òî ýòî ãîìîìîð-
ôèçì. Ïóñòü x ∈ aαH, y ∈ aβH. Òîãäà ϕ(xy) = ϕ(aαh1aβh2) = ϕ(aαaβh3h2) = p(α, β) = p(ϕ(x), ϕ(y)). Ïîýòîìó ϕ ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì. ßäðîì ϕ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ êëàññ aωH = H.

Çàìåòèì çàîäíî, ÷òî ìû äîêàçàëè åù¼ è êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ôàêòîðãðóïïû. Âåäü îáðàçû âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ ψ ñ
ÿäðîì H èçîìîðôíû ãðóïïå I (èçîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ◦ψ−1, ãäå ïîä ψ−1 ïîíèìàåòñÿ ëþáîå èç îòîáðàæåíèé
G′ → G, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó ãðóïïû G′ êàêîé-òî èç åãî ïðîîáðàçîâ).

Òåïåðü îáåùàííûå ïðèìåðû.
1) Òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî. Îáðàç åãî � âñÿ ãðóïïà.
2) Àííóëèðóþùèé ãîìîìîðôèçì èìååò ÿäðî, ðàâíîå âñåé ãðóïïå. Îáðàç òàêîãî ãîìîìîðôèçìà � òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà.
3) ×¼òíîñòü ïîäñòàíîâêè àííóëèðóåò âñå ÷¼òíûå ïîäñòàíîâêè. ßäðî � An. Îáðàç Sn/An = Z2.
4) Îñòàòîê ïî ìîäóëþ k îáðàùàåò â íóëü âñå ÷èñëà, êðàòíûå k (ò.å. ýëåìåíòû ãðóïïû kZ öåëûõ êðàòíûõ k ÷èñåë ïî

ñëîæåíèþ). Îáðàç ýòîãî ãîìîìîðôèçìà Zk. Îòñþäà îáîçíà÷åíèå Zk = Z/kZ.
5) Ïîâîðîòû ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñäåëàòü íåêîå

äâèæåíèå, çàòåì ïîâîðîò, çàòåì äâèæåíèå, îáðàòíîå ïåðâîìó, ïîëó÷èì ïîâîðîò. Ôàêòîðãðóïïà ïî ýòîìó íîðìàëüíîìó äåëè-
òåëþ � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ñêîëüçÿùèõ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî îäíîãî ôèêñèðîâàííîãî
ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.


