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Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû è ôàêòîðãðóïïû.

Íàïîìèíàíèå

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå ϕ : G1 → G2 íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ G1.

Îïðåäåëåíèå. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà ϕ : G1 → G2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Kerϕ ýëåìåíòîâ g ∈ G1,
òàêèõ ÷òî ϕ(g) = e, òî åñòü ïðîîáðàç íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Îáðàçîì ãîìîìîðôèçìà ϕ : G1 → G2 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Imϕ ýëåìåíòîâ g ∈ G2,
òàêèõ ÷òî ñóùåñòâóåò h ∈ G1 : ϕ(h) = g, òî åñòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ â êîòîðûå õîòü ÷òî-òî ïåðåøëî.

Ëåììà. ßäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïàõ
Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé èëè íîðìàëüíûì äåëèòå-

ëåì ãðóïïû G, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ãðóïïà G′ è ãîìîìîðôèçì ϕ : G → G′, ÷òî H = Kerϕ. Îáîçíà÷àåòñÿ
òàê: H C G.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà K íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H è îáîçíà÷àåòñÿ G/H,
åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ãðóïïà G′ è ãîìîìîðôèçì ϕ : G → G′, ÷òî K ðàâíà èëè èçîìîðôíà Imϕ.

Òåîðåìà. Îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ãðóïïû è ôàêòîð ãðóïïû êîððåêòíû.
Ëåììà. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G
2) gHg−1 è H ðàâíû êàê ìíîæåñòâà äëÿ ëþáîãî g ∈ G
3) gH è Hg ðàâíû êàê ìíîæåñòâà äëÿ ëþáîãî g ∈ G (äðóãèìè ñëîâàìè, ïðàâûå è ëåâûå ñìåæíûå

êëàññû ñîâïàäàþò)

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Ïðèäóìàéòå äâà ðàçíûõ ãîìîìîðôèçìà èç Z → Z8, íå ïåðåâîäÿùèõ âñ¼ â íîëü. Êàêèå ó
êàæäîãî èç íèõ ÿäðî è îáðàç?

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîéòå ãîìîìîðôèçì
à) èç ãðóïïû ñàìîñîâìåùåíèé ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà â ãðóïïó ñàìîñîâìåùåíèé ïðàâèëüíîãî

òðåóãîëüíèêà,
á) èç ãðóïïû ñàìîñîâìåùåíèé êóáà â ãðóïïó ñàìîñîâìåùåíèé òåòðàýäðà.
Çàäà÷à 3. Ñóùåñòâóþò ëè íîðìàëüíûå è íåíîðìàëüíûå ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû â Q+? â Z? â Zn?

(ñîáñòâåííûìè íàçûâàþòñÿ ïîäãðóïïû íå ñîâïàäàþùèå ñî âñåé ãðóïïîé è ñ åäèíèöåé)
Çàäà÷à 4. Ïóñòü äàíû ãðóïïà G è íåêîòîðàÿ å¼ ïîäãðóïïà H. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |G|/|H| = 2, òî

H C G. (ìîäóëü ãðóïïû |K| � ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íåé)
Ïîäñêàçêà: ïîñìîòðèòå, êàê âûãëÿäÿò ïðàâûå è ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå H.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü G := D4 � ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèé êâàäðàòà, H � å¼ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ ñèììåò-
ðèè îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëåé êâàäðàòà, öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ è òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, à K � å¼
ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îäíîé èç äèàãîíàëåé êâàäðàòà è òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå. Ïðàâäà ëè, ÷òî K C H C G? À ÷òî K C G?

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàíò ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì, à ôàêòîðãðóïïà ïî êîììóòàíòó
àáåëåâà.
Ïîäñêàçêà 1: ïî îïðåäåëåíèþ êîììóòàíòà ëþáîé åãî ýëåìåíò èìååò âèä aba−1b−1 èëè a1b1a
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Ïîäñêàçêà 2: âûïèøèòå, ÷òî äàíî, è ÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Ïîäñêàçêà 3: g−1g = e.
Çàäà÷à 7. ×åìó èçîìîðôíà Z15/Z5?
Çàäà÷à 8. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïîâîðîòîâ êâàäðàòà è ãðóïïó ñèììåòðèé ðîìáà. Ñêîëüêî â êàæäîé

èç íèõ ýëåìåíòîâ? Èçîìîðôíû ëè îíè? Èçîìîðôíà ëè D4/H õîòÿ áû îäíîé èç íèõ, ãäå D4 � ãðóïïà
ñàìîñîâìåùåíèé êâàäðàòà, à H � å¼ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ è òîæäåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå?
Ïîäñêàçêà: ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå, ÿäðîì êîòîðîãî áóäåò H.

1


