
Óðîêè � 75-76 27.01.11Íåðàâåíñòâà.1. Îëèìïèàäà ¾Ëîìîíîñîâ-2005¿. Äëÿ òåõ, êòî ïîëó÷èë çà÷åò ïî Ñ3:ðåøåíèå çàäà÷ �� 6-10 îëèìïèàäû Ëîìîíîñîâ-2005.2. Äèàãíîñòè÷åñêàÿ ðàáîòà Ñ3 Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõÈç Ñ3: ñòð. 8 äèàãíîñòè÷åñêàÿ ðàáîòà.3. Äîìàøíåå çàäàíèå.Äîðåøèâàòü çàäà÷è èç äèàãíîñòè÷åñêîé ðàáîòû.Óðîêè � 77-78 28.01.11Íåðàâåíñòâà.1. Ðàçáîð çàäà÷ îëèìïèàäû ¾Ëîìîíîñîâ-2005¿.Çàäà÷à 7. Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû ñëóæèò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 5, 12 è 13, à ååâûñîòà îáðàçóåò ñ âûñîòàìè áîêîâûõ ãðàíåé, îïóùåííûìè èç òîé æå âåðøèíû, îäèíà-êîâûå óãëû, íå ìåíüøèå 30◦. Êàêîé íàèáîëüøèé îáúåì ìîæåò èìåòü òàêàÿ ïèðàìèäà?Ñîîáðàæåíèå: îñíîâàíèå âûñîòû ïèðàìèäû ìîæåò ïàäàòü íå òîëüêî â öåíòð âïèñàííîéîêðóæíîñòè, íî è â öåíòð âíåâïèñàííîé. Ïðàâèëüíûé îòâåò 150
√
3.Çàäà÷à 10. Ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n òåëî Φn â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíîíåðàâåíñòâîì 3|x|n + 8|y|n + |z|n < 1, à òåëî Φ � îáúåäèíåíèå âñåõ òåë Φn. Íàéäèòåîáúåì òåëà Φ.Èñêîìàÿ ôèãóðà çàäàåòñÿ ñèñòåìîé:















|x| < 1;

|y| < 1

8
;

|z| < 1.×òîáû ýòî äîêàçàòü, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ëþáîé ôèãóðû Φn óäîâëåòâîðÿ-åò ñèñòåìå (ýòî ïî÷òè î÷åâèäíî), è äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùåéñèñòåìå, ìîæíî âûáðàòü n òàêîå, ÷òîáû ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæàëà Φn (ýòî ñëåäóåò èçòîãî, ÷òî lim
n→∞

|a|n = 0, åñëè |a| < 1).Îòâåò: 1.Çàäà÷à 9. Ãðóïïà îòäûõàþùèõ â òå÷åíèå 2 ÷ 40 ìèí êàòàëàñü íà ìîòîðíîé ëîäêåïî ðåêå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî âîäû ïîïåðåìåííî òî ïî òå÷åíèþ, òî



ïðîòèâ: â êàæäóþ ñòîðîíó � â îáùåé ñëîæíîñòè íå ìåíåå ÷åì ïî îäíîìó ÷àñó. Â èòîãåëîäêà ïðîøëà ïóòü â 40 êì îòíîñèòåëüíî áåðåãà è, îò÷àëèâ îòïðèñòàíè A, ïðè÷àëèëàê ïðèñòàíè B â 10 êì îò A. Â êàêóþ ñòîðîíó òåêëà ðåêà? Êàêîâà ïðè ýòèõ óñëîâèÿõìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü å¼ òå÷åíèÿ?Îòâåò: ðåêà òå÷åò îò A ê B, ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ � 8 êì/÷.2. Ñïîñîáû ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ.1) Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ÷àñòî âûãîäíî ïðèìåíÿòü ìåòîä èíòåðâàëîâ. Ïóñòü åñòüíåðàâåíñòâî f(x) ∗ 0, ãäå ∗ � êàêîé-íèáóäü çíàê íåðàâåíñòâà. Òîãäà1. ðàññìîòðèì D(f)ïóñòü D(f) � êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ fíåïðåðûâíà. Òîãäà2. íàéäåì íóëè f(x). Íóëè ðàçîáüþò ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè íà ïðîìåæóòêè çíà-êîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè.3. Îïðåäåëèì çíàêè íà êàæäîì ïðîìåæóòêå.4. Çàïèøåì îòâåò.Íàïðèìåð, çàäà÷à 4 äèàãíîñòè÷åñêîé ðàáîòû. Ïðèâåäåì íåðàâåíñòâî ê ðàâíîñèëüíîìó:
(x2 + 4)(x− 2)(x+ 2)

210−x
2 − 23x

6 0.ÎÄÇ: x 6= 2, x 6= −5 (çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü â äâóõ òî÷êàõ).Íàíåñåì íà îñü, çàøòðèõóåì íóæíóþ îáëàñòü.Íóëè íà ÎÄÇ: x = −2.Íàíåñåì íà îñü, ðàññòàâèì çíàêè â çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè.Îòâåò: x ∈ (−∞; 5) ∪ (−2; +∞) \ {2}.2) Çàäà÷à 6 èç äèàãíîñòè÷åñêîé ðàáîòû:Îñíîâíàÿ îøèáêà áûëà â òîì, ÷òî çàáûëè, ÷òî x + 2 ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû, àâ ýòîì ñëó÷àå logx+2(t) � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ!Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà óäîáíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî, â êîòîðîì îäèí çíàê ëîãà-ðèôìà. Ïðåæäå ÷åì ýòî äåëàòü, íóæíî íàïèñàòü ÎÄÇ, ïîñêîëüêó ïðèìåíÿåìûå ïðå-îáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäñòâèþ, à íå ðàâíîñèëüíîìó íåðàâåíñòâó:


























x+ 2 > 0;

x+ 2 6= 1;

7x2 − x3 > 0;

x2 − 3x > 0;

5− x > 0.



Íåðàâåíñòâî ñâåäåòñÿ ê òàêîìó:
log

x+2

x2(7− x)

x(x− 3)(5− x)
> 0.Äàëüøå íóæíî ëèáî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè íà îñíîâàíèå ëîãàðèôìà (áîëüøå è ìåíüøååäèíèöû), ëèáî ïðèìåíèòü ôîðìóëó

log
a
b ∗ 0 ⇒ (a− 1)(b− 1) ∗ 0.Ñ ó÷åòîì ÎÄÇ íàøå íåðàâåíñòâî áóäåò ðàâíîñèëüíî ðàöèîíàëüíîìó:

(x+ 2− 1)

(

x2(7− x)

x(x− 3)(5− x)
− 1

)

> 0.Îòâåò: x ∈ (−2;−1) ∪ (3; 5).3) Ïðîñòî çàäà÷à:
log3(10x+ 3) log3(3x+ 10)

log3(10x) log3 x
> 0.Íåðàâåíñòâî íà ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ. Íàõîäèì ÎÄÇ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íóëåéó ôóíêöèè íåò, îïðåäåëÿåì çíàêè.Îòâåò: x ∈ (0; 0.1)∪ (1; +∞).4) Çàäà÷à 14 äèàãíîñòè÷åñêîé ðàáîòû.Ñâîéñòâî ëîãàðèôìîâ log

a
bn = n log

a
b ïîçâîëÿåò óïðîùàòü íåðàâåíñòâî âçÿòèåì ëî-ãàðèôìà îò îáåèõ ÷àñòåé. Åñëè îñíîâàíèå ëîãàðèôìà áîëüøå åäèíèöû, à îáå ÷àñòèíåðàâåíñòâà áûëè ïîëîæèòåëüíû, òî âçÿâ ëîãàðèôì, ìû ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå íåðà-âåíñòâî:

xlg x +
√
10

lg
2
x

< 6;êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó íåðàâåíñòâó:
xlg x + x

lgx

2 − 6 < 0;êîòîðîå èìååò ðåøåíèå
−3 < x

lgx

2 < 2 ⇔ 0 < x
lgx

2 < 2.Ñíîâà âîçüìåì ëîãàðèôì è âîçâåäåì ïîëîæèòåëüíûå ÷àñòè íåðàâåíñòâà â êâàäðàò:
lg2 x < lg 4



Îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü îòâåò: x ∈ (10−
√
lg 4; 10

√
lg 4).5) Çàäà÷à 6 èç îëèìïèàäû ¾Ëîìîíîñîâ-2005¿.Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 5|x| 6 x(3x+ 2− 2

√
8− 2x− x2).Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè:

























{

x = 0;

8− 2x− x2 > 0;
{

x > 0;

2
√

8− 2x− x2 6 3x− 3;
{

x < 0;

2
√

8− 2x− x2 > 3x+ 7.Ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò íåðàâåíñòâà âòîðîé ñèñòåìû äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñëå-äóþùèå îãðàíè÷åíèÿ (èìè íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü!):
{

8− 2x− x2 > 0;

3x− 3 > 0.Ïðè ðåøåíèè òðåòüåé ñèñòåìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ äâóìÿ âàðèàíòàìè: ëèáî ïðàâàÿ ÷àñòüîòðèöàòåëüíà, è òîãäà ãëàâíîå, ÷òîáû êîðåíü ñóùåñòâîâàë, ëèáî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëî-æèòåëüíà, è òîãäà ìîæíî âîçâåñòè îáå ÷àñòè â êâàäðàò (ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå àâ-òîìàòè÷åñêè áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì).Ïðè ðåøåíèè èððàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ íóæíî î÷åíü âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà ðàâ-íîñèëüíîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ñèñòåì.Îòâåò: x ∈ [−4; 2
√
101−25
13

] ∪ {0} ∪ [23
13
; 2]Çàäà÷à 8 îëèìïèàäû ¾Ëîìîíîñîâ-2005¿. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæ-äîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

4x−
∣

∣

∣
3x− |x+ a|

∣

∣

∣
= 9|x− 1|èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.Ðàññìîòðèì f(x) = 9|x−1|−4x+

∣

∣

∣
3x−|x+a|

∣

∣

∣
. Ýòà ôóíêöèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíà, ïðè÷åìïðè x > 1 êîýôôèöèåíò ïðè x ðàâåí 9 − 4 ± 3 ± 1 > 0, çíà÷èò, f(x) �, à ïðè x < 1êîýôôèöèåíò ïðè x ðàâåí −9− 4± 3± 1 > 0, çíà÷èò, f(x) �.



Çíà÷èò, â òî÷êå x = 1 f(x) èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ïîýòîìó óðàâíåíèå èìååò ðå-øåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(1) 6 0. Ïîäñòàâèì åäèíèöó è ðåøèì íåðàâåíñòâîñ ìîäóëÿìè îòíîñèòåëüíî a.Îòâåò: a ∈ [−8; 6].3. Äîìàøíåå çàäàíèå.Êíèæå÷êà Ñ3: âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàòü âñþ òåîðèþ (7 ïàðàãðàôîâ). Äèàãíîñòè÷åñêàÿðàáîòà ñîñòîÿëà èç 16 çàäà÷ ïî ñåìè òåìàì. Åñëè ïî êàêîé-òî çàäà÷å ó âàñ ñòîèò íåïëþñ, íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó èç ñîîòâåòñòâóþùåé òåìû, ïðè÷åì âûáðàòü òó, êîòîðàÿêàæåòñÿ íàèìåíåå ïðîñòîé. Òàêèì îáðàçîì, â âàøåé äîìàøíåé ðàáîòå äîëæíî áûòüðåøåíî îò 1 äî 7 çàäà÷ â çàâèñèìîñòè îò óñïåøíîñòè ðåøåíèÿ íà óðîêå.


