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Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a− c; a) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëî-

æèòåëüíîãî c. Òîãäà ÷èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñëåâà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ
lim

x→a−0
f(x), åñëè (∀ε > 0)(∃δ = δ(ε))((a− δ < x < a)⇒ (|f(x)− b| < ε)).

21. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ñïðàâà.

22. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò â
ýòîé òî÷êå ïðåäåëû êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà, ïðè÷åì ýòè ïðåäåëû ñîâïàäàþò.

23. Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ôóíêöèé, êîòîðûå áû â òî÷êå x0 = 2:
à) èìåëè áû ïðåäåë ñëåâà, íî íå èìåëè áû ïðåäåëà ñïðàâà;
á) èìåëè áû ðàçíûå ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà.

Î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ôóíêöèè

24. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò (íå âîçðàñòàåò) è îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó)
íà ëó÷å (a; +∞), òî ñóùåñòâóåò lim

x→+∞
f(x).

25. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò (íå âîçðàñòàåò) è îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó)
íà èíòåðâàëå (a; b), òî îíà èìååò ïðåäåë â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà?

26. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà èíòåðâàëå (a; b). Òîãäà ñóùåñòâóåò
lim

x→b−0
f(x).

27. Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèè.

28. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, ìîíîòîííàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), èìååò â êàæäîé òî÷êå ýòîãî
èíòåðâàëà ïðåäåë êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà.

Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà â ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëîå
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè (ò.å. lim

x−x0→0
(f(x)− f(x0)) = 0)

29. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà ÿçûêå ”ε − δ” è ñäåëàéòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ÷åðòåæ.

30. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïî Ãåéíå.

31. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé ñëåâà (ñïðàâà).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â
êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. (Íåïðåðûâíîñòü â êîíöå îòðåçêà ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîñòî-
ðîííåé)

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí íåïðåðûâåí íà R, à ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ � íà âñåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Âîò áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíû
è ôóíêöèè f(x) + g(x), f(x) − g(x), f(x)g(x), (f(x))n, ãäå n ∈ N. Åñëè g(x) 6= 0, òî

íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
.



32. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ: à) f(x) =
√
x; á) f(x) = |x| íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ.

Òî÷êè ðàçðûâà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 è íå ÿâëÿåòñÿ â òî÷êå x0 íåïðåðûâíîé. Òîãäà òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà

ôóíêöèè f(x).

33. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ðàçðûâà íà ÿçûêå ”ε− δ”.
Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà. Ïóñòü x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f(x). Åñëè
â òî÷êå x0 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà, òî x0

íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âòîðîãî ðîäà.

Ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìûì, åñëè lim
x→a−0

f(x) = lim
x→a+0

f(x). Ïðè ýòîì

f(x) ìîæåò ëèáî îòëè÷àòüñÿ îò ýòèõ ïðåäåëîâ, ëèáî âîîáùå íå ñóùåñòâîâàòü.

Íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ñêà÷êîì. Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷-
íûå ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) ñëåâà è ñïðàâà ñóùåñòâóþò, íî íå ðàâíû äðóã äðóãó.

Òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì, åñëè îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â íåé
ðàâíû ±∞ è ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

34. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôóíêöèé, èìåþùèõ îïèñàííûå âèäû ðàçðûâà.

Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ è ðàçðûâíûõ ôóíêöèé

35. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè: à) y = [x]; á) y = {x}; â) y =
[x]

{x} ;

ã) y =
1

x
ïðè |x| > 1 è y = x2 ïðè |x|6 1.

Îïðåäåëåíèå. Êîìïîçèöèÿ äâóõ ôóíêöèé f(x) = g(ϕ(x)) íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé.

36. Ïóñòü f(x) = cosx; g(x) = 2x− 3; ϕ(x) =
√
x.

à) Çàäàéòå ôîðìóëîé ôóíêöèè g(ϕ(x)); ϕ(f(g(x))).
á) Çàïèøèòå â âèäå êîìïîçèöèè ôóíêöèè cos

√
x; 2

√
cosx− 3.

37. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî: à) lim
x→1

2

|2x| = | lim
x→1

2

2x|; á) lim
x→1

2

[2x] = [ lim
x→1

2

2x]?

Ëåììà. Ïóñòü f(x) = g(ϕ(x)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì lim
x→x0

ϕ(x) = b, à g(x) íåïðå-

ðûâíà â òî÷êå b. Òîãäà lim
x→x0

g(ϕ(x)) = g( lim
x→x0

ϕ(x)). (Çíàê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è çíàê

ïðåäåëà ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè)

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0,
à ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå ϕ(x0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ g(ϕ(x)) íåïðåðûâíà â
òî÷êå x0.

38. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: à) lim
x→2

√
x2 − x + 7− 4

x2 − 1
; á) lim

x→−3

√
1− |x|
x + 1

.

39. Ïóñòü ôóíêöèè g(x) è ϕ(x) îïðåäåëåíû íà R, ïðè÷åì lim
x→x0

ϕ(x) = b, à lim
x→b

g(x) = c.

Âåðíî ëè, ÷òî åñëè êîìïîçèöèÿ g(ϕ(x)) íåïðåðûâíà íà R, òî lim
x→x0

g(ϕ(x)) = c?

40. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå. D(x) = 1 äëÿ x ∈ Q, è D(x) = 0 äëÿ x ∈ R \ Q. Èññëåäóéòå
ôóíêöèþ Äèðèõëå íà íåïðåðûâíîñòü. Êàêîãî ðîäà ó íåå ðàçðûâû?

41. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà R è:
à) ðàçðûâíîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå;
á) ðàçðûâíîé â êàæäîé òî÷êå;
â) íåïðåðûâíîé ðîâíî â îäíîé òî÷êå;
ã) íåïðåðûâíîé ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ.

42. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà R è: à) ðàçðûâíîé â öåëûõ òî÷êàõ è íåïðå-
ðûâíîé â îñòàëüíûõ; á) íåïðåðûâíîé â öåëûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé â îñòàëüíûõ.


