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Äèôôåðåíöèàë

Ïîðÿäîê ìàëîñòè

Ïóñòü lim
x→x0

α(x) = 0 è lim
x→x0

β(x) = 0.

Òîãäà åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âûñøåãî ïîðÿäêà, ÷åì β(x) (à

β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ íèçøåãî ïîðÿäêà, ÷åì α(x)).
Îáîçíà÷åíèå: α(x) = o(β(x)) (÷èòàåòñÿ "o ìàëîå").

Åñëè æå lim
x→x0

α(x)

β(x)
= ñ, ãäå c 6= 0 òî ãîâîðÿò, ÷òî α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå îäíîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè. Îáîçíà÷åíèå: α(x) = O(β(x)) (÷èòàåòñÿ "î áîëüøîå").

Â ÷àñòíîñòè, åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1, òî α(x) è β(x) ýêâèâàëåíòíû.

1. Ñðàâíèòå ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè ïðè x → 0 ôóíêöèè: x, x2, 5x2, x3, x3 − 3x2, sinx,
arcsinx, tg x, ex − 1.

Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà

2. Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü ïëîùàäè êðóãà îò åãî ðàäèóñà S(r) = πr2. Ïðèäàäèì ðàäèóñó r ìàëîå

ïðèðàùåíèå ∆r. Íàéäèòå ∆S è ïðåäñòàâüòå åãî â âèäå ∆S = k∆r+o(∆r) Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë
ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà?

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f(x). Çàôèêñèðóåì x0 è ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆f = f(x0 +∆x)−f(x0) ïðè lim
∆x→0

f(x) = 0. Åñëè f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, òî è lim
∆f→0

f(x) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ∆f = k∆x + o(∆x), òî ãîâîðÿò, ÷òî f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à

âûðàæåíèå k∆x íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò df(x) èëè dy.
Çàìå÷àíèå 1. Äèôôåðåíöèàë � ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ∆x ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 2. df îòëè÷àåòñÿ îò ∆f íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ∆x.
3. Èñòîëêóéòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà ñ ïîìîùüþ êàñàòåëüíîé.

Ðàíåå äèôôåðåíöèðóåìîé íàçûâàëàñü ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïðîèçâîäíóþ. Êîððåêòíîñòü òàêîãî "äâîé-

íîãî"îïðåäåëåíèÿ ïîêàçûâàåò î÷åâèäíàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî, ÷òîáû â òî÷êå x0 ó íåå ñóùåñòâîâàëà êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò k èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ðàâåí f ′(x0), ò.å. dy = f ′(x)∆x.

3. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé y = x, y = 2x+ 3, y = sinx.

Êàê òîëüêî ÷òî ïðîâåðåíî, dx = ∆x. Ïîýòîìó dy = f ′(x)dx èëè f ′(x) =
dy

dx
.

Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

d(cu) = cdu; d(uv) = vdu+ udv; df(u(x)) = f ′(u) · du(x).

d(u+ v) = du+ dv; d
(
u

v

)
=

vdu− udv
v2

;

4. Ñîñòàâüòå òàáëèöó äèôôåðåíöèàëîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

5. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû: à) d

(
3x2 +

1√
x

)
; á) d log sinx; â) d

x2 + x

x− 1
.

6. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = 5x3 − 2

x3
; ã) y = cos

√
5x− π

3
; æ) y = (x3 − 1)ex

3
; ê) y = x2 arccosx;

á) y = 6
√
x+ 2 3

√
x; ä) y = ex

α
; ç) y = log2 arcsinx; ë) y = arctg

√
x;

â) y = sin 8x+ tg 2x; å) y =
x

1 + x2
; è) y = x2 cosx; ì) y = ex sinx.

Äèôôåðåíöèàë è ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

Ïåðåïèøåì çíàêîìóþ ôîðìóëó ïî-äðóãîìó: f(x0 + ∆x) = f(x0) + dx + o(∆x). Îòáðàñûâàÿ
o(∆x), ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + dx = f(x0) + f ′(x0)∆x.

7. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî 2, 0143. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü è îñòàâüòå òîëüêî âåðíûå öèôðû.

8. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî
√

26; 3
√

26. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñ ìíåíèåì êàëüêóëÿòîðà.


