
Óãëû, ñâÿçàííûå ñ îêðóæíîñòüþ

13.02.12

1. Â îêðóæíîñòü âïèñàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Ïóñòü M1 � ñåðåäèíà ` AB, M2 � ñåðåäèíà ` BC, M3 � ñåðåäèíà ` CD, M4

� ñåðåäèíà ` DA. Äîêàæèòå, ÷òî M1M3⊥M2M4.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC AH � âûñîòà, à O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAH = ∠OAC.

3. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B, CD � èõ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ∠CAD + ∠CBD = 180◦.
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Âàðèàíò À.
1. Â òðåóãîëüíèêå ABC BH � âûñîòà (H � íà îòðåçêå AC). Èç òî÷êè H îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû: HP íà AB è HQ

íà BC. Äîêàæèòå, ÷òî APQC âïèñàí.
2. Â îêðóæíîñòü âïèñàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Ïóñòü M1 � ñåðåäèíà ` AB, M2 � ñåðåäèíà ` BC, M3 � ñåðåäèíà

` CD, M4 � ñåðåäèíà ` DA. Äîêàæèòå, ÷òî M1M3⊥M2M4.
3. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. ×åðåç A ïðîâîäèòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îêðóæíîñòè

â òî÷êàõ P è Q. Êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ P è Q, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå T . Äîêàæèòå, ÷òî PTQB
âïèñàí.

Âàðèàíò Á.
1. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. ×åðåç A ïðîâîäèòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îêðóæíîñòè â

òî÷êàõ M è N . Êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ M è N , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå U . Äîêàæèòå, ÷òî MUNB
âïèñàí.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC AH � âûñîòà (H � íà îòðåçêå BC). Èç òî÷êè H îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû: HP íà AB è HQ
íà AC. Äîêàæèòå, ÷òî BPQC âïèñàí.

3. Íà ãèïîòåíóçå AB ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåí êâàäðàò. Äîêàæèòå, ÷òî åãî
öåíòð ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà ∠ACB.

Âàðèàíò À.
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Äîìàøíåå çàäàíèå

íà 18.02.12

1. Íà ñòîðîíå BC ðîìáà ABCD íàøëàñü òî÷êà E òàêàÿ, ÷òî AE = AD. Ïóñòü ED ∩AC = F . Äîêàæèòå, ÷òî BEFA âïèñàí.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC AH � âûñîòà, à O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAH = ∠OAC.

3. Èç òî÷êè P ê îêðóæíîñòè ïðîâåëè êàñàòåëüíûå PA è PB è ñåêóùóþ PCD. Òî÷êà E � ñåðåäèíà CD. Äîêàæèòå, ÷òî PAEB
âïèñàí.

4. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O1 è O2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B, CD � èõ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ (A áëèæå ê CD, ÷åì B).
Äîêàæèòå, ÷òî ∠O1BO2 = 2∠CBD.

5. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O, âïèñàííàÿ â óãîë ñ âåðøèíîé P , êàñàåòñÿ ñòîðîí óãëà â òî÷êàõ B è C. Òî÷êà Y âíå îêðóæíîñòè
òàêîâà, ÷òî OY⊥Y P . Äîêàæèòå, ÷òî Y O � áèññåêòðèñà ∠BY A.

6. à) Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Íà îäíîé èç íèõ âûáèðàþòñÿ òî÷êè P1 è Q1. Ïðÿìûå P1A è Q1A âòîðè÷íî
ïåðåñåêàþò âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ P2 è Q2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå P1Q1 è P2Q2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C. Äîêàæèòå, ÷òî
P1, P2, C è B ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð óêàçàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êà B è öåíòðû èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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ïåðåñåêàþò âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ P2 è Q2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå P1Q1 è P2Q2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C. Äîêàæèòå, ÷òî
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á) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð óêàçàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êà B è öåíòðû èñõîäíûõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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