
Êîìáèíàòîðèêà
Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A îáîçíà÷àåòñÿ |A| èëè #A. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî,
âìåñòî �êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ� ìû áóäåì ãîâîðèòü ñëîâî �ìîùíîñòü�.

Ïðèìåð. (ôîðìóëà âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé)

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|
|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| −

− |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩ A|+
+ |A ∩B ∩ C|

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî âòîðîå ðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ ïåðâîå.

|A ∪B ∪ C| = |A ∪ (B ∪ C)| = |A|+ |B ∪ C| − |A ∩ (B ∪ C)| =
= |A|+ |B|+ |C| − |B ∩ C| − |A ∩ (B ∪ C)| =

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z), ïîëó÷àåì

= |A|+ |B|+ |C| − |B ∩ C| − (|A ∩B|+ |B ∩ C| − |(A ∩B) ∩ (B ∩ C)|) =
= |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩ A|+ |A ∩B ∩ C|. �

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èäåþ:

åñëè ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå, òî â íèõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ.

Óòâåðæäåíèå. Êîëè÷åñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n èç 0 è 1, â êîòîðûõ ðîâíî
k åäèíèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû íàøåãî ìíîæåñòâà: {a1, a2, . . . , an}. Êàæ-
äîìó ïîäìíîæåñòâó ñîïîñòàâèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n èç 0 è 1: åñëè
ai ëåæèò â ïîäìíîæåñòâå, òî íà i-îì ìåñòå ñòàâèì 1, èíà÷å � 0.1

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåò k-ýëåìåíòíûå
ïîäìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñ ðîâíî k åäèíèöàìè. �

Óòâåðæäåíèå. Êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî 2n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n
èç 0 è 1. Ëåãêî ïîñ÷èòàòü, ÷òî èõ ðîâíî 2n. �

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî
k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Îáîçíà÷åíèå. Ck

n (÷èòàåòñÿ êàê �öý èç ýí ïî êà�) èëè
(
n
k

)
,

Çàìå÷àíèå. ×èñëî ñî÷åòàíèé èìååò êîìáèíàòîðíûé ñìûñë: ýòî êîëè÷åñòâî ñïî-
ñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k áåç ó÷åòà ïîðÿäêà.

Ïðèìåð. 1. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûãíàòü èç êëàññà, â êîòîðîì ñèäèò 23 ÷åëîâåêà,
ïÿòåðûõ ðàâíî C5

23.

1Ïðè òàêîì ñîïîñòàâëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè.



2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî C3
5 ðàâíî 10: {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5},

{1, 4, 5}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5} è {3, 4, 5} � âñå òðåõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà
{1, 2, 3, 4, 5}.

Áèíîì Íüþòîíà

Â äàííîì ðàçäåëå ìû õîòèì íàó÷èòüñÿ ðàñêðûâàòü ñêîáêè â âûðàæåíèè (a+ b)n.
Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì, ÷òî (a + b)n = (a+ b)(a+ b) . . . (a+ b)︸ ︷︷ ︸

n ðàç

è, ïîñëå ðàñêðûòèÿ

ñêîáîê, âñå îäíî÷ëåíû áóäóò èìåòü âèä aibn−i, ãäå i ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0
äî n. Ñòàëî áûòü,

(a+ b)n = c0a
n + c1a

n−1b+ . . .+ cia
n−ibi + . . .+ cnb

n

äëÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ ci.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òîãäà (b + a)n = c0b

n + c1b
n−1a + . . . + cna

n, íî (a + b)n =
(b + a)n, îòêóäà, ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè aibn−i â îáîèõ âûðàæåíèÿõ, ìîæíî
ñðàçó ïîëó÷èòü, ÷òî ci = cn−i.

Óòâåðæäåíèå. (áèíîì Íüþòîíà)

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ . . .+ Ci
na

n−ibi + . . .+ Cn
nb

n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñêðîåì ñêîáêè â âûðàæåíèè (a+b)n = (a+b)(a+b) . . . (a+b),
íî ïîêà íå áóäåì ïðèâîäèòü ïîäîáíûå ñëàãàåìûå.

Ïîñìîòðèì, êàê ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ îäíî÷ëåí an−ibi. Äëÿ ýòîãî, â âûðàæåíèè
(a+ b)(a+ b) . . . (a+ b) ìû äîëæíû âûáðàòü i ñêîáîê, èç êîòîðûõ ìû âîçüìåì b (òîãäà
èç îñòàëüíûõ n− i ñêîáîê ìû âîçüìåì a). Ñäåëàòü ýòî ìîæíî Ci

n ñïîñîáàìè. �
Çàìåòèì, ÷òî èç áèíîìà è íàáëþäåíèÿ âûøå (ci = cn−i) ñëåäóåò, ÷òî Ci

n = Cn−i
n .

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü áèíîìîì Íüþòîíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî
Óòâåðæäåíèå. C i

n+1 = Ci
n + Ci−1

n

Äîêàçàòåëüñòâî.

(a+ b)n+1 = C0
n+1a

n+1 + . . .+ Ci
n+1a

(n+1)−ibi + . . .+ Cn+1
n+1b

n+1

(a+ b)n+1 = (a+ b)n(a+ b) = (C0
na

n + . . .+ Ci
na

n−ibi + . . .+ Cn
nb

n)(a+ b) =

= C0
na

n+1 + . . .+ Ci
na

(n+1)−ibi + . . .+ Cn
nab

n+

+ C0
na

nb+ . . .+ Ci
na

n−ibi+1 + . . .+ Cn
nb

n+1 =

= C0
na

n+1 + . . .+ Ci
na

(n+1)−ibi + . . .+ Cn
nab

n+

+ C0
na

nb+ . . .+ Ci−1
n a(n+1)−ibi + . . .+ Cn

nb
n+1 =

= C0
na

n+1 + . . .+ (Ci
n + Ci−1

n )a(n+1)−ibi + . . .+ Cn
nb

n+1

Îòêóäà, ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè a(n+1)−ibi, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �
Çàìå÷àíèå. Ó÷èòûâàÿ áèíîì Íüþòîíà, ÷èñëà ñî÷åòàíèé äîñòàòî÷íî ÷àñòî íàçû-

âàþò áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.



Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ çàïîëíåíèÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè.
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n Ck
n Cn

n

0

1

2

n

1. Â k-îå ìåñòî n-îé ñòðîêè (è ñòðîêè, è ìåñòà â
íèõ íóìåðóþòñÿ ñ íóëÿ) ñòîèò ÷èñëî Ck

n (ñì. ðèñ).
2. Íà 0ì è ïîñëåäíåì ìåñòàõ êàæäîé ñòðîêè ñòî-

ÿò åäèíèöû, à ëþáîå äðóãîå ÷èñëî ðàâíÿåòñÿ ñóììå
äâóõ, ñòîÿùèõ â ïðåäûäóùåé ñòðîêå ëåâåå è ïðàâåå
âûáðàííîãî.

3. Êàæäîå ÷èñëî ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ
äîáðàòüñÿ èç âåðøèíû, äâèãàÿñü òîëüêî âïðàâî-âíèç
è âëåâî-âíèç.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòè òðè
ñïîñîáà äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñîâïàäàþò 1ûé è 2îé ñïîñîáû. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì,
÷òî C0

n = Cn
n = 1 è Ck

n+1 = Ck
n+Ck−1

n , ïîýòîìó â 1îì ñïîñîáå íà 0ì è ïîñëåäíåì ìåñòàõ
êàæäîé ñòðîêè ñòîÿò åäèíèöû, à ëþáîå äðóãîå ÷èñëî ðàâíÿåòñÿ ñóììå äâóõ, ñòîÿùèõ
â ïðåäûäóùåé ñòðîêå ëåâåå è ïðàâåå âûáðàííîãî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñîâïàäàþò 1ûé è 3èé ñïîñîáû. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî êîëè-
÷åñòâî ñïîñîáîâ äîáðàòüñÿ äî k-îãî ìåñòà n-îé ñòðîêè ðîâíî Ck

n. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé
òàêîé ïóòü ñîäåðæèò ðîâíî n õîäîâ (òàê êàê çà 1 õîä ìû óâåëè÷èâàåì íîìåð ñòðî-
êè, â êîòîðîé íàõîäèìñÿ, íà 1), ïðèòîì èç íèõ ðîâíî k ðàç ìû õîäèëè âïðàâî-âíèç, à
îñòàëüíûå n − k � âëåâî âíèç. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n õîäîâ òå k, êîãäà
ìû áóäåì õîäèòü âïðàâî-âíèç êàê ðàç è ðàâíî Ck

n.

Èç 2îãî ñïîñîáà ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî âåðøèíó, è ìû åùå ðàç ïîëó÷àåì, ÷òî
Ck

n = Cn−k
n .

Óïðàæíåíèå. Âûïèøèòå òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ äî 6îé ñòðîêè.

Âûäåëåíèå ýëåìåíòà

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì åùå îäíó èäåþ óñòàíàâëèâàòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîäìíî-
æåñòâàìè íåêîåãî ìíîæåñòâà.

Çàôèêñèðóåì êàêîé-òî ýëåìåíò x èç íàøåãî ìíîæåñòâà. Òîãäà âñå ïîä-
ìíîæåñòâà ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû A \ {x} è A∪{x} (òî åñòü ïîäìíîæå-
ñòâà îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íàëè÷èåì-îòñóòñòâèåì ýëåìåíòà x).

Óòâåðæäåíèå. Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íåêèé ýëåìåíò x. Âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæå-
ñòâà n + 1-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà äåëÿòñÿ íà 2 òèïà: â íèõ ëèáî åñòü x (òàêèõ, êàê
íåñëîæíî ïîíÿòü, Ck−1

n (ïîñêîëüêó îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæå-
ñòâà � ñóòü k−1-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà) ), ëèáî åãî íåò
(èõ Ck

n). �


