
Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Äëÿ ÷èòàòåëÿ: åñëè âàì íàäî ïðîñòî ðåøèòü çàäà÷ó íà ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè, òî ðåêîìåíäóåì ñðàçó ïåðåéòè ê ðàçäåëó �Ïðèìåð ñ ïîÿñíåíèÿìè�.

Ïðèìåð. Ñóììà ÷èñåë îò 1 äî n ðàâíà n(n+ 1)/2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = 1: äåéñòâèòåëüíî, 1 = 1·(1+1)/2.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = k (òî åñòü, ÷òî ñóììà ÷èñåë

îò 1 äî k ðàâíà k(k + 1)/2). Äîêàæåì åãî äëÿ n = k + 1 (òî åñòü, ÷òî ñóììà ÷èñåë îò
1 äî k + 1 ðàâíà (k + 1)(k + 2)/2). Äåéñòâèòåëüíî,

1 + 2 + . . .+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

(k + 1)(k + 2)

2
.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = k,
âòîðîå � ïðîñòî ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèé. �

Ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ äëÿ n = 1 íàçûâàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè.
Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ äëÿ n = k ñëåäóåò óòâåðæäåíèå äëÿ n = k + 1

íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì èíäóêöèè.

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà

Ñòðîãî ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
(Àêñèîìà èíäóêöèè) Ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
• 1 ∈ A;
• èç òîãî, ÷òî k ∈ A ñëåäóåò, ÷òî k + 1 ∈ A.

Òîãäà A ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

(Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà) Âî âñÿêîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Óòâåðæäåíèå. Èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî ÷èñëà ñëåäóåò àêñèîìà èíäóêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊂ N è äëÿ A âûïîëíåíû óñëîâèÿ èç àêñèîìû èíäóê-

öèè. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî A = N.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B = N \ A 6= ∅.
Òàê êàê B íåïóñòî, òî â íåì åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò, ïóñòü îí ðàâåí x. Çàìåòèì,

÷òî x 6= 1 (ò.ê. 1 ∈ A). Òîãäà ðàññìîòðèì (íàòóðàëüíîå) ÷èñëî x− 1: îíî ìåíüøå, ÷åì
x è, ñòàëî áûòü, íå ïðèíàäëåæèò B. Çíà÷èò, x− 1 ∈ A è, ïî ñâîéñòâó äëÿ ìíîæåñòâà
A òîãäà (x− 1) + 1 = x ∈ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x ∈ B.

Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è A = N. �

Óòâåðæäåíèå. Èç àêñèîìû èíäóêöèè ñëåäóåò ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâîA íàòóðàëüíûõ

÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåì íåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
B = N \ A.

Çàìåòèì, ÷òî 1 ∈ B, òàê êàê åñëè 1 ∈ A, òî 1 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k ∈ B. Òîãäà 1, 2, . . . , k ∈ B (åñëè íåò, òî ðàññìîòðèì

íàèìåíüøåå èç ýòèõ ÷èñåë, ÷òî íå ïðèíàäëåæàò B (òàê êàê èõ êîíå÷íî, òî ïî èíäóêöèè
ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò) è òîãäà îíî áóäåò íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â A).
Òîãäà k + 1 ∈ B, òàê êàê èíà÷å k + 1 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A.



Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà B âûïîëíåíû óñëîâèÿ àêñèîìû èíäóêöèè è B = N. Çíà÷èò,
A = ∅. Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è â A åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò. �

Ïðèìåð ñ ïîÿñíåíèÿìè

Ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n > 3 ïðÿìûõ, íå âñå èç êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó

òî÷êó è íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç ÷àñòåé, íà
êîòîðûå îíè äåëÿò ïëîñêîñòü � òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïðÿìûõ.1

Áàçà: n = 3.
Ðàññìîòðèì êàêèå-íèáóäü äâå ïðÿìûå, ïî óñëîâèþ îíè ïåðåñåêàþòñÿ. Òðåòüÿ ïðÿ-

ìàÿ, ïî óñëîâèþ, ïåðåñåêàåò îáå ýòè ïðÿìûå è íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíÿ.
Îáðàçîâàëèñü òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà.

Ïåðåõîä: n = k −→ n = k + 1
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû k ïðÿìûõ, íå âñå èç êî-

òîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó è íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû, òî îäíà
èç ÷àñòåé, íà êîòîðûå îíè äåëÿò ïëîñêîñòü � òðåóãîëüíèê.

Íà ïëîñêîñòè ñåé÷àñ íàðèñîâàíû k + 1 ïðÿìàÿ.2

Âûáåðåì êàêèå-íèáóäü äâå èç íèõ è âûáåðåì òðåòüþ, êîòîðàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâûõ äâóõ (òàêèå åñòü ïî óñëîâèþ). Èç îñòàâøèõñÿ ïðÿìûõ (êîèõ
áóäåò (k + 1)− 3 = k − 2) âûêèíåì ëþáóþ äðóãóþ.

Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ îñòàâøèõñÿ k ïðÿìûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ çàäà÷è.3

Äåéñòâèòåëüíî, íèêàêèå äâå ïðÿìûå íå ìîãëè ñòàòü ïàðàëëåëüíûìè. Óñëîâèå ïðî
òî, ÷òî íå âñå îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó ãàðàíòèðóåòñÿ óæå òðåìÿ âûáðàííûìè
ïðÿìûìè.

Ñåé÷àñ íà ïëîñêîñòè k ïðÿìûõ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ çàäà÷è. Òîãäà, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè4, îäíà èç îáðàçîâàâøèõñÿ ÷àñòåé � òðåóãîëüíèê. Âåðíåì
âûáðîøåííóþ ïðÿìóþ. Åñëè îíà íå ïåðåñåêàåò ýòîò òðåóãîëüíèê, òî òîãäà îí îñòàíåòñÿ
è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå ïåðåñåêàåò, òî òîãäà îáðàçóåòñÿ íîâûé òðåóãîëüíèê
è âíîâü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

1Ïàðàìåòð èíäóêöèè.
2Èìåííî òàê, à íå k, ê êîòîðûì ìû äîáàâëÿåì åùå îäíó.
3Èìåííî äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè óñëîâèÿ áûëè âûïîëíåíû ìû è âûáèðàëè, êàêóþ èìåííî ïðÿìóþ íàäî âûáðîñèòü.
4Ýòà ìèëàÿ ôðàçà íàïîìèíàåò íàì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n = k



Åùå íåìíîãî î ìåòîäå ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè
Íàïîìíèì, ÷òî ñòðîãî ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìû ñôîðìóëèðîâàëè òàê

(÷òîáû ïîíÿòü, êàêîå îòíîøåíèå ýòî èìååò ê äîêàçàòåëüñòâó çàäà÷ ïî èíäóêöèè, íàäî
ïîíÿòü, ÷òî A � ýòî ìíîæåñòâî òåõ n, äëÿ êîòîðûõ âåðíî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå).

(Àêñèîìà èíäóêöèè) Ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ïðèòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
• 1 ∈ A;
• èç òîãî, ÷òî k ∈ A ñëåäóåò, ÷òî k + 1 ∈ A.

Òîãäà A ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òàêæå íàïîìíèì ñëåäóþùèé
(Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà) Âî âñÿêîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Îäíàêî êàê ìû óæå âèäåëè íà íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, ïîðîé íóæíî ïðèìåíÿòü èíäóê-
öèþ, îïèðàÿñü íà äâà ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèÿ. Òîãäà íàì ïîíàäîáèòüñÿ ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðèòîì âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå äâà óñëîâèÿ:
• 1, 2 ∈ A;
• èç òîãî, ÷òî k − 1, k ∈ A ñëåäóåò, ÷òî k + 1 ∈ A.

Òîãäà A ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå, îïèðàÿñü íà ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê (A 6= N) è ðàññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî B = N \ A 6= ∅.
Òàê êàê B íåïóñòî, òî â íåì åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò, ïóñòü îí ðàâåí x. Çàìåòèì,

÷òî x 6= 1, 2 (ò.ê. 1, 2 ∈ A) . Òîãäà ðàññìîòðèì (íàòóðàëüíûå) ÷èñëà x− 2, x− 1: îíè
ìåíüøå, ÷åì x è, ñòàëî áûòü, íå ïðèíàäëåæàò B. Çíà÷èò, x−2, x−1 ∈ A è, ïî ñâîéñòâó
äëÿ ìíîæåñòâà A òîãäà (x− 1) + 1 = x ∈ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x ∈ B.

Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è A = N. �
Çàìå÷àíèå. Íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ïî ñóòè � ýòî íàèìåíüøåå òàêîå

n, ÷òî óòâåðæäåíèå ñ íîìåðîì n íå âûïîëíåíî.

Íî è ýòî åùå íå âñå, ïîðîé íóæíî ïðèìåíÿòü èíäóêöèþ, îïèðàÿñü íà âñå ïðåäûäó-
ùèå óòâåðæäåíèÿ. Òîãäà óòâåðæäåíèå áóäåò çâó÷àòü òàê:

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðèòîì âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå äâà óñëîâèÿ:
• 1 ∈ A;
• èç òîãî, ÷òî 1, 2, . . . , k ∈ A ñëåäóåò, ÷òî k + 1 ∈ A.

Òîãäà A ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê (A 6= N) è ðàññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî B = N \ A 6= ∅.
Òàê êàê B íåïóñòî, òî â íåì åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò, ïóñòü îí ðàâåí x. Çàìåòèì,

÷òî x 6= 1 (ò.ê. 1 ∈ A) . Òîãäà ðàññìîòðèì (íàòóðàëüíûå) ÷èñëà 1, 2, . . . , x − 1: îíè
ìåíüøå, ÷åì x è, ñòàëî áûòü, íå ïðèíàäëåæàò B. Çíà÷èò, 1, 2, . . . , x − 1 ∈ A è, ïî
ñâîéñòâó äëÿ ìíîæåñòâà A òîãäà (x − 1) + 1 = x ∈ A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
x ∈ B.

Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è A = N. �


