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1. На лекции мы доказали, что для вычисления предиката равенства

EQ(a, b) =

{
1, если a = b,
0, если a 6= b

существуют (а) детерминированный коммуникационный протокол с коммуникационной
сложностью n+1 и (б) вероятностный коммуникационный протокол с коммуникацион-
ной сложностью не более 2dlog 2n

ε
e+ 1.

Пусть ε = 1/10000 (допустимая вероятность ошибки равна одной сотой доле процен-
та). Начиная с какого n коммуникационная сложность вероятностного протокола для
данной задачи становится меньше сложности детерминированного протокола? Начиная
с какого n коммуникационная сложность вероятностного протокола становится меньше
сложности детерминированного протокола в 100 раз? В 106 раз?

2. У Алисы имеется целое число a из интервала 1, . . . , 2n а у Боба целое число b
из того же интервала. Алиса и Боб хотят узнать, какое из двух чисел больше; говоря
формально, они хотят вычислить значение функции

GT(a, b) =

{
1, если a ≥ b,
0, если a < b.

Докажите, что детерминированная коммуникационная сложность этой задачи равна
n + 1 (постройте детерминированный протокол с коммуникационной сложностью n + 1
и покажите, что протоколов с меньшей коммуникационной сложностью для задачи GT
не существует).

3. У Алисы имеется некоторое подмножество A ⊂ {1, . . . , n}, а у Боба подмножество
B ⊂ {1, . . . , n}. Алиса и Боб хотят узнать, пересекаются ли эти два множества; говоря
формально, они хотят вычислить значение функции

DISJ(A, B) =

{
1, если A ∩B = ∅,
0, иначе.

Докажите, что детерминированная коммуникационная сложность этой задачи равна
n + 1

Указание: Рассмотрите такие пары множеств (A, B), где B = {1, . . . , n}\A. Докажи-
те, что каждому листу в дереве коммуникационного протокола может соответствовать
не более одной такой пары.

4. У Алисы имеется некоторое подмножество A ⊂ {1, . . . , 2n}, а у Боба подмножество
B ⊂ {1, . . . , n}. Алиса и Боб хотят узнать максимальный элемент в объединении этих
множеств A ∪B.

(а) Постройте для этой задачи детерминированный коммуникационный протокол с
коммуникационной сложностью не более 2n.



(б) Постройте для этой задачи детерминированный коммуникационный протокол с
коммуникационной сложностью не более 3

2
n + c для некоторого c, которое не зависит

от n.
(в)∗ Постройте для этой задачи детерминированный коммуникационный протокол с

ещё меньшей коммуникационной сложностью. Какой сложности вам удалось достичь?
5. Для функции GT из задачи 2 постройте вероятностный коммуникационный про-

токол с коммуникационной сложностью O(log2 n), который для каждой пары входов
(a, b) приводит к правильному ответу с вероятностью не менее 0,99.

6. Рассмотрим вероятностные коммуникационные протоколы, в которых Алиса и
Боб имеют доступ к общему источнику случайных битов.

“Игрушечное” описание данной модели: Представим себе, что Останкинская башня
каждую секунду посылает в эфир один случайный бит (каждый раз ноль или единица
выбираются с равными вероятностями и независимо от предыдущих сигналов). Жи-
вущие в Москве Алиса и Боб слушают эту радиопередачу и таким образом получают
доступ к общей случайной последовательности нулей и единиц.

Постройте в данной модели коммуникационный протокол для вычисления функции
EQ(a, b) из задачи 1 с коммуникационной сложностью не больше 8 и вероятностью
ошибки для каждой пары (a, b) не больше 1/100.

Замечание: Это не опечатка! Коммуникационная сложность в этой задаче действи-
тельно не зависит от n.

7. (а) В коммуникационной модели с общим источником случайности постройте для
функции GT из задачи 2 протокол с коммуникационной сложностью O(log n · log log n),
который для каждой пары входов (a, b) приводит к правильному ответу с вероятностью
не менее 0,99.

(б)∗ Улучшите оценку коммуникационной сложности в этой задаче до O(log n).
8. Доказательство постулата Бертрана в задачах.
(а) Докажите, что 4n

2n+1
≤ Cn

2n ≤ 4n.
Указание: Раскройте скобки в выражении (1 + 1)2n; покажите, что Cn

2n является
максимальным среди всех биномиальных коэффициентов Cm

2n.
(б) Докажите, что Cn

2n = (n+1)·(n+2)·...·(2n)
1·2·...·n .

(в) Докажите, что все простые числа p из интервала от n + 1 до 2n (если таковые
существуют) делят число Cn

2n.
(г) Докажите, что произведение всех простых чисел из интервала от 1 до k не превос-

ходит 4k. Указание: воспользуйтесь пунктом (в), а затем примените верхнюю оценку
из пункта (а) для n = k

2
, k

4
, k

8
, . . .

(д) Докажите, что все простые числа p из интервала от 2n/3 до n (если таковые
существуют) делят числитель и знаменатель (n+1)·(n+2)·...·(2n)

1·2·...·n ровно по одному разу (это
значит, что такие простые числа не делят Cn

2n).
(е) Докажите, что простые числа p из интервала от

√
2n до 2n/3 (если таковые

существуют) входят в произведение (n+1)·(n+2)·...·(2n)
1·2·...·n в степени не выше 1. Указание: со-

считайте, сколько чисел кратных p встречается в числителе и в знаменателе данной
дроби; сравните эти два числа между собой. Покажите, что чисел кратных p2 в чис-



лителе и знаменателе этой дроби нет.
(ж) Докажите, что каждое простое число p из интервала от 1 до

√
2n входит в

Cn
2n = (n+1)·(n+2)·...·(2n)

1·2·...·n в степени не выше logp(2n). Указание: сосчитайте, сколько в
числителе и в знаменателе этой дроби встрчается чисел кратных p, затем сколь-
ко там встречается чисел кратных p2, чисел кратных p3, и т.д. Оцените разницу
между кратностями, с которыми p входит в числитель и в знаменатель.

(з) Предположим, что в интервале от n + 1 до 2n нет простых чисел. Докажите с
помощью (е-ж) и (г), что при данном предположении должно быть выполнено неравен-
ство

Cn
2n ≤ 4

2
3
n · (2n)

√
2n.

Покажите, что это неравенство противоречит пункту (а) при всех достаточно больших
n (скажем, при всех n > 10000).

(и) Докажите, что для всех целых положительных n найдется такое простое число p,
что n < p ≤ 2n. Указание: после доказательства пункта (з) остается лишь перебором
проверить данное утверждение для n ≤ 10000.
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