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X [ V]\5U_^a`cbede`gf�hci]\5jek
^ajede`lVTm9`cWLinm9`cWZje^oipVXq_jamNrts/jeuR`cdej5inm

µ
j#uRj5VXv5ixwPVXj5iXb

σ2 y{z rR|}uR`	uX\of~vcwPrgkjo�chcr�\5Y_d5rR|�r
t > 0

h���v5r�\5d5iXd5rZd5ixw3`FhciXd5VXWLhcr

P
{
|X − µ| ≥ t

}
≤ σ2

t2
.

�!rgq_`R��`cWLi]\5Y3VXWLhcr y��9�A�}�P�A���5�g�	�A�����o�F�?�e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�A�	���e�a�e�c�A�A�F���F���5�A�A�a�
�A� X � �g���c�A�	���F�A���g�5�F��� P{X = xi} = f(xi)  5¡ �F¢n���£�A�	�F�A�A�}�P���5�p�A�A¤��P�A����A�p�A�p�A�

σ2 = ¥ (X − µ)2 =
∑

i

(xi − µ)2f(xi).

¦ �p�Z���P�c¢��c�p�����L�A���e�a�A�p�A�A�F�§�X�a�����¨�A���5�g�	�o�F���5©F�A�   �9�FªX�F�F���#�A�p«a�5¤T�A�p�A�A����P�c¢��c�p���%¬l� (xi−µ)2 < t2 ���g�Z�X�
�F���5©F«3�­�a���p�A©c®¯�o�F©¯�A�e�c�c�a¤°�e�c�X�F©­�e�c�F�p�a��X�F�_�D�
σ2 ≥

∑

i′

(xi′ − µ)2f(xi′),

¢n�P���X�a�����A�A�F�_�c�A�A�%�A�A�F� � �F�p�P�o�F��±¯�F���5©F«3�,�A���F�p� i′ �p�e�e±­«3�c�F�F�A�%¬ (xi′−µ)2 ≥
t2  e¡ �F¢n���o�A�F�A�p�F�3�P�A�A�

σ2 ≥
∑

i′

t2f(xi′) = t2 P{|X − µ| ≥ t}.

�9���e�a�A�p�A�A�F�
�A�p�e�c�F�p�A�X�F�F�Z�P�F«a� � ���_�c�X�£�F�p�F�A�p���  
²?46³679134�Q �,�F�X�F© X ´ �A�A���5�#�F���e�g�P�p�A�A��¢p�p�Aµ_�#�A�A�§�P�p��±o�F�¶�A� � �c�F�A�p�A���%¬µF�A�F�t�c�A�o±a¬¯���F�A�X�F�  3·,¸ �p�A�A� P{|X−4| ≥ 5}  F¹ �e�a�e�c�A�e��±Z�F���5�A�A�A�e� X �A���p�X�
µF�A�A�F���e�R�5©F�A�F�!�e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�A�?� n = 10 � p = 1/2  �¹ �5�}�P�F�_���F���5©F�A�A� µ =
¥ X = 5 � σ2 = np(1− p) = 5/2   �9�£�A�p�e�c�F�p�A�X�F�c�?º9�pµF��®¯�p�_�

P{|X − 5| ≥ 4} ≤ 5

32
.

» �c���X�F�A���5�o�F�L�F�F�A�A� � �e�g�A�p�A�A�

P{|X − 5| ≥ 4} = P{X = 0, 1, 9, 10} = 2 · 1

210
+ 2 · 10

210
=

11

512
,

�o�F�	���A�F¢p�L���p�A©c®¯�c�5�A�p� 5/32  
�9�A�A���p�~�e�c�A�F���A�e�c�X�R���o�F�¼�c�¼�A�p�e�c�F�A�p�X�F�_�!º9�pµF��®¯�p�_�o��«a�c«~�#�c�£�P�o�a¢p�a¬

�A� � �g�5©g�����F�F�A�F�A���p¤�½¯�a¬ZµF���5©c®­�a¤H�Fµc½¯�A�F�X�F©A�c�A���5© � ±¯�g�	�3�����F©T�F�F�A�A�%¬¯�A�p�e�R��F�p�A�X�F�	�L�e�c�X�F�A�%¬����e�a�e��±a¬  
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Xk [ v5rRV]\PiXu�rRh�`cWLi]\5Y_k

d5rRVXWZY�hg��`cjam9d5r!d5i}��`Fh�j5VXjam9�6ÊËV]\5U_^a`cbede�6Ê¶hci]\5je^ajedoÌTjam�iXÍ�ÎZjaÊËrguRjede`cq3rRhcrRi
w3`FVXvcwPiXu�i]\PiXdej5i y S�wPiXuRv5r�\Prts/jamTÌ�^aWLr~VXU_ÎLipVXWLh�U_Í�WÏq3rgd5iX^ade��i£m9`cWLinm9`cWZjek
^oipVXq_j5i�rts/jeuR`cdejaf

µ = ¥ Xk
V]\5U_^a`cbede�6ÊÐhci]\5je^ajed

Xk
y£z rR|}uR`ÑuX\of¶\5Í�Ò�rR|�r

ε > 0

P

{∣∣∣∣
X1 + . . .+Xn

n
− µ

∣∣∣∣ ≥ ε

}
−→ 0

vcw5j
n→∞ y�!rgq_`R��`cWLi]\5Y3VXWLhcr y%Ó¯�F«a� � ���F���5©F�X�F�F�§�F�p�F�A�p���)�A�A�F�F�}�PÔp���A�A���P�F�A���5�A�o�F���5©���A�F�Õ�A�A�}�P�A���5�g�Z�p�A�A�Ö�<�X�3½¯�p�X�F�F�F�_�c�A�A��«3�F�A�p�A�A�F�°�P�A�p�A�p�A�p�A� σ2 = × Xk���e�a�e�c�A�A�%¬¶�F���5�A�A�A� Xk  �Ø �F�§�F¢p�e�c�A�A�A�p�A�A�¼���g�	�A���p�o±o�F©ËÙÚ�p�   �D�e�c�A�A�A���p���¦  ÇÛ ���A�5�p� ¦ �F�}�P�p�A�A�L�l�F�p�F�A�A¤N�F�p�A�g±o�F�A�F�X�F�p�Ñ�~�p�Z�A�A�a�5�g�Z�p�A�o±��ÇÜ   ��Ü?�A���

¡%  � �_�X�F�   ¾FÝF¾ Ù �gÞFß_àFá>á   �9���5�g�	�A� Sn = X1 + . . .+Xn
�	�A�A�A���p�A�A�¶«	���e�a�e�c�a�

�A�F�?�F���5�A�A�A�A� Sn �A�p�e�c�F�p�A�X�F�F�lº9�pµF��®¯�p�_�D�
P{|Sn − nµ| ≥ t} ≤ nσ2

t2
.

�9���5�g�	�A� t = εn �e�A���e�a�A�A���e�o�F�
P{|Sn − nµ| ≥ εn} ≤ σ2

ε2n
.

�9�e�c�_��±��e�c�X�F©§�A�F���5�}�P�A�p¢p���A�p�e�c�F�p�A�X�F�_�§�X�F�A�p���o�F��±H«¶�o�g�5¤Õ�A�A�¶���A«3�p�A�A���
�_�c�A�A�%¬ ε � σ �?�A�A� n→∞  ²?46³679134�Q �,�F�X�F© X1

�  p p  � Xn ´ �A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F©<�A� � �c�F�A�p�A���%¬â���e�_��e�c�A�A�%¬��F���5�A�A�A���,�A�A�A�A�A���c¤�½¯�a¬ � �e�g�A�p�A�o± 1 � 0 ã �F�p�A�g±o�F�A�F�X�g±A��� p �
1 − p �p�F�c�F�F�X�F�X�F�F�p�A�A�   �9���5�g�	�A� Sn = X1 + . . . + Xn  �¡ �F¢n��� ¥ Sn = np� × Sn = np(1 − p)  �¹ �e�a�e�c�A�o�a¤+�F���5�A�A�A�o� Sn ���g�	�A���A�o�F�p�A�A�X�F�A�A�F�_���F©«a�c«?�A�A���5�£�F�p�A��¬_�F�	�L�>¬_�p���¯ä%�p�A�o�g�A�5�   » �c«3�F�!µF���5©c®¯�a¬!�A�A�p���#�3�F�F�p�_�Z���c�X����F�p�p©F���?�A�e�c�R�P�F�A�p�P�FµF�A�A�Ç�o�F�#�A�A�åµF���5©c®¯�a¬ n �p�A�}�P�A�p�l�A�A���5�?�F�p�A��¬_�F� Sn/nµc�t�P�X�Lµ��5� � «A�A�Ë« p   Ó
�e±¼�A�A���P�¯�F�p�A��¬_�F�£�¯�>¬_�p���
ä%�p�A�o�g�A�5�?��� � �e�c�p�ËµF���5�p��Fµc½¯�A�H�A� � �g�5©g����� ´ �F�p�F�A�p���<Ü!�_�c�F�e�R�çæ­�c�a�P�c�t� ´ �A� � �F���e±A¤�½¯�A�H� ¸ �p�A�o�F©�c�F«a�5�F�A�p�A�A�	�c�!�p�A�}�P�A�p¢p� � �e�g�A�p�A�o±�� P{α < (Sn − np)/

√
np(1− p) < β} ≈

Φ(β) − Φ(α) �D¢n�P� Φ(β) ´ �9�a�A« ¸ �o±�æ­�c�a�P�c�t�  �è ���p�X�����p�X�F���c�e�R�5�F¢p�A�A�A����A� � �g�5©g�����£�e�e±!�A�A�F� � �F���5©F�A�F�?�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F�#���e�a�e�c�A�A�%¬��F���5�A�A�A�  0%13254613798êéë;>ì?13B6EA468oÄDÅ5B68oíÁî6461cï�1_ÄDÅ5B68oíëEA13254613798PORQ¯S
U3VXWZY
X1
Ì ygygy Ì

Xn [ v5rRV]\PiXu�rRh�`cWLi]\5Y_d5rRVXWZY�hg��`cjam9d5r!d5i}��`Fh�j5VXjam9�6Ê¶V]\5U_^a`cbede�6ÊËhci]\5je^ajed¶V
rguRjede`cq3rRh��6m9jZw3`FVXvcwPiXu�i]\PiXdejafam9j y S�wPiXuRv5r�\Prts/jamTÌ�^aWLr
VXU_ÎLipVXWLh�U_Í�W¨m9`cWLiXkm9`cWZje^oipVXq_j5i£rts/jeuR`cdejaf�jåuRj5VXv5ixwPVXjej

µ = ¥ Xk
Ì
σ2 = × Xk

y S
U3VXWZY Sn =
X1 + . . .+Xn

y�z rR|}uR`	uX\of?\5Í�ÒR�6Ê�ð�jeq3VXjcwPrRh�`cdede�6Ê α j β Ì α < β

P

{
α <

Sn − nµ
σ
√
n

< β

}
→ Φ(β)− Φ(α).
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²?46³679134�Q �9�A�}�P�A���5�g�	�A���a�o�F�Z�­¢p�p�A�p�e�R�5©F�A�F�¼�p�F�F�F«o�a�A�A�F�X�F���A�p�F�X�F�g±o½¯�p�!� �
N �p�p���p���A�A�A���5�Z�p�p���p���A�A���p¤�½¯�a¬ k �P�X�F�p���A�e�c�F�A� Nk

Ù N0 +N1 + . . .+Nk =
N
á   Ó
�e±­�p� ¸ �A���5�F¢p�A�A�p�p«A�a¬¯�A�p���5�}�P�F�_�c�A�A�¯�e�t�a¢��g�£�F��µF�A�e�c�X�F��± n �p�p���p�  cò ���5��A�A�F�F�p�P�o�F��±H�F��µF�F���¼�F� � �e��½¯�p�A�A�p�óÙô�F�§�p�X�F©��p�p��©c±����F��µF�e�c�A�e��±¶�p�P�A�¶�e� � ��A���p�X�����c«A�A���Z��®Z�c�A�p�ËµF���F©��F��µF�e�c�e�T�����R�5©F�A�p�o®¯�p��«a�c«Z�­�5¤Tµ_��±��P�o�a¢���± á �

�F�£�F�p�A�g±o�F�A�F�X�F©	�F��µF�F�e�¯�e�Z«a���Z�P�F��®Z�c¢p���p�p��©F���e�L«3�c�F�F�A�F� k �P�X�F�p���5�e�c�F�e�
Nk/N  �¡ �F¢n�����F��µF�F�A«o�õ�§�F� � �e��½¯�p�A�A�p�À�FµcöÇÔp��� n ���g�	�A�¶�e�c�p�p�����F�A�A�_���F©«a�c«õ�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F©Ë�A� � �c�F�A�p�A���%¬õ���e�a�e�c�A�A�%¬Ð�F���5�A�A�A� X1

�  p p  � Xn
�

�A���p¤�½¯�a¬��e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�A� P
{
Xj = k

}
= Nk/N   �,�F�X�F© Sn = X1 + . . .+Xn  ¡ �F¢n��� Sn/n ´ �p�A�}�P�A�p� � �e�g�A�p�A�A�
�F��µF�F�A«A�  P· �A�p�F�3�P�A�A�e�o�F�

¥ Sn = n ¥ Xk = n
∑

k
Nk

N
,

�F�9�p�X�F©,�����F�p�����F�A�A�p�p«3�F�{�g�	�3���c�A�A� Sn �e�c�F�A�,�p�A�}�P�A�p��� � �e�g�A�p�A�A¤õ¢p�p�A�p�e�R�5©���A�F�?�p�F�F�F«o�a�A�A�F�X�F�  » �c«3�F�!µF���5©c®¯�a¬¼�A�A�p���#�3�F�F�p�_�Z���c�X�R�5�o�F�£�A�A�!µF���5©c®¯�a¬ n �p�A�}�P�A�p� � �e�g�A����A�A�{�F��µF�F�A«A�L�F�p�A�g±o�F�A�
�F«a���Z�X�F��±£µ��5� � «A�A��«L�p�A�}�P�A�p��� � �e�g�A�p�A�A¤°¢p�p�A�p�e�R�5©���A�F�~�p�F�F�F«o�a�A�A�F�X�F�  Ç÷ �p�o�F�e�R�5©F�e��±§�A�A�}�P���5©F�e��±~�F�p�F�A�p���¼�A� � �F���e±A�X�!� ¸ �p�A�o�F©�e� � �A� ¸ �£���X�Z�5�­�P�c�a��±	�p�A�}�P�A�A���¼�£�F�A�A�}�P���5�o�F©Z�FµcöÇÔp�Ñ�F��µF�F�A«A���3�A�p�Fµt¬_�p�P�a������¼�e�e±!�e�g�PÔX�	�A�F�?� ¸ �p�A«A�  �9�A�}�P�A���5�g�	�A���e�o�F�£�X���c�F�o�F��± � �g���g�e�L�£�e�R¬_�g�Z�P�p�A�A�?���c«3�F¢p�	�FµcöÇÔp���Z�F�%�µF�F�A«A���o�o�F�FµF�Ð�,�F�p�A�g±o�F�A�F�X�F©F¤ 0.99 �p�A�}�P�A�p� � �e�g�A�p�A�A�9�F��µF�F�A«A�¼�c�t�5�A�e�R�5�F�p©�c� d5iXjo�chcipVXWZd5rR|�r �p�A�}�P�A�p¢p� � �e�g�A�p�A�o±å¢p�p�A�p�e�R�5©F�A�F�å�p�F�F�F«o�a�A�A�F�X�F�å�A�£µF���5©��®¯�c�5�A�p�H�e� 0.05 �
P

{∣∣∣∣
Sn
n
− µ

∣∣∣∣ ≤ 0.05

}
≥ 0.99. Ù �Rá

Ø �5�p���p�o���c�A�A���¯�A�A�p�FµF�e� � �F�_�c�A�o±¼�5�p�F�F�?�e�c�X�F���A�p�e�c�F�p�A�X�F�_�£�?�A�F���5�}�5�a¤{�½¯�p�
�A�A�A���p�A�p�A�A� ¸ �p�o�F�e�R�5©F�A�F���A�A�}�P���5©F�A�F�?�F�p�F�A�p���â�A�F«a� � ���_�c¤��R�5�o�F�

P

{∣∣∣∣
Sn − nµ

n

∣∣∣∣ ≤ 0.05

}
= P

{∣∣∣∣
Sn − nµ
σ
√
n

∣∣∣∣ ≤
0.05
√
n

σ

}
−→ 2Φ

(
0.05
√
n

σ

)
.

ò ���5�Z�c�A¢X�a���p�o� x �9�a�A« ¸ �A� Φ(x) �e�c�F�p� 2.57 �g�F� 2Φ(x) ≈ 0.99 ÙÚ�p�   ���cµ��5�a�
¸ � � �e�g�A�p�A�A�L�9�a�A« ¸ �A� Φ(x)

á �c�¯�%�a�F���5�A�A�p�A�A�p� x �9�a�A« ¸ �o± Φ(x) �F� � �e�c�X���c�X�  
¹ �5�}�P�F�_���F���5©F�A�A�5�A�p�e�c�F�p�A�X�F�F�~Ù �Rá �F���A���5�A�p�A�	�A�A�

0.05
√
n/σ > 2.57

�a�5� n > 51.4σ2   Ó¯�A�p�A�p�A�p�o± σ2 ¢p�p�A�p�e�R�5©F�A�F�¶�p�F�F�F«o�a�A�A�F�X�F�Ë�FµF���A�A�~�A�p� � ��F�p�X�F�e�o�c�p�P�e�c«3�9�e�c�X�F�,���g�	�A�T�A���e�a�A�o�F©��pÔ%�A�A�}�P�_�c�A�o�F���5©F�o�a¤õ� ¸ �p�A«o�  Fè ���p�a��A�å� ¸ �p�A«a�§�P�A�p�A�p�A�p�A�Ð�FµF���A�A�å�F�A�F�p�o���e�c�AµF���5©c®¯�A�<�F«a�P�g�°�å�c®¯�AµF«o�H�A�A��A�p�A���5© � �F�_�c�A�A� ¸ �p�o�F�e�R�5©F�A�F���A�A�}�P���5©F�A�F�?�F�p�F�A�p���  
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²?46³679134ë;>ù?B6EA1346@58oÄDÅ5B68oíú25û613B6Ã�8�CF461cï�B613üc2�B62546798oÄDÅ5B62�468eCFî6461cï�1Fý
ÄDþ3B6B625ÿ°CcÄ���È68Aÿ6B625ÿÐ@51_ÄD³6È6³6B6JlORQ
� î6461cï�1_ÄD13B6³61N:eQ �,�F�X�F© θ ´ �A�p«3�c�F�F�A���õ�e�c�e�c���X�F�<�e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�o±  �� dekWTwPiph�`t\5Y_d5rgb§r��5iXdeq3rgb �e�c�e�c���X�F�e� θ �e� � ���_�c�X�F��±��A�A�F� � �F���5©F�A�F���A�p�e�c�F�p�A�X�F�F�

θ′ < θ < θ′′.

¦ �p�A�g±o�F�A�F�X�F© γ = P{θ′ < θ < θ′′} �e� � ���_�c�X�F��± de`cu��}s/d5rRVXWZY_Í � ¸ �p�A«A�  » �g���g�e� � �c«a�5¤T�e�c�X�F��±Ð���A���e�a�A�p�A�A�õ� ¸ �p�A«A�<�A�p� � �F�p�X�F�A�F¢p�¶�����F�p�����F�A�A����p«3�F¢p�£�g�	�3���c�A�o±!�A�F�A���R�5©F�A�L�e�c�p�A�A�}�P���5Ôp�A�A�F�����e�a�e�c�A�A�F�?�F���5�A�A�A�A�â�A�L�F�%�
µF�F�A«3� � �e�g�A�p�A�A�?�FµcöÇÔp��� n �,�e�g�PÔX�	�A�F�X�F©F¤ γ  
	 �c«l�¼�¯�A�A�}�P���5�3½¯�p�<�A�A�A������A�
�F��µF�F�A«o�!���g�	�A�L�e�c�p�p�����F�A�A�_���F©l«a�c«?�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F©l�A� � �c�F�A�p�A���%¬���e�a�e�c�A�A�%¬L�F���5�A�A�A� X1

� . . . � Xn   ¦ ���c�A�A�F�~���e�a�e�c���F�p�%�F�A�¯�A���p¤����A�F�A���R�5©���A�F���e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�A�  �è ���c«��e� � �F�p�X�F�A�A�5�o�F�

P

{∣∣∣∣
Sn
n
− µ

∣∣∣∣ ≤ δ

}
≥ γ.

÷ �p�o�F�e�R�5©F�e��±��A�A�}�P���5©F�e��±!�F�p�F�A�p���L�3�F�F�p�_�Z���c�X�R�5�o�F�

P

{∣∣∣∣
Sn − nµ
σ
√
n

∣∣∣∣ ≤
δ
√
n

σ

}
= 2Φ

(
δ
√
n

σ

)
.

· µF� � �e�g�A�A�H�A�p�A� � tγ ���c«3�F�
�A�A���5�A�e�o�F� 2Φ(tγ) = γ  A¡ �F¢n��� δ = tσ/
√
n �

mn −
tγσ√
n
< µ < mn +

tγσ√
n
,

¢n�P� mn = Sn/n ´ �p�A�}�P�A�p�­�F��µF�F�A«A�  
�
������������������������������� �"!���#$����������%&�

!����$'�!��)(*���+�,���.-�%&�

�,�F�X�F© X1
� . . . � Xn ´ �A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F©­���e�a�e�c�A�A�%¬£�F���5�A�A�A�L���e� � �5�A�A�A�%������e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�o±A�����6�~«3�c�F�F�A�%¬Ñ�X�3½¯�p�X�F�c�a¤��~«3�F�A�p�A�A���	�����F�p�����F�A�A�p�p«A�A�

�g�	�3���c�A�o± ¥ Xk = µk
�,�P�A�p�A�p�A�p�A� × Xk = σ2

k   �9���5�g�	�A� Sn = X1+. . .+Xn  ¡ �F¢n���?�����F�p�����F�A�A�p�p«3�F�l�g�	�3���c�A�A� mn = ¥ Sn
�#�P�A�p�A�p�A�p�o± s2

n = × Sn �X�_�½¯�p�X�F�c�a¤��¼�
mn = µ1 + . . .+ µn, s2

n = σ2
1 + . . .+ σ2

n.
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�e±~�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F� X1
� . . . � Xn

�F���A���5�o±A�X�F��± � �R�«3�F�?µF���5©c®¯�a¬!�A�A�p���Ç�5�p���5���A�A� n→∞
P

{ |Sn −mn|
n

> ε

}
→ 0.

Ó
�e±	�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F� X1
� . . . � Xn

�F���A���5�A�p�e� ¸ �p�o�F�e�R�5©F�e��±l�A�A�}�P���5©F�e��±�F�p�F�A�p���o�5�p���5���A�A�¼�5¤TµF�%¬!���A«3�p�A�A�F�_�c�A�A�%¬ α � β � α < β

P

{
α <

Sn −mn

sn
< β

}
→ Φ(β)− Φ(α).

· «a� � ���_�c�X�F��±��_�o�F� � �c«3�F�LµF���5©c®¯�a¬Z�A�A�p���	� ¸ �p�o�F�e�R�5©F�e��±L�A�A�}�P���5©F�e��±L�F����F�A�p���
�F���A���5�A�p�A�õ�A�A�L�P�F�F���5©F�A�
�Fµc½¯�a¬L�F���5�F�F�o±a¬  0/ �c�p�p���c�F�A�A�¶�A�p«3�c�F�F�A���� � �A�a¬  
0%1325461379821ÇQ�3�V]\5j

sn
n
→ 0,

WLr§uX\of°v5rRV]\PiXu�rRh�`cWLi]\5Y_d5rRVXWZjÐV]\5U_^a`cbede�6ÊÐhci]\5je^ajed°h���v5r�\5d5iXdH��`cq3rgdõÒ�r�\5Y_k
4 jaÊ~^aj5Vpi]\ y
�!rgq_`R��`cWLi]\5Y3VXWLhcr y%Ó¯�F�X�����F�F�A�A�¼�A�F�c�F�F�A�o�F©L�P�F«a� � ���F���5©F�X�F�F�l�F�p�F�A�p��� ¾ �A�A��F���5�F�F�A���X�3½¯�p�X�F�F�F�_�c�A�o±!�P�A�p�A�p�A�p�A�  
5 ÄD1cï�CFEA@5³615Q�S
U3VXWZY
v5rRV]\PiXu�rRh�`cWLi]\5Y_d5rRVXWZY

X1
Ì
. . .
Ì
Xn

w3`Fh�d5r}m�ixw5d5r9rR| w3`cdejek
^oiXde`RÌ�WLrLipVXWZY!VXU_ÎLipVXWLh�U3iXWêWZ`cq3rRi
^aj5V]\Pr

A
Ì�^aWLrZuX\of?\5Í�Ò�rR|�r

k < n

|Xk| < A.

z rR|}uR`	uX\of76RWLrgb~v5rRV]\PiXu�rRh�`cWLi]\5Y_d5rRVXWZj~h���v5r�\5d5iXd���`cq3rgd#Ò�r�\5Y 4 jaÊ~^aj5Vpi]\ y
8�9;:=<�9�>@?BA
C*D�EGFIH�JLK�M�MNEIOIEGPIKQJLRTSUKQV�MXWZY�EI[]\=SU^`_QVQVbadcQEe\QEZf�V�g

Uk = Xk − µk,
SUhi\QV |Xk − µk| ≤ εsn,

Uk = 0,
SUhi\QV |Xk − µk| > εsn.

jkhi\QVNlImncQEe\QK=SUKQm2o`hi\QELlIV�Mkp
sn →∞

Vrqs\�Mt\Qu�OIELvwE
ε > 0

1

s2
n

n∑

k=1

x
(U2

k )→ 1, y{z`|
Y�E+hscLH�J�lLSUqs\QV=lIJ}_=SUKQY~H�JG\Q�`KQJGMNcLH
SUqLS�\Q�`KQJGMrY+SUE�H
S�g�J;�
0%13254613798���Q+3�V]\5jËv5rRV]\PiXu�rRh�`cWLi]\5Y_d5rRVXWZYåV]\5U_^a`cbede�6ÊHhci]\5je^ajed

X1
Ì
. . .
Ì
Xnw3`Fh�d5r}m�ixw5d5r�rR| w3`cdeje^oiXde`#j

sn → ∞
Ì�WLr!uX\ofËd5iL�	h���v5r�\5d5iXde`7�5iXdeWTw3`t\5Y_de`gf

vcwPiXu�i]\5Y_de`gf§WLipr>wPinm9` y
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�}EI^`JZPIJLY+S�\Q�`hsY+lIE`�������+�Q���`���U�Q�I�Q���G�L�;�I���`���+�b�Q�e�Q���Q�����U�+�`�s�L�Q�s�n�L�)���d�e�Q� |Xk| <
A   �`� |Xk − µk| < 2A

�
¡��I¢£¢T�I¢
sn → ∞   �`�}�=�I�T�=¤U�`���£�L�I¢����+¥��I�Q��¦�����§b�Q�e�=� n0  §b�`�

sn > 2Aε−1 �b�b�¨�`�s�e© n > n0
�ª¡$�L«��0� |Xk − µk| ≤ εsn

� ∑n
k=1

x
(U2

k ) = s2
n

�
¬ �=�e�=�L�;�I�`�e�Q���Q�   �=�U�;�I��§=�L�U����­��L�Q�,�Z�Q� y{z`| �=�I���=� 1   ���`�e�=�L���Q� y{z`| �����Q�I�Q�Q�U�Q�b�
®¯<�°,>@9;<�C�±k���b�U�b�Q�   �����Q�I�Q�Q�U�b�²�Q�£�Z�I¢��L�¨¥��I�Q��¦��T©r§b�Q�s�e�¨�N³Q�U�b���=�Z�Q���=�I�N�b�Q�e´�=�e�Q���=�I�+�`�s�L�Q�s�d���b�Q���Q���e�=�e�=�L�;�I�`�e�Q���Q���U���]���Z�I�Q�,�Q���Q�U�Z�I���Q�U�Q�,��©*�e�Q��§=�I�b�b��©+�`�e´
�Q�b§b�b�   �=�L�U�b�Q�e�=�e�=�U�b�Q��¢��L�`�L�b��©t�Z�Z�0�I�Q�+�L�L¥I�Q�b³Q�U�

Xk −k 0 k

P 1
2k 1− 1

k
1
2k±
�0�I�b�Q���7�e�Q��§=�L�

µk = 0   σ2
k = 2k   s2

n = n(n+ 1)/2
�T�d�e�Q�

n > ε−1   �`� |Xk| ≤ εsn
�

¡$�L«��0�
Xk = Uk

� ∑ x
(U2

k ) = s2
n

�Tµ~�`�U¶��0���e�=�e�Q�`�U�   §b�`�.³Q�U�b���=�Z�Q���=�I�}�b�Q�e�=�e�Q���=�I��`�s�L�Q�s�d�+�����Q�I�Q�Q�U�=�   �`�·�s�U���

P

{
α <

√
2Sn√

n(n+ 1)
< β

}
= Φ(β)− Φ(α).

¬ �=�e�=�L�;�I�`�e�Q���Q�   �`�U�Q�G�T���Q�   §b�`� Sn �Q�n�s�U�X�Q�L�;���=�L¢&�Q�*�n�U�b��¦��b�   §Q�s� n �$¸0�=�s§b�b�  
Sn/n
�Q���U���Q�s�,�b�`���t¢¯�b�Z�Q¶   �t�Z�I¢��L�X¥��I�Q��¦��T©¯§b�Q�s�e�X�Q�������Q�I�Q�b�b�U�`���ª�

¹�º ��»�! º �+¼�������� º '�! º ���
:eQ ¹ ���F�A���g�5�A�o�a�o�F�­�l�P�F«a���	�o�F���A�p�e�c�F�p�A�X�F�F�lº9�pµF��®¯�p�_�  ¿�Q �,�F�X�F© ξ ´ �A�A���5�å�F���e�g�P�p�A�A�<¢p�p�AµF�F�å�A�A�<�F�F�p©F���HµF�A�F�t�c�A�o±a¬H���F�A�X�F�  
·,¸ �p�A�o�F�­�F�p�A�g±o�F�A�F�X�F© P

{
|ξ − 4| ≥ 2

} ���A�F���c½¯©F¤Ö�A�p�e�c�F�p�A�X�F�_�	º9�pµF��®¯�p�_�  ¦ ���A�A���5�o�F�¯ªX�c�!�F�p�A�g±o�F�A�F�X�F©	�A�p�A�F�p�A�}�P�X�F�F�p�A�A�  é�Q ¹ �5�}�5�F�X�?�5��� �L¸ �p�o�F�e�R�5©F�A�F�Ñ�A�A�}�P���5©F�A�F�§�F�p�F�A�p�����e�e±§�A�F���5�}�P�F�_���F���5©���A�F�X�F�	� � �c�A���A���A� � �c�F�A�p�A���%¬£���e�a�e�c�A�A�%¬	�F���5�A�A�A�£���p�P�A�e�c«3�F�F���Ñ�e�c�p�A�A�}�P����5�p�A�A�p� � �c«3�F�?µF���5©c®¯�a¬¼�A�A�p���?�e�e±!ªX�F�F�!�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F��½ · �F�F�X�£�FµF�F����o�a�o�F�  1ÇQ ¹ �5�}�5�F�X�?�5��� �L¸ �p�o�F�e�R�5©F�A�F�Ñ�A�A�}�P���5©F�A�F�§�F�p�F�A�p�����e�e±§�A�F���5�}�P�F�_���F���5©���A�F�X�F��� � �c�A���A�#�A� � �c�F�A�p�A���%¬å���e�a�e�c�A�A�%¬��F���5�A�A�A���	�e� � �5�A�A�A�������e�c�p�A�A����P���5�p�A�o±A��� � �c«3�F�õµF���5©c®¯�a¬H�A�A�p���õ�e�e±<ªX�F�F�õ�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F��½ · �F�F�X��FµF�F�p�o�a�o�F�  ¾ Q è �>¬_�p�5±�� ��¸ �p�o�F�e�R�5©F�A�F���A�A�}�P���5©F�A�F�!�F�p�F�A�p���9�o�P�F«a���	�o�F�����F�A���g�e�?Ü!�_��c�F�e�R�çæ­�c�a�P�c�t�
�e�e±!�A�A���P�L�F�p�A��¬_�F�	�L�>¬_�p���¯ä%�p�A�o�g�A�5�  ��Q / �c�p�p���c�F�A�A�)�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F©Ë�A� � �c�F�A�p�A���%¬ÐµF�A�F�t�c�A�A�<�p�A�����X�F�A�A�a��A�F�H«3�F�X�F�   �,�F�X�F© Xk ´ �A�A���5�Ñ�F�A«3�F�A���F���e�c�c®¯�a¬H�A�A� k �x�F�¨µF�A�F�t�c�A�A�  �¹�A�F���c½¯©F¤ ¸ �p�o�F�e�R�5©F�A�F���A�A�}�P���5©F�A�F�?�F�p�F�A�p���â� ¸ �p�A�o�F�

P

{∣∣∣∣
X1 + . . .+Xn

n
− 3.5n

∣∣∣∣ < 0.6744

√
35n

12

}
.
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¿ QP¦ ���A���5�A�p�Z�5� � �c«3�F�ZµF���5©c®¯�a¬Z�A�A�p���	� ¸ �p�o�F�e�R�5©F�e��±L�A�A�}�P���5©F�e��±Z�F�p�F�A�p����e�e±Ë�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F�H� � �c�A���A�§�A� � �c�F�A�p�A���%¬Ë���e�a�e�c�A�A�%¬Ë�F���5�A�A�A� Xk
�

�e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�A�¯«3�c�F�F�A�%¬ � �g���c�A�L���cµ��5� ¸ �p�
Xk −1 0 1
P 1

2k
1− 1

k
1

2k

À QZ¦ ���A���5�A�p�<�5� � �c«3�F�õµF���5©c®¯�a¬<�A�A�p���õ�e�e±õ�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F�°� � �c�A�D��A�l�A� � �c�F�A�p�A���%¬~���e�a�e�c�A�A�%¬§�F���5�A�A�A� Xk
���e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�A�Z«3�c�F�F�A�%¬ � �g���c�A����cµ��5� ¸ �p�

Xk −
√
k 0

√
k

P 1
2k

1− 1
2k−1

1
2kÁ Q%¦ ���A���5�A�p���5� � �c«3�F�#µF���5©c®¯�a¬#�A�A�p����� ¸ �p�o�F�e�R�5©F�e��±~�A�A�}�P���5©F�e��±��F�p�F�A������#�e�e±H�A�F���5�}�P�F�_���F���5©F�A�F�X�F�õ� � �c�A���A�Ñ�A� � �c�F�A�p�A���%¬H���e�a�e�c�A�A�%¬<�F���5�A�A�A����e�c�p�A�A�}�P���5�p�A�A�¯«3�c�F�F�A�%¬ � �g���c�A�L���cµ��5� ¸ �p�

Xk −k 0 k
P 1

k
1− 2

k
1
k


