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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß, îáëàñòü ìàòåìàòèêè,
èçó÷àþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ðåøåíèé ñèñòåì àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîçâîëÿþò ïå-
ðåâîäèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòóèöèþ (êîòîðàÿ, â îñíîâíîì, ðàáîòàåò â
ìàëåíüêèõ ðàçìåðíîñòÿõ) íà ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê. Ïðè ýòîì ïî-
ëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû, ñ îäíîé ñòîðîíû, áîëåå îáùèå, ÷åì òîëüêî ïðè
ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîâåðøåííî íåîæèäàííûå
ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðèÿ è àëãåáðà äî-
ïîëíÿþò è îáîãàùàþò äðóã äðóãà.

Îñíîâíûå îáúåêòû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ýòî à ô ô è í í û å
è ï ð î å ê ò è â í û å ì í î ã î î á ð à ç è ÿ, îïðåäåëÿåìûå êàê
ðåøåíèÿ ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé â àôôèííîì è ïðîåêòèâ-
íîì ïðîñòðàíñòâàõ, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, ãèïåðáîëà íà ïëîñêîñòè
ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), çàäàííàÿ óðàâíåíèåì xy = 1, ÿâëÿåòñÿ àôôèí-
íûì ìíîãîîáðàçèåì. Ãèïåðáîëå ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðà-
çèå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîå â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ
(x : y : z) óðàâíåíèåì xy = z2. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ìîæíî òàêæå ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ãèïåðáîëó, ê êîòîðîé äîáàâèëè äâå �áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûå�
òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì å¼ àñèìïòîòàì. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä
ê ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèÿì ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ïîâåäåíèå àôôèííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ �íà áåñêîíå÷íîñòè�.

Ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè îñîáåííî õîðîøî ðàáîòàþò äëÿ
ìíîãîîáðàçèé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè, íàïðèìåð, íàä ïî-
ëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ìíîãîîáðàçèé òåñíî ñâÿçàíû ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îïðåäå-
ëÿþùèõ èõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ëþáîå óðàâíåíèå ñòåïåíè 2 îò
äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ çàäà¼ò êðèâóþ â C2, òîãäà êàê íàä âåùå-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè óðàâíåíèå x2 +y2 = 1 çàäà¼ò êðèâóþ (îêðóæíîñòü),
à ïî÷òè òàêîå æå óðàâíåíèå x2+y2 = −1 çàäà¼ò ïóñòîå ìíîæåñòâî. Îäíà-
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êî ñóùåñòâóþò ìåòîäû è äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé íàä ïðîèçâîëüíûìè
ïîëÿìè, â ÷àñòíîñòè, íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ
íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé ÷èñåë, íàïðèìåð, ñ ðåøå-
íèåì ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê óðàâíåíèÿ íàä ïîëåì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
òàêæå àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.

Ó èñòîêîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ëåæèò òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ýë-
ëèïòè÷åñêèå êðèâûå ñòàëè èçó÷àòüñÿ â ñâÿçè ñ ýëëèïòè÷åñêèìè èíòå-
ãðàëàìè. Åù¼ â 17 âåêå ßêîá è Èîãàíí Áåðíóëëè îòêðûëè íåêîòîðûå
çàìå÷àòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè. Áî-
ëåå îáùèå ñîîòíîøåíèÿ íàø¼ë Ýéëåð. Ïîçäíåå âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòè ñî-
îòíîøåíèÿ ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî òî÷êè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé îáðàçó-
þò ãðóïïó. Ýéëåðó æå ïðèíàäëåæàëà èäåÿ èñïîëüçîâàòü ðàöèîíàëüíóþ
ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ýòèì êðèâûì. Íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè x(t) = 2t

1+t2
è y(t) = 1−t2

1+t2
îïðåäåëÿþò ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

îêðóæíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1. Ñ ïîìîùüþ òàêîé ïà-
ðàìåòðèçàöèè ìîæíî âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x,

√
1− x2) äëÿ

ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Âîîáùå, ëþáàÿ àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ â C2, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì ñòåïåíè äâà, îáëàäàåò
ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé. Äëÿ êðèâûõ áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óæå íåëüçÿ ïîñòðîèòü ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçà-
öèþ. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ïîëó÷èëà â
ðàáîòàõ Àáåëÿ è Ðèìàíà. Â ÷àñòíîñòè, Àáåëü ïåðåí¼ñ òåîðèþ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ èíòåãðàëîâ íà ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå. Ðèìàí íà÷àë
èçó÷àòü òîïîëîãèþ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, ââåäÿ ïîíÿòèå ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè. Íàïðèìåð, ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè êðèâàÿ, äîïóñêàþùàÿ
ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ, ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé ñôåðîé (âîçìîæíî,
ñ âûêîëîòûìè òî÷êàìè).

Â êîíöå 19 è íà÷àëå 20 ââ. èòàëüÿíñêàÿ øêîëà àëãåáðàè÷åñêèõ ãåî-
ìåòðîâ, âîçãëàâëÿåìàÿ Ýíðèêâåñîì, Êàñòåëüíóîâî è Ñåâåðè, äîáèëàñü
áîëüøèõ óñïåõîâ â èçó÷åíèè êîìïëåêñíûõ ïîâåðõíîñòåé, ò.å. ïðîåêòèâ-
íûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè äâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðè
ýòîì ìíîãèå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, õîòÿ è ôîðìóëèðîâàëèñü äëÿ ïî-
âåðõíîñòåé, áûëè âåðíû â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Èòàëüÿíñêàÿ øêî-
ëà èñïîëüçîâàëà ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Ïîçäíåå, â ðàáîòàõ Çàðèññêîãî
è Àíäðå Âåéëÿ íàìåòèëñÿ ñäâèã â ñòîðîíó àëãåáðû, è ê 70-ûì ãîäàì
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20 âåêà ìíîãèå ïîíÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè, ïîíÿ-
òèÿ àôôèííîãî è ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèé, áûëè ïåðåâåäåíû íà ÷è-
ñòî àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ýòîì ñûãðàëè ðàáîòû
Ãðîòåíäèêà.
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