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1 Ðàçëîæåíèå Øòåéíåðà�Ìèíêîâñêîãî
Íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðèìåðîâ. Íàïðèìåð, ïîñ÷èòàåì ïëîùàäü ε-îêðåñòíîñòè ∆ε íåêî-
òîðîãî òðåóãîëüíèêà ∆. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ôèãóðà ∆ε åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà
òðè ÷àñòè (ñì. ðèñ. 1).

Ïåðâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç ñàìîãî òðåóãîëüíèêà ∆. Ïëîùàäü ïåðâîé ÷àñòè ðàâíà S(∆). Âòîðàÿ
÷àñòü ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿ êîòîðûõ ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ∆. Òàê êàê
äëèíû áîêîâûõ ñòîðîí âñåõ ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíû ε, ïëîùàäü âòîðîé ÷àñòè ðàâíà εl(∆) (ãäå
l(∆) � ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ∆). Íàêîíåö, òðåòüÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç ñåêòîðîâ êðóãà ðàäèóñà ε. Öåíòð
êàæäîãî ñåêòîðà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ïåðåíåñòè
ïàðàëëåëüíî âñå ýòè ñåêòîðû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ öåíòðû ñîâïàëè, òî ìû ïîëó÷èì öåëûé êðóã.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü òðåòüåé ÷àñòè ðàâíà πε2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

S(∆ε) = S(∆) + εl(∆) + ε2π.

Ýòî ðàçëîæåíèå Øòåéíåðà�Ìèíêîâñêîãî äëÿ òðåóãîëüíèêà.
Çàìåòèì, ÷òî ïëîùàäü ε-îêðåñòíîñòè òðåóãîëüíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïå-

íè îò ε. Êðîìå òîãî, íàøè ðàññóæäåíèÿ ñ òåì æå óñïåõîì ïðèìåíèìû ê ïðîèçâîëüíîìó âûïóêëîìó
ìíîãîóãîëüíèêó. Ïîýòîìó ïëîùàäü ε-îêðåñòíîñòè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà òîæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè îò ε, ïðè÷åì âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà èìåþò ïðîñòîé ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë. Ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí ïëîùàäè èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, êîýôôèöèåíò ïðè ε ðàâåí
ïåðèìåòðó, à êîýôôèöèåíò ïðè ε2 ðàâåí π (ïëîùàäè åäèíè÷íîãî êðóãà).

Äàëåå, ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ôîðìóëó äëÿ ε-îêðåñòíîñòè ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ïðî-
èçâîëüíûå âûïóêëûå ôèãóðû. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ìû áóäåì ïðèáëèæàòü âûïóêëóþ ôèãóðó íà
ïëîñêîñòè âûïóêëûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè, òî ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ è èõ ïåðèìåòðû áóäóò ñòðå-
ìèòüñÿ ê ïëîùàäè è, ñîîòâåòñòâåííî, äëèíå ãðàíèöû âûïóêëîé ôèãóðû.

Âûïèøåì òåïåðü ðàçëîæåíèå Øòåéíåðà�Ìèíêîâñêîãî äëÿ òåòðàýäðà. Îáîçíà÷èì òåòðàýäð ÷åðåç
∆, à åãî ε-îêðåñòíîñòü � ÷åðåç ∆ε. Âûïóêëîå òåëî ∆ε åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå
÷àñòè (ñì. ðèñ. 2).

Ïåðâàÿ ÷àñòü � ñàì òåòðàýäð (åãî îáúåì ðàâåí Vol(∆)). Âòîðàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç öèëèíäðîâ âû-
ñîòû ε íàä ãðàíÿìè òåòðàýäðà. Îáúåì ýòîé ÷àñòè ðàâåí εS(∂∆). Òðåòüÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò ðåáðàì
òåòðàýäðà. Ê êàæäîìó ðåáðó ïðèìûêàåò ôèãóðà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðåáðà
íà íåêîòîðûé ñåêòîð êðóãà ðàäèóñà ε. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l äëèíó ðåáðà, à ÷åðåç α � óãîë ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ñåêòîðà. Óãîë α îáðàçîâàí ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê ãðàíÿì, ñîäåðæàùèì ðàññìàòðèâàåìîå ðåáðî.
Îáúåì òðåòüåé ÷àñòè ðàâåí

∑
lαε2/2, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðåáðàì òåòðàýäðà. Íàêîíåö,

÷åòâåðòàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç ñåêòîðîâ øàðà, ïðèìûêàþùèõ ê âåðøèíàì. Åñëè ñëîæèòü âìåñòå âñå
ýòè ñåêòîðû, ïîëó÷èòñÿ öåëûé øàð (ýòî óæå íå ñòîëü î÷åâèäíî, êàê â äâóìåðíîì ñëó÷àå, íî âñå æå
ìîæíî óñìîòðåòü èç ðèñóíêà). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå Øòåéíåðà�Ìèíêîâñêîãî äëÿ
òåòðàýäðà:

Vol(∆ε) = Vol(∆) + εS(∂∆) +
ε2

2

∑
lα + ε3 4

3
π.

Ìû âèäèì, ÷òî îáúåì ε-îêðåñòíîñòè òåòðàýäðà ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè îò ε. Òî÷íî
òàêæå âûãëÿäèò ôîðìóëà äëÿ îáúåìà ε-îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â R3.
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Ðèñ. 1: ε-îêðåñòíîñòü òðåóãîëüíèêà

Ðèñ. 2: ε-îêðåñòíîñòü òåòðàýäðà
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Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåõìåðíîå âûïóêëîå òåëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ìíîãîãðàííèêîì. Áóäåì ïðèáëè-
æàòü ýòî òåëî âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè. Ïîñìîòðèì, âî ÷òî ïåðåõîäèò ðàçëîæåíèå Øòåéíåðà�
Ìèíêîâñêîãî. Ñâîáîäíûé ÷ëåí, î÷åâèäíî, ñòðåìèòñÿ ê îáúåìó âûïóêëîãî òåëà. Êîýôôèöèåíò ïðè ε
ñòðåìèòñÿ ê ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, à ñòàðøèé ÷ëåí âîîáùå íå çàâèñèò îò âûïóêëîãî òåëà è ðàâåí
îáúåìó øàðà ðàäèóñà ε.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ε2 ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè òåëà îò
ñðåäíåé êðèâèçíû òåëà.

Ñôîðìóëèðóåì îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè:

Òåîðåìà 1.1 (Øòåéíåð, Ìèíêîâñêèé) Ïóñòü A � âûïóêëîå òåëî â ïðîñòðàíñòâå Rd. Îáúåì
ε-îêðåñòíîñòè òåëà A ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ε ñòåïåíè d:

Vol(Aε) = Vol(A) + εVol(∂A) + · · ·+ εd Vol(B),

ãäå B � åäèíè÷íûé øàð.

ÒåîðåìóØòåéíåðà�Ìèíêîâñêîãî ìîæíî äîêàçûâàòü òî÷íî òàê æå, êàê â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì
ñëó÷àÿõ. Èìåííî, âûïóêëîå òåëî ñëåäóåò ïðèáëèæàòü âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè, à äëÿ âûïóêëûõ
ìíîãîãðàííèêîâ îáúåì ε-îêðåñòíîñòè ñ÷èòàåòñÿ ÿâíî. Îäíàêî ìû âñêîðå äîêàæåì íåêîòîðîå áîëåå
îáùåå óòâåðæäåíèå, èç êîòîðîãî ðàçëîæåíèå Øòåéíåðà�Ìèíêîâñêîãî ïîëó÷àåòñÿ êàê ôîðìàëüíîå
ñëåäñòâèå.

2 Ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëüíûõ âûïóêëûõ òåë
Ìû çíàåì, ÷òî âûïóêëûå òåëà ìîæíî ñêëàäûâàòü (ïî Ìèíêîâñêîìó) è óìíîæàòü íà íåîòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà. Î÷åíü ïîëåçíî äîïîëíèòü ìíîæåñòâî âûïóêëûõ òåë äî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü ïîëóãðóïïó âûïóêëûõ òåë (îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ïî Ìèíêîâñêîìó)
äî ãðóïïû. Îáñóäèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 Ïóñòü G � êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ:

(∀a, b, c ∈ G) a + c = b + c =⇒ a = b.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ ãðóïïà Ĝ, ñîäåðæàùàÿ ïîëóãðóïïó G. Ãðóïïà Ĝ åäèíñòâåííà ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ðàçíîñòåé âèäà a − b, ãäå a, b ∈ G. Ââåäåì íà
ýòîì ìíîæåñòâå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: a−b ∼ c−d, åñëè a+d = c+b. Ôàêòîðìíîæåñòâî Ĝ ìíî-
æåñòâà ôîðìàëüíûõ ðàçíîñòåé ïî îïèñàííîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé
ãðóïïû. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå G → Ĝ. Òåïåðü íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Ĝ �
íàèìåíüøàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ G, è ÷òî ýòà ãðóïïà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. ¤

Èòàê, åñëè ïîëóãðóïïà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîêðàùåíèÿ, òî îíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì äî-
ïîëíÿåòñÿ äî íåêîòîðîé ãðóïïû. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ïîëóãðóïïà G ëåæèò õîòü â êàêîé-íèáóäü
ãðóïïå, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîêðàùåíèÿ (ïîñêîëüêó â ãðóïïå óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ).

Îäíàêî, äàæå åñëè óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ, ñ ïîëóãðóïïîé G ìîæíî ñâÿçàòü íåêîòî-
ðóþ ãðóïïó Ĝ. Ñíîâà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìàëüíûõ ðàçíîñòåé. Îäíàêî îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè íóæíî îïðåäåëèòü ïî-äðóãîìó (îòíîøåíèå, îïðåäåëåííîå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ïðåä-
ëîæåíèÿ 2.1, óæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò òðàíçèòèâíûì). Ïîëîæèì a − b ∼ c − d, åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò r ∈ G, ÷òî a + d + r = c + b + r. Ôàêòîðìíîæåñòâî Ĝ ìíîæåñòâà ôîðìàëüíûõ ðàçíî-
ñòåé ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ãðóïïû. Ãðóïïà Ĝ
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãðîòåíäèêà ïîëóãðóïïû G. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå G → Ĝ (âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþùååñÿ âëîæåíèåì).

Ïðåäëîæåíèå 2.2 Ïîëóãðóïïà âñåõ âûïóêëûõ òåë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîêðàùåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü A, B è C � òàêèå âûïóêëûå òåëà, ÷òî A + C = B + C. Òîãäà äëÿ îïîðíûõ ôóíêöèé ýòèõ òåë
ïîëó÷àåì HA +HC = HB +HC . Íî ôóíêöèè ìîæíî âû÷èòàòü, ïîýòîìó HA = HB . Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî âûïóêëûå òåëà A è B ñîâïàäàþò. ¤

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóãðóïïà âûïóêëûõ òåë âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó Ãðîòåíäèêà. Íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ãðóïïà Ãðîòåíäèêà â äàííîì ñëó÷àå áóäåò âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâîì âèðòóàëüíûõ âûïóêëûõ òåë. Âèðòó-
àëüíûå âûïóêëûå òåëà � ýòî ôîðìàëüíûå ðàçíîñòè âûïóêëûõ òåë.

Çàäà÷à. Ïóñòü A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Zd. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî conv(NA) = N conv(A).

Çàäà÷à. Ïóñòü G � ïîëóãðóïïà âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè îòíîñèòåëü-
íî ñëîæåíèÿ ïî Ìèíêîâñêîìó. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Zd ñîâïàäàåò â
ãðóïïå Ãðîòåíäèêà Ĝ ñ ìíîæåñòâîì âñåõ öåëûõ òî÷åê ìíîãîãðàííèêà conv(A).

Ñî âñÿêèì âûïóêëûì òåëîì ñâÿçàíà îïîðíàÿ ôóíêöèÿ. Ñ âèðòóàëüíûì âûïóêëûì òåëîì A−B (A
è B � íàñòîÿùèå âûïóêëûå òåëà) ìîæíî ñâÿçàòü ôóíêöèþ HA−B = HA −HB , êîòîðóþ åñòåñòâåííî
íàçâàòü îïîðíîé ôóíêöèåé âèðòóàëüíîãî âûïóêëîãî òåëà A−B.

Ïðåäëîæåíèå 2.3 Âñÿêàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 1 ôóíêöèÿ íà
ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå Rd∗ ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé íåêîòîðîãî âèðòóàëüíîãî âûïóêëîãî
òåëà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïîðíûå ôóíêöèè âûïóêëûõ òåë � ýòî â òî÷íîñòè âûïóêëûå ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ñòåïåíè 1
ôóíêöèè. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 1 ôóíêöèÿ, à g � îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ åäèíè÷íîãî øàðà. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà R ôóíêöèÿ f + Rg áóäåò
âûïóêëîé.

Ôîðìà d2g âñþäó ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó íåòðóäíî ïîäîáðàòü òàêîå ÷èñëî R > 0, ÷òî
â îãðàíè÷åíèè íà åäèíè÷íóþ ñôåðó Rd2g + d2f > 0, òî åñòü ôîðìà Rd2g + d2f ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåíà. Âòîðûå äèôôåðåíöèàëû d2f è d2g ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè 1 ÿâëÿþòñÿ
ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûìè îòîáðàæåíèÿìè ñòåïåíè -1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî Rd2g +d2f > 0
âûïîëíÿåòñÿ íà âñåì ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå. Íî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Rg + f ÿâëÿåò-
ñÿ âûïóêëîé. Çíà÷èò, Rg + f = HA äëÿ íåêîòîðîãî âûïóêëîãî òåëà A. Åñëè ÷åðåç B îáîçíà÷èòü
åäèíè÷íûé øàð, òî g = HB . Ñëåäîâàòåëüíî, f = HA−RB , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤

3 Ìíîãî÷ëåí îáúåìà
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ P : V → R
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 6 m, åñëè â îãðàíè÷åíèè íà êàæäîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïðîñòðàíñòâà V ýòà ôóíêöèÿ äàåò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6 m.

Çàäà÷à. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè íà êàæäîì äâóìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà V ôóíêöèÿ P
ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 6 m, òî ôóíêöèÿ P âîîáùå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 6 m?

Òåîðåìà 3.1 Ôóíêöèÿ îáúåìà ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïðîñòðàíñòâå âèðòó-
àëüíûõ âûïóêëûõ òåë.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò x1, . . . , xd â ïðîñòðàíñòâå Rd. Îáúåì âûïóêëîãî òåëà A ìîæíî çàïèñàòü
êàê èíòåãðàë ïî òåëó A îò ôîðìû îáúåìà:

Vol(A) =
∫

A

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxd.

Ïî òåîðåìå Ñòîêñà, èíòåãðàë îò ôîðìû îáúåìà ñâîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó èíòåãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè
òåëà A: ∫

A

dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxd =
∫

∂A

x1 · dx2 ∧ · · · ∧ dxd.
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Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî äèôôåðåíöèàë ôîðìû x1·dx2∧· · ·∧dxd ðàâåí ôîðìå îáúåìà, à êîýôôèöèåíòû
ýòîé ôîðìû ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿò îò êîîðäèíàò. Êîíå÷íî, ìîæíî íàïèñàòü è ìíîãî äðóãèõ ôîðì,
îáëàäàþùèõ òåìè æå ñâîéñòâàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü ∂A ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì åäèíè÷íîé ñôåðû ïðè îòîáðàæåíèè dHA. Ïðè
ïîìîùè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëó ïî ñôåðå:

∫

∂A

x1 · dx2 ∧ · · · ∧ dxd =
∫

Sd−1
(dHA)∗(x1 · dx2 ∧ · · · ∧ dxd).

Îòîáðàæåíèå dHA ëèíåéíî çàâèñèò îò A. Àññîöèèðîâàííîå îòîáðàæåíèå íà äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðìàõ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò A. Â ÷àñòíîñòè, äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ôîðìà (dHA)∗(x1 · · · dx2 ∧ · · · ∧ dxd) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò A. Èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
îò ôîðìû (dHA)∗(x1 · · · dx2 ∧ · · · ∧ dxd) òîæå ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò A. Íî ýòîò èíòåãðàë ðàâåí
îáúåìó òåëà A. Çíà÷èò, îáúåì òåëà A ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò A. ¤

Ïðîñòðàíñòâî íàñòîÿùèõ âûïóêëûõ òåë ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì êîíóñîì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
âèðòóàëüíûõ âûïóêëûõ òåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ îáúåìà ïðîäîëæàåòñÿ äî ìíîãî÷ëåíà åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì. Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí íî ïðîñòðàíñòâå âèðòóàëüíûõ âûïóêëûõ òåë íàçîâåì
ìíîãî÷ëåíîì îáúåìà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ðàçëîæåíèå Øòåéíåðà�Ìèíêîâñêîãî: åñëè A � ïðîèçâîëüíîå
âûïóêëîå òåëî, à B � åäèíè÷íûé øàð, òî çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îáúåìà Vol(A + εB) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
÷ëåíîì îò ε.

4 Ïîëÿðèçàöèÿ îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ P : V → R íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé
ñòåïåíè d åñëè

(∀λ ∈ R)(∀x ∈ V) P (λx) = λdP (x).

Åñëè P ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì è âìåñòå ñ òåì îäíîðîäíîé ôóíêöèåé ñòåïåíè d, òî ñòåïåíü P êàê
ìíîãî÷ëåíà òîæå ðàâíà d. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá îäíîðîäíîì ìíîãî÷ëåíå ñòåïåíè d.

Î÷åâèäíî, ìíîãî÷ëåí îáúåìà íà âèðòóàëüíûõ âûïóêëûõ òåëàõ â Rd ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíî-
ãî÷ëåíîì ñòåïåíè d.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V. Ïîëÿ-
ðèçàöèåé ìíîãî÷ëåíà P íàçûâàåòñÿ d-ëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà V⊗d → R (êîòîðóþ ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé P ), òàêàÿ ÷òî

(∀x ∈ V) P (x, x, . . . , x) = P (x).

Ïðèìåð. Ïóñòü P � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìà P äîïóñêàåò íåêîòîðóþ
ïîëÿðèçàöèþ. Òîãäà, â ñèëó áèëèíåéíîñòè,

P (a + b) = P (a + b, a + b) = P (a) + 2P (a, b) + P (b),

îòêóäà
P (a, b) =

P (a + b)− P (a)− P (b)
2

.

Îáðàòíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïèñàííàÿ ôîðìóëà çàäàåò ïîëÿðèçàöèþ ôîðìû P . Áèëèíåé-
íîñòü âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî ñîîáðàæåíèÿ:

Ëåììà 4.1 Ïóñòü P � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V, è ïóñòü
b ∈ V � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Òîãäà ôóíêöèÿ Q(a) = P (a + b) − P (a) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
ñòåïåíè d− 1 (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîðîäíûì).

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç La îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ a ∈ V. Åñëè f : V → R � äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ ôóíêöèÿ (íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí), òî, ïî
îïðåäåëåíèþ,

Laf(x) =
d

dt
|t=0f(x + at).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè P � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d, òî LaP ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè d− 1.

Íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùèé áåñêîíå÷íîìåðíûé âàðèàíò òåîðåìû Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíê-
öèÿõ:

Ëåììà 4.2 Ïóñòü P � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d íà ïðîñòðàíñòâå V. Òîãäà äëÿ âñÿêîé
òî÷êè a ∈ V èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

LaP (a) = d · P (a).

Ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå êàê îáû÷íàÿ òåîðåìà Ýéëåðà. Äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü ïðî-
èçâîäíóþ â åäèíèöå îò ôóíêöèè ϕ(λ) = P (λa) äâóìÿ ñïîñîáàìè: îäèí ðàç ïðè ïîìîùè òåîðåìû î
ñëîæíîé ôóíêöèè, à âòîðîé ðàç âîñïîëüçîâàâøèñü îäíîðîäíîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 4.3 Äëÿ âñÿêîãî îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d èìååì

Ld
aP = d!P (a).

Çàìå÷àíèå. Â ëåâîé ÷àñòè âûïèñàííîãî ðàâåíñòâà ñòîèò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Ld
a

ñòåïåíè d ê îäíîðîäíîìó ìíîãî÷ëåíó P ñòåïåíè d. Ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 0, òî åñòü êîíñòàíòà.
Óòâåðæäàåòñÿ ÷òî ýòà êîíñòàíòà ðàâíà d!P (a).

Òåîðåìà 4.4 Âñÿêèé îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ïîëÿðèçàöèåé

P (a1, . . . , ad) =
1
d!

La1 · · ·Lad
P.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ôîðìà P (a1, . . . , ad), îïðåäåëåííàÿ âûøå, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðèçàöèåé ìíîãî÷ëåíà P . Áè-
ëèíåéíîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî La+b = La + Lb, ñèììåòðè÷íîñòü âûòåêàåò èç ïåðåñòàíîâî÷íî-
ñòè îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì. Íóæíî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî
P (a, a, . . . , a) = P (a). Íî ýòî âûòåêàåò èç áåñêîíå÷íîìåðíîé òåîðåìû Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ ôóíê-
öèÿõ (ëåììà 4.2).

Ïóñòü òåïåðü P (a1, . . . , ad) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíà P . Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà
ïîëÿðèçàöèÿ èìååò âèä 1

d!La1 · · ·Lad
P . Â ñàìîì äåëå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü ïî èíäóêöèè, ÷òî

La1 · · ·Lak
P (x) =

d!
(d− k)!

P (a1, . . . , ak, x, x, . . . , x).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ è ïîëèëèíåéíî-
ñòüþ (áèíîìîì Íüþòîíà). ¤

Çàäà÷à. Ïóñòü òåïåðü P � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

P (a, b, c) =
P (a + b + c)− P (a + b)− P (b + c)− P (a + c) + P (a) + P (b) + P (c)

6
.

Óêàæåì îáîáùåíèå ýòîé ôîðìóëû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè:

Òåîðåìà 4.5 Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε íàáîð (ε1, . . . , εd) èç d ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî ëèáî 0, ëèáî
1. ×åðåç |ε| îáîçíà÷èì ÷èñëî íóëåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε. Ïîëÿðèçàöèþ îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà
P ñòåïåíè d ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

P (a1, . . . , ad) =
∑

ε∈{0,1}d

(−1)|ε|P (ε1a1 + · · ·+ εdad).

Ýòó òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîâåðèòü, ÷òî âûïèñàííàÿ
ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ïîëÿðèçàöèþ ìíîãî÷ëåíà P . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íåñêîëüêî ðàç
âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 4.1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíà P äîëæíà âûðàæàòüñÿ èìåííî
òàêîé ôîðìóëîé. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàñêðûòü âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëüçóÿñü ïîëèëèíåé-
íîñòüþ, è ïðèìåíèòü ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ.

Çàäà÷à. Ïðîâåäèòå äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî.
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5 Ñìåøàííûå îáúåìû
Îïðåäåëåíèå. Ïîëÿðèçàöèÿ ìíîãî÷ëåíà îáúåìà íà ïðîñòðàíñòâå âèðòóàëüíûõ âûïóêëûõ òåë íà-
çûâàåòñÿ ôîðìîé ñìåøàííîãî îáúåìà. Ñìåøàííûé îáúåì âûïóêëûõ òåë A1, . . . , Ad â ïðîñòðàíñòâå
Rd îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Vol(A1, . . . , Ad).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííûõ îáúåìîâ. Ïóñòü A � âûïóêëàÿ ôèãóðà íà
ïëîñêîñòè, à B � åäèíè÷íûé êðóã. Òîãäà A+ εB � ýòî ε-îêðåñòíîñòü ôèãóðû A. Êàê ìû óæå çíàåì,
ïëîùàäü ε-îêðåñòíîñòè ðàâíà

S(A + εB) = S(Aε) = S(A) + εl(A) + ε2π.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî áèíîìó Íüþòîíà,

S(A + εB) = S(A) + 2εS(A,B) + ε2S(B),

ãäå S(A, B) � ñìåøàííàÿ ïëîùàäü ôèãóð A è B. Ñëåäîâàòåëüíî, S(A,B) = l(A)/2.
Àíàëîãè÷íî, åñëè A � ïðîñòðàíñòâåííîå âûïóêëîå òåëî, à B � åäèíè÷íûé øàð, òî Vol(A,A, B) =

S(∂A)/3. Ñìåøàííûé îáúåì Vol(A,B, B) ðàâåí ñ êîýôôèöèåíòîì 1/3 èíòåãðàëó ïî ïîâåðõíîñòè òåëà
A îò ñðåäíåé êðèâèçíû ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Âû÷èñëèì òåïåðü ñìåøàííóþ ïëîùàäü äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Ïóñòü A � âûïóêëûé
ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hi(A) îïîðíûå ÷èñëà ìíîãîóãîëüíèêà A, òî åñòü
äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà ñòîðîíû (èëè íà ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí) èç íà÷àëà êîîðäèíàò.
Äëèíó ïåðïåíäèêóëÿðà ñëåäóåò âçÿòü ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò ïî òó æå ñòîðîíó
îò ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà A, ÷òî è ñàì ìíîãîóãîëüíèê. Èíà÷å îïîðíîå ÷èñëî
íóæíî âçÿòü ñî çíàêîì ìèíóñ.

Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � åäèíè÷íûå íàïðàâëÿþùèå êîâåêòîðû ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà A. Òîãäà, êàê
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, Hi = HA(ξi).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç li(A) äëèíó ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà A ñ íàïðàâëÿþùèì êîâåêòîðîì ξi. Èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêà A:

S(A) =
1
2

∑
Hi(A)li(A).

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà A. Òîãäà ýòîò
ìíîãîóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè ñ îáùåé âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 3).
Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû Hi(A)li(A)/2. Îòñþäà è ïîëó÷àåòñÿ âûïèñàííàÿ ôîðìóëà äëÿ ïëî-
ùàäè ìíîãîóãîëüíèêà.

Ïóñòü òåïåðü B � ïðîèçâîëüíàÿ ôûïóêëàÿ ôèãóðà íà ïëîñêîñòè. Ïîëîæèì Hi(B) = HB(ξi).

Ïðåäëîæåíèå 5.1 Ñìåøàííóþ ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà A è ôèãóðû B ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî ôîð-
ìóëå

S(A,B) =
1
2

∑
Hi(B)li(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñ÷èòàåì ïëîùàäü S(A+εB) (ñì. ðèñ. 4). Ôèãóðà A+εB åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà òðè
÷àñòè (êàê è â ñëó÷àå ε-îêðåñòíîñòè). Ïåðâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç ñàìîãî ìíîãîóãîëüíèêà A. Âòîðàÿ
÷àñòü ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ëåæàùèõ íà ñòîðîíàõ ìíîãîóãîëüíèêà A. Áîêîâàÿ ñòîðîíà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà, ëåæàùåãî íà ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà A ñ íàïðàâëÿþùèì êîâåêòîðîì ξi, ðàâíà εHi(B).
Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü âòîðîé ÷àñòè ðàâíà ε

∑
Hi(B)li(A). Òðåòüÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç êóñêîâ ôèãóðû

εB, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü âñþ ôèãóðó.
Ìû óæå çíàåì, ÷òî ñìåøàííàÿ ïëîùàäü S(A,B) ðàâíà ïîëîâèíå êîýôôèöèåíòà ïðè ε â ðàçëîæå-

íèè S(A + εB). Ñëåäîâàòåëüíî, S(A,B) = 1
2

∑
Hi(B)li(A), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A è B � âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè. Ïðåäëîæåíèå 5.1 ñîäåðæèò íåñèì-
ìåòðè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîé ïëîùàäè. Îäíàêî ñàìà ñìåøàííàÿ ïëîùàäü ñèì-
ìåòðè÷íà. Åñëè ïîäñòàâèòü â ðàâåíñòâî S(A,B) = S(B,A) âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåøàííûõ ïëîùàäåé
èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1, òî ïîëó÷èì íåêîòîðîå íåòðèâèàëüíîå óòâåðæäåíèå èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè
âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.
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Ðèñ. 3: Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà

Ðèñ. 4: Âû÷èñëåíèå ñìåøàííîé ïëîùàäè.
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Ïóñòü òåïåðü A � ïðîèçâîëüíûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ1, . . . , ξd íàïðàâëÿ-
þùèå êîâåêòîðû åãî ãèïåðïëîñêèõ ãðàíåé Γ1, . . . , Γd ñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî Hi(A) = HA(ξi) íàçûâà-
åòñÿ îïîðíûì ÷èñëîì ãðàíè Γi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Voli(A) (d− 1)-ìåðíûé îáúåì ãèïåðïëîñêîé ãðàíè
Γi. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ìíîãîãðàííèêà A:

Vol(A) =
1
d

∑
Hi(A)

i

Vol(A).

Ýòà ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òî÷íî òàê æå, êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå. Èìåííî, åñëè íà÷àëî
êîîðäèíàò ëåæèò âíóòðè ìíîãîãðàííèêà, òî ìíîãîãðàííèê ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå êîíóñîâ íàä
ãèïåðïëîñêèìè ãðàíÿìè. Âåðøèíû âñåõ êîíóñîâ ñîâïàäàþò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Îáúåì êîíóñà íàä
Γi ðàâåí 1

dHi(A) Voli(A).
Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå òåëî. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïëîñêîìó ñëó÷àþ, ïîëó÷àåì

ôîðìóëó
Vol(A, A, . . . , A, B) =

1
d

∑
Hi(B)

i

Vol(A).

Çäåñü Hi(B) = HB(ξ) � çíà÷åíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè òåëà B íà íàïðàâëÿþùèõ êîâåêòîðàõ ãèïåð-
ïëîñêèõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà A.
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