
Îáîáùåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå
1 Ââåäåíèå
Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ åãî ãðóïïà ìîíîäðîìèè. Åñëè óðàâíåíèå èìååò îñîáûå òî÷êè a0, . . . , ak, òî ðåøåíèÿìè ýòîãî
óðàâíåíèÿ áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ a0, . . . , ak. Ãðóïïà ìîíî-
äðîìèè äåéñòâóåò ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè íà ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé â îäíîñâÿçíîé îêðåñòíîñòè ôèêñè-
ðîâàííîé íåîñîáîé òî÷êè. Äåéñòâèå îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ðåøåíèé ïðè îáõîäå
îñîáûõ òî÷åê âäîëü âñåâîçìîæíûõ ïåòåëü. Çíàÿ ãðóïïó ìîíîäðîìèè, ìû çíàåì, êàê èìåííî ïðåîáðàçóþò-
ñÿ ðåøåíèÿ ïðè îáõîäå âîêðóã îñîáûõ òî÷åê. Íàïðèìåð, åñëè ãðóïïà ìîíîäðîìèè êîíå÷íà, òî ðåøåíèå,
èìåþùåå ñòåïåííîé ðîñò ïðè ïîäõîäå ê îñîáûì òî÷êàì, áóäåò àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ãðóïïà ìîíîäðîìèè ïîðîæäàåòñÿ îïåðàòîðàìè R0, . . . , Rk, ñîîòâåòñòâóþùèìè îäíîêðàòíîìó îáõîäó
âîêðóã òî÷åê a0, . . . , ak ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå âñåõ îáðàçóþùèõ ðàâíî òîæäå-
ñòâåííîìó îïåðàòîðó. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èìåþò ñòåïåííîé ðîñò ïðè ïîäõîäå ê îñîáûì
òî÷êàì, ò. å. êîãäà óðàâíåíèå ôóêñîâî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðîâ R0, . . . , Rk îïðåäåëÿþòñÿ ïî êîýôôè-
öèåíòàì óðàâíåíèÿ. Êîíå÷íî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòèõ ñâåäåíèé íå õâàòàåò äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðóïïû
ìîíîäðîìèè. Íî ñóùåñòâóþò èíòåðåñíûå êëàññû ôóêñîâûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ ýòîãî îêàçûâàåòñÿ
äîñòàòî÷íî. Ê îäíîìó èç òàêèõ êëàññîâ è îòíîñèòñÿ îáîáùåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå.

Îáîáùåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå èëè óðàâíåíèå Ïîõãàììåðà � ýòî ôóêñîâî óðàâíåíèå ïî-
ðÿäêà n ñ òðåìÿ îñîáûìè òî÷êàìè 0, 1,∞. Ïðè ýòîì â îêðåñòíîñòè òî÷êè 1 îíî èìååò n−1 ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìîå ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå. Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî ãðóïïà ìîíîäðîìèè óðàâíåíèÿ ïî÷òè âñåãäà
íàõîäèòñÿ ïî åãî êîýôôèöèåíòàì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè îïåðàòîðû R0, R1, çíàÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà
îïåðàòîðîâ R0, R2 = (R0R1)−1. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷èòûâàòü, ÷òî îïåðàòîð R1 èìååò n − 1 ñîáñòâåííûé
âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1. Ýòà çàäà÷à èç ëèíåéíîé àëãåáðû ïî÷òè âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, è ìàòðèöû îïåðàòîðîâ R0, R1 ÿâíî âûïèñûâàþòñÿ â ïîäõîäÿùåì áàçèñå.

Óðàâíåíèå Ïîõãàììåðà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ãàóññà è ñîõðàíÿåò ìíî-
ãèå åãî âàæíûå ñâîéñòâà. Âî-ïåðâûõ, êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ãðóïïó ìîíîäðîìèè óðàâíåíèÿ Ïîõãàììåðà
ïî÷òè âñåãäà ìîæíî íàéòè ïî åãî êîýôôèöèåíòàì. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî óçíàòü, áóäåò ëè ãðóïïà ìî-
íîäðîìèè ïðèâîäèìîé. Ìîæíî òàêæå óçíàòü, êîãäà îïåðàòîðû R0, R1, R2 äèàãîíàëèçóåìû, è òåì ñàìûì
âûÿñíèòü, êîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê 0, 1,∞ íå ñîäåðæàò ëîãàðèôìîâ. Âî-âòîðûõ,
ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê 0 è ∞ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäû, îáîáùàþùèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

∞∑
m=0

(α)m(β)m

m!(γ)m
zm,

ãäå (α)0 = 1, (α)m = α(α+1) . . . (α+m−1) ïðè m > 0. Îòíîøåíèå ñîñåäíèõ êîýôôèöèåíòîâ ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2 îò ïåðåìåííîé m. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðÿä

∞∑
m=0

(a1)m . . . (an)m

m!(b1 + 1)m . . . (bn−1 + 1)m
zm+ρ. (1)

Îòíîøåíèå åãî ñîñåäíèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî

(a1 + m) . . . (an + m)
(m + 1)(b1 + m + 1) . . . (bn−1 + m + 1)

=
Q(ρ + m)

P (ρ + m + 1)
,
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ãäå P è Q � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ρ � îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P , òî ðÿä (1)
îïðåäåëÿåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

P (δ)w − zQ(δ)w = 0, (2)

ãäå δ = z d
dz . Óðàâíåíèå (2) è áóäåò îáîáùåííûì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì.

2 Ïðåäñòàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè
Ïóñòü A,B, C � òðè îïåðàòîðà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V , êîìïîçèöèÿ êîòîðûõ ðàâíà òîæäåñòâåííîìó
îïåðàòîðó. Ïóñòü ïðè ýòîì îïåðàòîð B èìååò n − 1 ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1, è
íè îäèí èç ýòèõ âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A. Â ýòîì ïóíêòå äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî òîãäà ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A,B, C â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ÿâíî âûïèñûâàþòñÿ ïî ñîáñòâåííûì ÷èñëàì
îïåðàòîðîâ A è C.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó G, ïîðîæäåííóþ äâóìÿ îáðàçóþùèìè x è y, è íåêîòîðîå åå ïðåä-
ñòàâëåíèå S : G −→ GLn(C) â ïðîñòðàíñòâå V . Ïóñòü λ1, . . . , λk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà S(x),
à i1, . . . , ik � èõ êðàòíîñòè. Îáîçíà÷èì çà P (z) = (z − λ1)i1 . . . (z − λk)ik è Q(z) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíî-
ãî÷ëåíû îïåðàòîðîâ S(x) è S(xy) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèå S òàêîâî, ÷òî îïåðàòîð S(y) èìååò (n − 1)-îäíîìåðíîå ñîá-
ñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1.

1. Åñëè ïðåäñòàâëåíèå S íå èìååò èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, â îãðàíè÷åíèè íà êîòîðîå îïåðà-
òîð S(y) òîæäåñòâåíåí, òî îíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðîâ S(x) è S(xy). À èìåííî: â ïðîñòðàíñòâå V ìîæíî âûáðàòü áàçèñ, â
êîòîðîì ìàòðèöû îïåðàòîðîâ S(x) è S(y) èìåþò âèä

S(x) =




λ1 0 . . . 0
1 λ1

0
. . . . . .

1 λ1

... 0
. . . . . . ...

λk′

1
. . .

0
. . . λk′ 0

0 . . . 0 1 0 . . . 1 λk




, S(y) =




1 z1

0 1 z2

. . . ...
1 zi2−1

...
...

1 zik′
. . . ...

1 zn−1

0 . . . 0 zn




,

ãäå k′ = k, åñëè ik > 1, è k′ = k − 1, åñëè ik = 1, z1, . . . , zn � êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè íà
ïðîñòåéøèå äðîáè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè Q(z)

P̂ (z)
, à ìíîãî÷ëåí P̂ (z) ðàâåí P (z) z

z−λk
. Â ÷àñòíîñòè,

ýòî âåðíî äëÿ íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ S.

2. Ïðåäñòàâëåíèå S íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðà-
òîðîâ S(x) è S(xy) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èç óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî U íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îïåðàòîðà S(x). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòî-
ðà S(x) îäíîìåðíû, ïîýòîìó åãî æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè è èõ êðàòíîñòÿìè. Âîçüìåì áàçèñ v1, . . . , vn, â êîòîðîì îïåðàòîð S(x) ïðèâîäèòñÿ ê íèæíå-
òðåóãîëüíîé æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå, ïðè÷åì vn � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λk. Áàçèñ ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå áàçèñíûå âåêòîðû, íåñîáñòâåííûå äëÿ îïåðàòîðà S(x)
áóäóò ëåæàòü â ïîäïðîñòðàíñòâå U . Ïîñòðîèì òåïåðü íîâûé áàçèñ e1, . . . , en ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëî-
æèì ei = vi, åñëè âåêòîð vi � íåñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà S(x), èëè åñëè i = n. Åñëè æå âåêòîð vi

� ñîáñòâåííûé, òî â êà÷åñòâå ei âîçüìåì âåêòîð èç îäíîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà < vi, vn > ∩ U , íîðìè-
ðîâàííûé óñëîâèåì S(x)ei − vn ∈ U. Òîãäà â ïîëó÷åííîì áàçèñå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ S(x), S(y) èìåþò
âèä

S(x) =
(

A 0
α λk

)
, S(y) =

(
E z
0 zn

)
, (1)

ãäå α � ñòðîêà 1 × (n − 1), â êîòîðîé íà i−òîì ìåñòå ñòîèò 0, åñëè ei = vi, è 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, E �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà (n−1)× (n−1), z � ñòîëáåö (n−1)×1. Îáîçíà÷èì ÷èñëà, ñòîÿùèå â ñòîëáöå
z çà z1, . . . , zn−1. Ïåðåìíîæèâ ìàòðèöû S(x) è S(y), ïîëó÷èì ìàòðèöó îïåðàòîðà S(xy) ñ èçâåñòíûìè
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

S(xy) =
(

A Az
α λkzn + αz

)
.

Âûðàçèì êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ýòîé ìàòðèöû ÷åðåç íåèçâåñòíûå z1, . . . , zn.
Ïîëó÷èì, ÷òî

Q(z) = (z−λ1)i1 . . . (z−λk)ik−1z(1+
λkzn

z
+

zi1

z − λ1
+

zi1−1

(z − λ1)2
+. . .+

z1

(z − λ1)i1
+. . .+

zn−1

z − λk′
+. . .+

zn−ik′+1

(z − λk′)ik′−1
).

Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíûå z1, . . . , zn åñòü êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòåéøèå äðîáè ðàöèîíàëü-
íîé ôóíêöèè Q(z)

P̂ (z)
. Ïîýòîìó ÷èñëà z1, . . . , zn âñåãäà îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ìíîãî÷ëåíàì îïåðàòîðîâ S(x) è S(xy).
2) Åñëè ñîáñòâåííûé âåêòîð v îïåðàòîðà S(x) ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå U , òî âåêòîð v áóäåò òàêæå

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà S(xy) ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, ïîñêîëüêó S(xy)v = S(x)S(y)v =
S(x)v. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îïåðàòîðû S(x) è S(xy) íå èìåþò îáùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî óñëîâèå
óòâåðæäåíèÿ 1 âûïîëíåíî, è â áàçèñå (e1, . . . , en) ìàòðèöà îïåðàòîðà S(y) èìååò âèä (1). Ïóñòü ïðåäñòàâ-
ëåíèå S ïðè ýòîì èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäðîñòðàíñòâî W . Òîãäà W ñîäåðæèò âåêòîð w, íå ïðèíàäëåæàùèé
ïîäïðîñòðàíñòâó U . Âåêòîð w′ = S(y)w − w ∈ W , è ïåðâûå n − 1 êîîðäèíàòà ýòîãî âåêòîðà ïðîïîðöèî-
íàëüíû (z1, . . . , zn−1). Íè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë íå ðàâíî íóëþ, ò.ê. ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x) íå èìåþò îáùèõ
ìíîæèòåëåé. Ïîýòîìó íàèìåíüøåå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âåêòîð w′ è èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî
îïåðàòîðà S(x), � ýòî ñàìî V . Ñëåäîâàòåëüíî, W = V , è ïðåäñòàâëåíèå S íåïðèâîäèìî.

Îáðàòíî, åñëè îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà S(x) ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïå-
ðàòîðà S(xy), òî ëèáî ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà S(x) ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå U , ëèáî âíîâü ïðè-
ìåíèìî óòâåðæäåíèå 1, è ïðè ýòîì îäíî èç ÷èñåë z1, . . . , zn ðàâíî íóëþ. Ïóñòü zi = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
èìååì èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W , íàòÿíóòîå íà âñå áàçèñíûå âåêòîðû êðîìå âåêòîðà ei.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1 íå âûïîëíÿþòñÿ, è ÷àñòü âûáðàííûõ â åãî äîêàçàòåëü-
ñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ej1 , . . . , ejk

, ãäå j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , n − 1} ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîáñòâåííûìè âåê-
òîðàìè îïåðàòîðà S(x), ìû òåì íå ìåíåå ìîæåì, äåéñòâóÿ òàê æå êàê â äîêàçàòåëüñòâå, íàéòè
íåèçâåñòíûå zi äëÿ âñåõ i 6= j1, . . . , jk.
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3 Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïîõãàììåðà â îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ è áåñêî-
íå÷íîñòè

Óðàâíåíèå Ïîõãàììåðà (2) èìååò ðåøåíèÿ, êîòîðûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 èëè ∞ ðàñêëàäûâàþòñÿ â
îáîáùåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Â ýòîì ïóíêòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ, ñêîëüêî ðåøåíèé òàêîãî âèäà
ìîæåò èìåòü óðàâíåíèå Ïîõãàììåðà â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé ïîëèíîìîâ P è
Q. Ïóñòü k � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïî ìîäóëþ Z êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P . Åñëè êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ P è Q
ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ Z, òî åñòü ðîâíî k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, êîòîðûå â îêðåñòíîñòè íóëÿ
ðàñêëàäûâàþòñÿ â îáîáùåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Åñëè æå åñòü ñîâïàäàþùèå ïî ìîäóëþ Z êîðíè,
òî òàêèõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü áîëüøå.

Ïåðåïèøåì îáîáùåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå (2) â âèäå

(1− z)znw(n) + (A1z + B1)zn−1w(n−1) + . . . + (Anz + Bn)w = 0, (3)

Êîýôôèöèåíòû A1, . . . , An, B1, . . . , Bn ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ P è Q èç
ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ

x(x− 1) . . . (x− n + 1) + A1x(x− 1) . . . (x− n + 2) + . . . + An = P (x)

x(x− 1) . . . (x− n + 1) + B1x(x− 1) . . . (x− n + 2) + . . . + Bn = Q(x).

Îñîáûìè òî÷êàìè óðàâíåíèÿ (3) áóäóò 0,1 è∞, ïðè÷åì ýòè òî÷êè ôóêñîâû. Ïîêàçàòåëè ρ1, . . . , ρn â òî÷êå
0, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (2), ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P , à êîðíè ìíîãî÷ëåíà
Q ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè −τ1, . . . ,−τn, ãäå τ1, . . . , τn � ïîêàçàòåëè â òî÷êå ∞. Ïîêàçàòåëè â òî÷êå 1, êàê
ëåãêî ïðîâåðèòü äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (3), ðàâíû 0, 1, . . . , n− 2, σ, ãäå σ = n− 1−∑n

i=1 ρi +
∑n

i=1 τi â ñèëó
ñîîòíîøåíèÿ Ôóêñà.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáùåííûì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z), çàâèñÿùåì îò
p + q ïàðàìåòðîâ a1, . . . , ap, b1, . . . , bq, íàçûâàåòñÿ ðÿä

∞∑
m=0

(a1)m . . . (ap)m

m!(b1 + 1)m . . . (bq + 1)m
zα.

Óïîðÿäî÷èì ïîêàçàòåëè ρ1, ρ2, . . . , ρn òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðûõ i2 < i3 < . . . < ik ∈
{2, . . . , n} è i1 = 1, ik+1 = n + 1 ìíîæåñòâà {ρ1, . . . , ρi2−1}, {ρi2 , . . . , ρi3−1}, . . . , {ρik

, . . . , ρn} ñîâïàëè ñ êëàñ-
ñàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ Z ïîêàçàòåëåé, è äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ïîêàçàòåëåé èç îä-
íîãî ìíîæåñòâà îáðàçîâàëè íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Òåïåðü èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3)
âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ïîêàçàòåëÿ ρi ðåøåíèå âèäà zρiF (z), ãäå F (z) � ãîëîìîðôíàÿ â íóëå ôóíêöèÿ, è
F (0) 6= 0, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëîâèé

1. i = i1, . . . , ik Òîãäà äëÿ i = 1

F (z) =n Fn−1(ρ1 + τ1, . . . , ρ1 + τn; ρ1 − ρ2, . . . , ρ1 − ρn; z).
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2. il < i < il+1 è ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, . . . , n âåðíî ÷òî ρi +τj ∈ {1− (ρi−1−ρi), . . . , 0}. Òîãäà

F (z) = 1 +
−τj−ρi∑

m=1

Q(ρi)Q(ρi + 1) . . . Q(ρi + m− 1)
P (ρi + 1)P (ρi + 2) . . . P (ρi + m)

zm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðÿäà
∑∞

m=0 uiz
m+ρi ñ óñëîâèåì u0 = 1. Ïîäñòàâèâ òàêîé

ðÿä â óðàâíåíèå (2), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà êîýôôèöèåíòû ðÿäà

umQ(m + ρi) = um+1P (m + ρi + 1).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó ñîîòíîøåíèþ, ñóùåñòâóåò ðîâíî â äâóõ ñëó-
÷àÿõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå P (m + ρi) 6= 0 íè ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ m. Ïîëó÷àåì ðåøåíèå èç ïåðâîãî ïóíêòà
ïðåäëîæåíèÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå P (m+ ρi) = 0 ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì m, íî ïðè ýòîì Q(m′+ρi) = 0
ïðè íàòóðàëüíîì m′, òàêîm ÷òî m′ < m. Ïîëó÷àåì ðåøåíèå èç âòîðîãî ïóíêòà.

Çàìå÷àíèå 2. Ýòî ïðåäëîæåíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2) â îêðåñòíîñòè áåñêî-
íå÷íîñòè, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå tτiF (t), ãäå t = 1

z , F � ãîëîìîðôíàÿ â íóëå ôóíêöèÿ, è F (0) 6= 0. Íóæíî
ëèøü âñþäó çàìåíèòü z íà t, a ρi è τi ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

4 Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïîõãàììåðà â îêðåñòíîñòè åäèíèöû
Â ýòîì ïóíêòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îêðåñòíîñòè åäèíèöû îáîáùåííîå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå
âñåãäà èìååò n− 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ãîëîìîðôíîå ðåøåíèå.

Ñäåëàåì â óðàâíåíèè (3) çàìåíó t = z − 1. Òîãäà îíî ïðèìåò âèä

w(n) +
A′n−1t + B′

n−1

(1 + t)t
w(n−1) + . . .

A′0t + B′
0

(1 + t)nt
w = 0, (4)

ãäå B′
n−1 = n− 1− σ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ïîêàçàòåëü σ /∈ {n−1, n, . . .}, òî êàæäîìó èç ïîêàçàòåëåé 0, . . . , n−1 ñîîòâåò-
ñòâóåò ãîëîìîðôíîå â íóëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), èìåþùåå â íóëå íóëü êðàòíîñòè, ðàâíîé ïîêàçàòåëþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü òàêèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà

∑∞
m=0 umtm. Ïîäñòàâèâ ðÿä â óðàâíåíèå (4),

ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ðÿäà

(i + n) . . . (i + 2)(i + 1 + B′
n−1)un+i = fi(u0, . . . , un+i−1),

ãäå ui(a0, . . . , un+i−1) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ u0, . . . , un+i−1, à i ∈ {−1, 0, . . .}. Â ñè-
ëó óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ êîýôôèöèåíò ïðè un+i íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè ïðè êàêèõ i ∈ {−1, 0, . . .} ,
ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè êîýôôèöèåíòû un−1, un, . . . ïî ïðîèçâîëüíûì íàïåðåä çàäàííûì êî-
ýôôèöèåíòàì u0, . . . , un−2. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå èìååì n− 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ãîëîìîðôíîå
ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè σ = n− 1, n, . . . âñåãäà áóäåò ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèå ãîëîìîðôíîå â åäèíèöå è èìå-
þùåå òàì íîëü ïîðÿäêà σ. Ðåøåíèÿ æå èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ìîæíî áóäåò ïîñòðîèòü ëèøü äëÿ íàáîðà
u0, . . . , un−2, óäîâëåòâîðÿþùåãî ëèíåéíîìó ñîîòíîøåíèþ

fσ−n(u0, . . . , uσ−1) = 0, (5)
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â êîòîðîì âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ un−1, . . . , uσ−1 íóæíî ïîñòàâèòü èõ âûðàæåíèå ÷åðåç íà÷àëüíûå
êîýôôèöèåíòû u0, . . . , un−2. Ïîýòîìó òàê çàâåäîìî ìîæíî ïîñòðîèòü n − 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-
øåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîèçâîëüíîì σ âñåãäà ñóùåñòâóåò n − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå,
ãîëîìîðôíîå â åäèíèöå.

5 Ìîíîäðîìèÿ óðàâíåíèÿ Ïîõãàììåðà
Íàéäåì ãðóïïó ìîíîäðîìèè îáîáùåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà íè îäíî èç
ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé îïåðàòîðà R0 íå ãîëîìîðôíî â åäèíèöå.

Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ ïîêàçàòåëåé îáîáùåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ

ρi + τj 6= 0,−1,−2, . . . ïðè âñåõ i, j = 1, . . . , n,

òî åãî ãðóïïà ìîíîäðîìèè ÿâíî âûïèñûâàåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì ÷èñëàì e2πiρ1 , . . . , e2πiρn è e2πiτ1 , . . . , e2πiτn ,
è â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ R0 è R1 èìåþò âèä

R0 =




e2πiρ1 . . . 0
1

0
. . .
1 e2πiρ1

...
...

... e2πiρi
k′

... . . .
... 1 e2πiρi

k′ 0
0 . . . 1 0 . . . 1 e2πiρik




, R1 =




1 z1

0 1 z2

...
1 zi2−1

...
...

1 zik′...
1 zn−1

0 . . . 0 zn




,

ãäå z1, . . . , zn � êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè z
Qn−1

i=1 (z−e2πiρi )Qn
i=1(z−e2πiτi )

íà ïðîñòåéøèå äðî-
áè, à k′ = k ïðè ik < n è k′ = k − 1 ïðè ik = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3 îïåðàòîð R1 èìååò (n− 1)-îäíîìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî U ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé, ãîëîìîðôíûõ â åäè-
íèöå. Ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà R0, ëåæàùèé â ïîäïðîñòðàíñòâå U , èìååò âèä zρiR(z), ãäå R(z) �
ìíîãî÷ëåí. Â òî æå âðåìÿ ìíîãî÷ëåí R(z) ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáîáùåííûì ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèì ðÿäîì. Íî òàêîé ðÿä ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, òîëüêî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j = 1, . . . , n
ρi + τj ∈ −N∪ {0}. Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû, ïîäïðîñòðàíñòâî V íå ñîäåðæèò ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà R0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìî óòâåðæäåíèå 1 ïðåäëîæåíèÿ 1, êîòîðîå è
äàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 2 ïðåäëîæåíèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ

Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè îáîáùåííîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèâîäèìî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ i, j = 1, . . . , n âåðíî ñëåäóþùåå

ρi + τj ∈ Z.

6



Èç ïðåäëîæåíèé 2 è 3 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 2. 1. Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè R0 äèàãîíàëèçóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî

l ∈ {1, . . . , k} è êàæäîãî i ∈ {il + 1, . . . , il+1 − 1} ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . , n}, äëÿ êîòîðîãî âåðíî
ñëåäóþùåå

τj + ρi ∈ {1− (ρi−1 − ρi), . . . , 0}.
2. Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè R1 äèàãîíàëèçóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè

ïîêàçàòåëåé τ1, . . . , τn âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

(a) σ /∈ Z
(b) σ ∈ {n− 1, n, . . .} è ρi + τi ∈ −N ∪ {0} ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , n}
(c) σ ∈ −N è ρi + τi ∈ N ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , n}

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 2.
(2) Ïî ïðåäëîæåíèþ 3 îïåðàòîð R1 âñåãäà èìååò n−1 ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

1. Åñëè σ /∈ Z, òî åñòü n-ûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì e2πiσ. Îñòàëîñü âûÿñíèòü,
÷òî ïðîèñõîäèò ïðè öåëîì σ. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð R1 äèàãîíàëèçóåì, òîëüêî åñëè îí òîæäåñòâåíåí.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, ñîáñòâåííûå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà R0, èìåþò âèä zρiR(z), ãäå
R(z) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðè σ > 0 ôóíêöèÿ R(z) íå èìååò ïîëþñîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Ïîýòîìó íåîáõîäèìûì ÿâëÿåò-
ñÿ óñëîâèå ρil

+ τil
6 0 äëÿ âñåõ l = 1, . . . , k. Ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ îñòàëüíûõ ïîêàçàòåëåé âûïîëíÿþòñÿ òå

æå íåðàâåíñòâà, ò.ê. ïîêàçàòåëè ρ1, . . . , ρn óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ, à τ1, . . . , τn � ïî âîçðàñòàíèþ. Ýòî
óñëîâèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, åñëè l = n, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n åñòü
ðåøåíèå âèäà zρiR(z). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áàçèñ ðåøåíèé, ãîëîìîðôíûõ â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè 1. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò n− 1 ðåøåíèå, èìåþùåå â òî÷êå 1 íóëè êðàòíîñòè 0, 1, . . . , n− 2.
Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ïðè u0, . . . , un−2 â ñîîòíîøåíèè (6), ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèè îò ïîêàçà-
òåëåé è îãðàíè÷åííûå íà ïëîñêîñòü ρ1 + τ1 = m1, . . . , ρn + τn = mn, ãäå m1, . . . , mn ∈ −N îáðàùàþòñÿ â
íóëü ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé ïëîñêîñòè. Áóäó÷è àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îíè îáðàùàþòñÿ â íîëü è
â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè l < n, ò.å. â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ïîêàçàòåëåé ρ1, . . . , ρn

ïî ìîäóëþ Z, óñëîâèå (á) ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.
Ïðè σ < 0 ôóíêöèÿ R(z) ìîæåò èìåòü ïîëþñ ïîðÿäêà s = −σ â òî÷êå 1. Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ Ôóêñà

õîòÿ áû îäíî èç ðåøåíèé èìååò òàêîé âèä, èíà÷å ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó ïóíêòó è ïîëó÷àåì,
÷òî n + s − 1 =

∑n
i=1 ρi +

∑n
i=1 τi < 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîêàçàòåëþ ρ1.

Îíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä
∑∞

m=1 umzρ1+m = zρ1
n Fn−1(ρ1 + τ1, . . . , ρ1 + τn; ρ1 − ρ2, . . . , ρ1 − ρn; z), ïðè÷åì

êîýôôèöèåíòû um íå îáðàùàþòñÿ â íîëü íè ïðè êàêîì m. Ðÿä
∑∞

m=0 umzm(1−z)s ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì,
ò.å. ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m, êîýôôèöèåíò W (m) ïðè
zm+s, êîòîðûé ðàâåí

W (m) = um

s∑

i=0

(−1)iCi
s

Q(ρ1 + m) . . . Q(ρ1 + m + i)
P (ρ1 + m + 1) . . . P (ρ1 + m + i + 1)

îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ W (m)
um

ðàöèîíàëüíà è îáðàùàåòñÿ â íîëü â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå
òî÷åê. Ïîýòîìó ÷èñëèòåëü ýòîé ôóíêöèè, ðàâíûé

Q(α) . . . Q(α+s−1)+
s−1∑

i=1

{(−1)sCi
sQ(α) . . . Q(α+ i−1)P (α+ i+1) . . . P (α+s+1)}+P (α+1) . . . P (α+s+1),

7



ãäå α = m + ρ1, òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ïîäñòàâèì â ýòîò ìíîãî÷ëåí α = −τ1, . . . ,−τn. Ïîëó÷èì, ÷òî
P (−τi +1) . . . P (−τi +s) = 0, ò.å. äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñóùåñòâóåò j = 1, . . . , s, òàêîå ÷òî j−τi � êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà P .

6 Ìîíîäðîìèÿ â ÿâíîì áàçèñå
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äî êîíöà ýòîãî ïàðàãðàôà, ÷òî âñå ïîêàçàòåëè ρ1, . . . , ρn ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ Z, è
ρi + τj /∈ −N ∪ {0} ïðè i, j = 1, . . . , n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð ìîíîäðîìèè R0 äèàãîíàëèçóåì, è âñå
åãî ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ íåãîëîìîðôíû â òî÷êå 1. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïîõãàììåðà
â îêðåñòíîñòè íóëÿ ìîæíî âûáðàòü áàçèñ (F1, . . . , Fn) èç îáîáùåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ âèäà
(1), ãäå ρ = ρ1, . . . , ρn ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäåì ÿâíûé âèä ìîíîäðîìèè â ýòîì áàçèñå. Áàçèñ (F1, . . . , Fn)
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà R0. Ïîýòîìó îñòàëîñü íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà R1 â ýòîì áàçèñå.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåííûì òîæäåñòâîì Ãàóññà-Êóììåðà

lim
z→1

(1− z)−σ
nFn−1(ρ1 + τ1, . . . , ρ1 + τn; ρ1− ρ2, . . . , ρ1− ρn; z) =

Γ(ρ1 − ρ2 + 1) . . . Γ(ρ1 − ρn + 1)Γ(−σ)
Γ(ρ1 + τ1) . . . Γ(ρ1 + τn)

, (6)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ïðè Re σ < 0. Áóäåì ïîêà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî σ /∈ Z. Îáîçíà÷èì çà W0 ñîáñòâåííîå
ðåøåíèå îïåðàòîðà R1 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì e2πiσ, íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì limz→1(1−z)−σW0(z) = 1.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü σ /∈ Z. Ðåøåíèå W0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ F1, . . . , Fn ñëåäóþùèì îáðàçîì

W0 =
1

1− e2πiσ

n∑

i=1

ciFi

e2πiρiαi
,

ãäå c1, . . . , cn � êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòåéøèå äðîáè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè Q(z)
P (z) , à αi =

Γ(−σ)
∏n

j=1
Γ(ρi−ρj+1)
Γ(ρi+τj)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå áàçèñà (v1, . . . , vn) èç ïðåäëîæåíèÿ 1 âîçüìåì áàçèñ (F1
α1

, . . . , Fn

αn
). Âûÿñíèì,

êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé áàçèñû (v1, . . . , vn) è (e1, . . . , en). Ïðè i = n ðåøåíèÿ en è vn ñîâïàäàþò. Ïðè
i = 1, . . . , n − 1 ðåøåíèå ei = xivi + yivn îïðåäåëÿëîñü äâóìÿ óñëîâèÿìè: ðåøåíèÿ ei è R0ei − en äîëæíû
áûòü ãîëîìîðôíû â åäèíèöå. Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî yi = (e2πiρn −e2πiρi)−1. Èç òîæäåñòâà (6)
âûòåêàåò, ÷òî Fi = αiW0+(ãîëîìîðôíîå â åäèíèöå ðåøåíèå). Ïîýòîìó ðåøåíèå ei ãîëîìîðôíî â åäèíèöå,
åñëè xi = −yi. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ (e1, . . . , en) ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áàçèñ (F1, . . . , Fn)

ei = (e2πiρi − e2πiρn)−1(
Fi

αi
− Fn

αn
), i = 1, . . . , n− 1 è en =

Fn

an
.

Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ñîáñòâåííûé âåêòîð W0 îïåðàòîðà R1 ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû (e1, . . . , en)
c òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó c.

cW0 = en +
1

1− e2πiσ

n−1∑

i=1

ziei.

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ e1, . . . , en−1 ãîëîìîðôíû â òî÷êå 1, òî limz→1(1 − z)−σ(cW0 − en) = 0, îòêóäà c = 1.
Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü âìåñòî ðåøåíèé e1, . . . , en èõ âûðàæåíèå ÷åðåç ðåøåíèÿ F1, . . . , Fn è çàìåòèòü, ÷òî
ci = zie

2πiρi(e2πiρi − e2πiρn)−1 ïðè i = 1, . . . , n− 1, è
∑n

i=1 e−2πiρici = Q(0)
P (0) = 1− e2πiσ.

8



Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 âûòåêàåò ñëåäñòâèå, âåðíîå óæå ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïîêàçàòåëÿ σ.

Ñëåäñòâèå 3. Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè R1 ïåðåâîäèò îáîáùåííûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä Fi, ãäå i =
1, . . . , n â ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îáîáùåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ F1, . . . , Fn

Fi − αi

n∑

j=1

cjFj

e2πiρj αj
. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè σ /∈ Z, òî èç îáîáùåííîãî òîæäåñòâà Ãàóññà-Êóììåðà ñëåäóåò, ÷òî Fi = αiW0 +
Gi, ãäå ðåøåíèå Gi ãîëîìîðôíî â åäèíèöå. Ïîýòîìó R1Fi = e2πiσαiW0 + Gi = (e2πiσ − 1)αiW0 + Fi.
Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 4. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (7) ÿâëÿþòñÿ
ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè îò ïàðàìåòðîâ ρ1, . . . , ρn, τ1, . . . , τn, åñëè ρi − ρj /∈ Z, ρi + τj /∈ −N ∪ {0} ïðè
i, j = 1, . . . , n. Ïîýòîìó ñëåäñòâèå âåðíî è ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ σ.
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