Математический кружок 7 класс

Решения занятия №4


Инварианты.
Инвариант – это то,  что остается неизменным.

1. На доске написаны числа от 1 до 20. Можно стереть любые два числа a и b и записать вместо них число a + b. Какое число получится в итоге?
Ответ: 210.
Решение. Сумма всех написанных на доске чисел не меняется. В самом деле при каждой операции мы сначала ее уменьшаем на a и b, а потом увеличиваем на a+b. Значит, потом, когда останется ровно одно число, оно будет равно сумме всех чисел написанных на доске вначале. То есть равно 1+2+…+20=210. 

Замечание 1. Сумму чисел от 1 до 20 проще всего посчитать так. Разобьем все эти числа на пары – 1 и 20, 2 и 19, 3 и 18 и т. д. 10 и 11. Тогда сумма чисел в каждой паре равна 21. А всего пар 10.  Значит сумма всех чисел от 1 до 20 равна 210.
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Замечание 2. Инвариантом в этой задаче является сумма всех написанных на доске чисел.
2. На доске написаны числа от 1 до 20. Можно стереть любые два числа a и b и записать вместо них число a + b – 1. Какое число получится в итоге? 

Ответ: 191.
Решение 1. При каждой операции количество всех чисел уменьшается на 1. Вначале чисел было 20, значит, одно число останется после 19 операций. При каждой операции сумма всех чисел написанных на доске уменьшается на 1. Значит, за 19 операций сумма всех написанных на доске чисел уменьшится на 19. Вначале она была 210, значит, в конце будет 210-19=191.
Решение 2. (Из книги Генкин, Итенберг Фомин «Ленинградские математически кружки». Книгу можно найти в интернете по адресу http://www.math.ru/lib/files/djvu/len-kruzhki.djvu). 
Для любого набора из n чисел рассмотрим следующую величину  X: сумму всех чисел уменьшенную на n. Допустим, что с набором произведено описанное в условии преобразование. Как изменится эта величина? Если сумма всех чисел набора кроме a и b равна S, то до преобразования величина X равнялась S+a+b-n, а после преобразования X=S+(a+b-1)-(n-1)=S+a+b-n. Итак, значение величины X не изменилось, она ‑ инвариант. Исходно (для набора из условия задачи) X=(1+2+…+20)-20=190. Значит, и после 19 операций, когда на доске останется одно число p, X будет равно 190. Но, по своему определению, в этот момент X будет равно p-1. Значит p=191. Следовательно, оставшееся на доске число будет равно 191
3. На доске написаны десять чисел: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. За один ход разрешается к любым двум из них одновременно добавлять по единице. Можно ли за несколько ходов все числа сделать равными?
Ответ: нельзя.
Решение. Проследим за суммой всех чисел. При операции из условия эта сумма увеличивается на 2. Значит, четность суммы всех чисел не меняется, она инвариант. В начале сумма всех чисел равна 1+2+…+9+10=45. То есть сумма была нечетной. А если все числа сделать равными какому-то числу n, то их сумма станет равно 10n – четное число. Следовательно, сделать все числа равными невозможно.
Замечание. Сумму чисел от 1 до 10 можно подсчитать аналогично Замечанию 1. А можно не считать, а заметить что она нечетная так как в ней участвует 5 нечетных слагаемых – 1,3,5,7,9.
4. [image: image1.wmf]0

В клетках таблицы 3×3 стоят нули. Можно прибавлять по 1 к клеткам любого квадрата 2 × 2. Можно ли получить таблицу как на рисунке?
Ответ: нельзя.
Решение. Аналогично предыдущей задаче проследим за суммой всех чисел в таблице. Даже проще – будем следить за четностью суммы всех чисел. Тогда если таблица заполнена нулями, то сумма всех чисел равна 0 – четная. Если мы прибавляем по 1 к клеткам квадрата 2 × 2, то сумма увеличивается на 4 – четность не меняется. А в таблице на рисунке нечетная так как там ровно 5 нечетных слагаемых – 5,11,13,7 и снова 11.
Замечание. В этой, прошлой и во всех следующих задачах видна главная идея применения инварианта. У нас есть некие объекты, над ними можно производить определенный преобразования и задается вопрос – можно ли из одного объекта получить другой. Мы строим величину, которая не меняется при указанных преобразованиях. Если значения этой величины на двух указанных объектах разные, то из одного объекта другой получить нельзя! 
Эта не меняющаяся величина называется инвариантом.
5. С числом разрешается проделывать следующие операции: прибавлять 9 или заменять число на сумму его цифр. Можно ли такими операциями из числа 9 получить число 8?
Ответ: нельзя.
Решение. В начале наше число равно 9 то есть делится на 9. Если к делящемуся на 9 числу прибавить 9, то сумма снова будет делится на 9. Если у делящегося на 9 числа посчитать сумму его цифр то снова получится число делящееся на 9 (по признаку делимости на 9). Значит, у нас все время будут получаться числа делящиеся на 9 и числа 8 не получится. 
6. В языке Древнего Племени алфавит состоит всего из двух букв: "М" и "О". Два слова являются синонимами, если одно из другого можно получить при помощи исключения или добавления буквосочетаний "МО" и "ООММ", повторяемых в любом порядке и любом количестве. Являются ли синонимами в языке Древнего Племени слова "ОММ" и "МОО"?

Ответ: не являются.
Решение. Рассмотрим следующую величину – разность между количеством букв «М» и количеством букв «О» в слове. Тогда при исключении или добавлении буквосочетаний "МО" и "ООММ" эта разность не меняется. У слова "ОММ" эта  разность равноа 1, а у слова "МОО" -1. Значит получить из одного другое невозможно, то есть синонимами они не являются.
7. 100 фишек, пронумерованных числами от 1 до 100 поставлены в ряд. Разрешено менять местами две фишки, стоящие через одну фишку. Можно ли с помощью таких операций переставить все фишки в обратном порядке?

Ответ: нельзя.

Решение. Пронумеруем места, на которых стоят фишки.
	фишка
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	…
	49
	50
	51
	…
	96
	97
	98
	99
	100

	Место
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	…
	49
	50
	51
	…
	96
	97
	98
	99
	100


В итоге же картинка должна стать такой:
	фишка
	100
	99
	98
	97
	96
	95
	94
	93
	92
	…
	52
	51
	50
	…
	5
	4
	3
	2
	1

	Место
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	…
	49
	50
	51
	…
	96
	97
	98
	99
	100


Итак, если изначально фишка стояла на четном месте, то должна оказаться на нечетном месте, но это невозможно, так как разрешено менять местами две фишки, стоящие через одну фишку (если фишка лежала на четном месте, то ее можно переложить только на четное место). То есть четность места фишки является инвариантом.
8. На столе стоят 10 стаканов. Из них 9 стаканов стоят правильно, а один перевернут донышком вверх. Разрешается одновременно переворачивать любые четыре стакана. Можно ли, повторяя эту операцию, поставить все стаканы правильно?
Ответ: нельзя.
Решение. Посмотрим на следующую величину – четность числа неправильно стоящих стаканов. Она не меняется при операциях из условия! Действительно, 

· если мы переворачиваем 4 правильных стакана, то количество неправильных увеличивается на 4,

· если мы переворачиваем 1 неправильный и 3 правильных стакана, то количество неправильных увеличивается на 2,
· если мы переворачиваем 2 неправильных и 2 правильных стакана, то количество неправильных не меняется,
· если мы переворачиваем 3 неправильных и 1 правильный стакан, то количество неправильных уменьшается на 2,
· наконец, если мы переворачиваем 4 неправильных стакана, то количество неправильных уменьшается 4.
Однако вначале у нас ровно 1 неправильный стакан, а мы хотим, чтобы их стало 0. Это невозможно.
9. Клетки доски 9×9 покрашены в шахматном порядке. Разрешается перекрашивать в противоположный цвет любые две соседние клетки. Можно [image: image2.wmf] 
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ли с помощью таких операций перекрасить всю доску в чёрный цвет? А в белый?
Ответ: в белый цвет нельзя, в черный – можно. (при раскраске квадрата как на рисунке)
[image: image3.wmf] 
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Решение. Докажем, сначала, что в белый цвет перекрасить квадрат не удастся. У нас вначале 40 белых и 41 черная клетка. При перекрашивании двух клеток количество белых либо увеличивается на 2, либо уменьшается на 2 либо не меняется. В любом случае число белых клеток остается четным. Значит сделать так, что белых клеток будет 81 – не получится. 
Черных клеток сразу нечетное количество, поэтому есть шанс что сделать всю доску черной удастся (хотя это еще не доказательство – может есть еще препятствия кроме четности общего количества). 
А перекрасить доску в черный можно например так. Разобьем доску на прямоугольники 1(4 и еще одну черную клетку как показано на верхнем рисунке. После этого каждый прямоугольник 1(4 перекрасим в черный цвет как показано на нижнем рисунке и мы получим квадрат 9×9 полностью перекрашенный в черный цвет. 
10. [image: image6.bmp]Круг разделили на 6 секторов, в каждом лежит селедка. За ход можно одну селедку передвинуть в соседний сектор. Можно ли собрать все селедки в одном секторе ровно за 20 ходов? 
Ответ: нельзя.
Решение. Занумеруем сектора по часовой стрелке числами от 1 до 6. Для любого расположения селедок рассмотрим величину S – сумму номеров секторов, в которых лежат данные нам 6 селедок (при этом если в каком-то секторе лежит две селедки, то его номер учитывается дважды, если три селедки – трижды и т.д. Например, для ситуации, приведенной на рис. эта величина равна 1+2+3+3+5+6=20). Тогда, если мы перекладываем селедку на соседний сектор, S меняется или на 1 или на 5 (если мы перекладываем с 1 на 6 или наоборот). В любом случае четность S меняется. Следовательно, после 20 ходов четность S будет такая же, как в начале. В начале S=1+2+3+4+5+6=21. А если бы все селедки лежали в одном секторе с номером n, то S равнялось бы 6n – четное число. Значит, собрать все селедки в одном секторе за 20 ходов не получится.
http://www.mccme.ru/circles/mccme/2009/7klass/index.htm
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