Математический кружок 7 класс

Занятие №5



Раскраски.
0. [image: image1.png]


Можно ли квадрат 10(10 разрезать на прямоугольники 1(4?

Ответ: нельзя.

Решение 1: Клетки квадрата 10(10 раскрасим в 4 цвета, так, чтобы любой прямоугольник 1(4, занимал 4 разных цвета (рис.0.1). Если нам удасться разрезать квадрат на прямоугольники, то всех цветов в квадрате будет поровну. Но (не трудно сосчитать) в нашем квадрате цветов не поровну. А именно клеток с цветом 1 ‑ 26, 2 – 25, 3 – 24, 4 – 25. Значит квадрат 10(10 нельзя разрезать на прямоугольники 1(4.
[image: image30.wmf] 
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Замечание. На самом деле считать, сколько именно клеток каждого цвета вовсе не обязательно, ведь нам важно знать поровну ли их, а если нет, то каких больше и на сколько. Выяснить это можно гораздо проще. Заметим, что в любой полоске 4×n поровну клеток всех цветов (т.к. такая полоска замощается прямоугольничками 1×4, а в каждом прямоугольнике каждого цвета по одному). Поэтому мы можем сразу вычеркнуть из нашего прямоугольника области, где всех цветов поровну (см. рис.)
Останется квадратик 2×2. В нем две клетки цвета 1 и по одной клетке цвета 2 и 4. Во всей оставшейся доске цветов поровну (пусть, например, по х), тогда во всей доске больше всего будет клеток цвета 1 (их будет x+2), всех меньше клеток цвета 3 (их только x), клеток цвета 2 и 4 по x+1. 
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Решение 2: Клетки квадрата 10(10 раскрасим в 2 цвета так, как показано на рис.0.2. Горизонтальне прямоугольники 1(4 занимают две белые и две черные клетки. А вертикальные могут занимать либо 4 белых либо 4 черных клетки. Так как всего черных и белых клеток поровну, то и черных прямоугольников будет столько же, сколько и белых. Таким образом, вертикально расположенных прямоугольников 1(4 в квадрате 10(10 четное количество.
[image: image32.wmf] 
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Перекрасим квадрат в горизонтальные полоски. Рассуждая аналогично, выясним, что количество горизонтально расположенных прямоугольников должно быть четно. Таким образом общее число всех прямоугольников 1(4 четно в квадрате 10(10. Но, если бы можно было разрезать квадрат 10(10 на прямоугольники 1(4, то прямоугольников должно было быть 10(10:4=25 штук. Но 25 – нечетное. Получили противоречие, значит, квадрат нельзя разрезать на прямоугольники 1(4.
Решение 3: Раскрасим квадрат в 2 цвета как показано на рис.0.3. Видно, что белых клеток на 4 больше. Прямоугольник 1(4 занимает на доске две белые и две черные клетки. Если нам удастся разрезать квадрат на прямоугольники 1(4, то цветов должно быть поровну, но у нас белых клеток больше.
1. У шахматной доски выпилены две противоположные угловые клетки. Можно ли такую испорченную доску распилить на двухклеточные прямоугольники?
[image: image33.wmf] 

Рис.2.1

 

Ответ: нельзя.
Решение: На шахматной доске белых и черных клеток поровну – по 32. Выпилили 2 белые клетки, то есть осталось 32 черных и 30 белых. Но любой двухклеточный прямоугольник вырезанный из шахматной доски состоит из разных по цвету клеток. Значит, если бы испорченную шахматную доску можно было распилить на двухклеточные прямоугольники, то цветов должно было быть поровну, а у испорченной доски одного из цветов больше. Т.е. её нельзя распилить на двухклеточные прямоугольники.
2. На каждой клетке доски 5(5 сидит жук. В некоторый момент времени все жуки взлетают и приземляются на соседние по стороне клетки. Докажите, что при этом окажется хотя бы одна пустая клетка.
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Рис.3.1

 

Доказательство: Покрасим клетки в два цвета как показано на рис.2.1. Так как жуки перелетают в соседнюю клетку, то в белые клетки будут перелетать жуки из черных клеток. Так как белых клеток 13, а черных12, то, по крайней мере одна белая клетка окажется без жука.
3. Можно ли доску размером 8×8 с вырезанной правой верхней клеткой разрезать на триминошки 
[image: image63.wmf] 

Рис.4.2

 

?
Ответ: нельзя.

Решение: Доску с вырезанной угловой клеткой всегда можно повернуть так, чтобы вырезанная клетка стала правой верхней. Переформулируем задачу:
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Можно ли доску размером 8×8 с вырезанной угловой клеткой разрезать на триминошки 
[image: image2.png]


?
Раскрасим доску 8×8 в 3 цвета так, чтобы любая триминошка занимала по клетке каждого цвета (см. рис.3.1). Клеток 1 – 22, 2 – 21, 3 – 21, таким образом, чтобы разрезать доску на триминошки 
[image: image3.png]


, необходимо отрезать клетку цвета – 1 (чтобы всех цветов осталось поровну). Видно, что не все угловые клетки имеют цвет ‑ 1, значит, нам нельзя отрезать угловую клетку
Замечание. На самом деле считать, сколько клеток какого цвета вовсе не обязательно, ведь нам важно знать поровну ли их, а если нет, то каких больше и на сколько. Это можно сделать так же как в замечании к первой задаче. 
4. На доске 10(10 для "морского боя" стоит 4-палубный корабль. Какое наименьшее число выстрелов необходимо сделать, чтобы наверняка ранить его?
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Рис.5.2

 

Ответ: 24.

Решение: Воспользуемся раскраской из решения 1 задачи 0. Квадрат 10(10 раскрашен так, что любой прямоугольник 1(4 (четырехпалубный корабль) содержит в себе клетки всех четырех цветов. Таким образом, чтобы наверняка попасть в четырехпалубный корабль достаточно стрелять по клеткам одного цвета. Как мы посчитали в 1 задаче, меньше всего клеток цвета 3 – 24 клетки. Значит для того, чтобы попасть в четырехпалубный корабль нам хватит 24 выстрелов.
[image: image37.wmf] 

Рис.6.1

 


Может быть хватит 23 выстрелов? Но мы можем выделить на доске 24 неперекрывающихся прямоугольника 1(4 (см рис. 4.2). Если мы сделали всего 23 выстрела (или меньше), то в один из этих прямоугольников не стреляли, но там вполне мог оказаться корабль! Т.о. чтобы гарантировано ранить корабль, мы должны выстрелить в каждый из этих прямоугольников, то есть сделать как минимум 24 выстрела. 
Замечание. Эта задача является типичным примером задачи, где просят найти минимальное значение какой-то величины. Для доказательства, что минимальное значение равно какому то X, необходимы две вещи: 1) нужно доказать, что меньше X величина быть не может и 2) привести пример когда она равняется этому X. Такие рассуждения часто называют “оценка+пример”. В нашем случае нам нужно найти минимальное число выстрелов. Для полного доказательства мы 1) приводим пример, как стрелять, чтобы хватило 24 выстрелов и 2) доказываем оценку – почему меньшем числом выстрелов не обойтись. Заметим, что пример часто нуждается в обосновании его правильности (мы не просто сказали, как нужно стрелять, но и обосновали, почему так стреляя, обязательно раним корабль).
5. Пете подарили набор "Юный паркетчик", состоящий из 12 триминошек 
[image: image4.png]


. Хулиган Вася заменил одну из них на уголок 
[image: image5.png]


. Сможет ли Петя сложить квадрат 6×6?
Ответ: не сможет.
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Рис.8.1

 

[image: image39.wmf] 

Рис.9.1

 

[image: image40.wmf] 

Рис.4.2

 

Решение: Раскрасим квадрат 6×6 в 3 цвета так, чтобы любая триминошка 
[image: image6.png]


 перекрывала разные цвета (см. рис.5.1). При такой раскраске всех цветов будет поровну. В некоторых местах уголок 
[image: image7.png]


 перекрывают только 2 цвета нашей раскраски, значит, после установки на эти места уголка цветов останется не поровну и мы не сможем разбить остаток квадрата на триминошки 
[image: image8.png]


. Однако на некоторых местах уголок перекрывает 3 цвета. Но тогда перекрасим доску 6×6 по-другому, так чтобы триминошка 
[image: image9.png]


 по-прежнему перекрывала разные цвета (см. рис.5.2) Теперь в местах, где уголок перекрывал 3 цвета стал перекрывать только 2 цвета. Таким образом, из 11 триминошек 
[image: image10.png]


 и одного уголка 
[image: image11.png]


 Петя не сможет сложить квадрат 6×6.
6. Можно ли замостить доску 10×10 фигурками «Т»-тетрамино 
[image: image12.emf] 

?
Ответ: нельзя.

Решение: Раскрасим доску 10×10 в 2 цвета в шахматном порядке. Видно, что черных клеток будет столько же. Если нам удастся замостить квадрат фигурками 
[image: image13.emf] 

, то всего фигурок будет 100:4=25 штук. Одна фигурка может перекрыть три клетки одного цвета и одну другого (
[image: image14], 
[image: image15]), так как черных клеток столько же, сколько и белых, то фигурок 
[image: image16] (т.е. фигурок с тремя белыми и одной черной клеткой) должно быть столько же, сколько и фигурок 
[image: image17] (фигурок с тремя черными и одной белой клеткой). Значит, если нам удастся замостить квадрат 10×10 фигурками 
[image: image18.emf] 

, то их должно быть четное число. Но их 25 – нечетное число. Противоречие, таким образом, невозможно замостить квадрат 10×10 фигурками «Т»-тетрамино 
[image: image19.emf] 

.
Замечание. Объяснить, что фигурок 
[image: image20] будет столько же сколько 
[image: image21] можно еще  так. Пусть фигурок первого типа x, а второго y. Тогда эти фигурки занимают черных клеток 3x+y, а белых 3y+x. Т.к. черных и белых клеток поровну, то 3x+y=3y+x =>2x=2y =>  x=y.
Решение 2 (более алгебраическое). Пусть фигурок вида 
[image: image22] - x. Тогда фигурок вида 
[image: image23] 25-x. Значит, они покрывают всего 3x+(25-x) белых клеток. В доске 10×10 всего 50 белых клеток, значит должно быть 3x+25-x=50, откуда x=12.5. Так не бывает: количество фигурок – целое число.
7. [image: image41.wmf] 

Рис.7.1

 

Докажите, что при любом покрытии шахматной доски 32 костяшками домино получится чётное число вертикально расположенных и чётное число горизонтально расположенных костяшек. (Каждая костяшка покрывает ровно две клетки доски.) 

Доказательство: Перекрасим шахматную доску вертикальными полосками так, как показано на рис.7.1 Вертикально расположенная доминошка закрывает 2 клетки одного цвета, а горизонтально расположенная ‑ 2 клетки разных цветов. Так как черных клеток столько же, сколько и белых, то черных вертикально расположенных доминошек должно быть столько же сколько и белых вертикально расположенных доминошек. Таким образом количество вертикально расположенных доминошек должно быть четно. Так как всего доминошек 32, то количество горизонтально расположенных доминошек тоже четно.
8. Можно ли замостить доску 10(10 фигурками «Г»-тетрамино 
[image: image24.emf] 

?
Ответ: нельзя.
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Решение: Воспользуемся идеей задачи 6, но раскрасим доску 10(10 в 2 цвета по-другому (см. рис.8.1). Каждая фигурка 
[image: image25.emf] 

 закрывает три клетки одного цвета и одну другого. Так как цветов должно быть поровну, то фигурок закрывающих три черные клетки будет столько же, сколько фигурок закрывающих три белые клетки. Значит если нам удастся замостить квадрат 10×10 фигурками 
[image: image26.emf] 

, то их будет четное число. Но их должно быть 25! Противоречие, таким образом невозможно замостить квадрат 10×10 фигурками «Г»-тетрамино 
[image: image27.emf] 

.
Комментарий. Вообще, любой многоугольник составленный из 4 клеток называется тетрамино (от греч. τετρα – четыре). Всего существует 5 различных фигурок  тетрамино.

Аналогично, любой многоугольник составленный из 5 клеток называется пентамино (от греч. Πέντε - пять). Тримино – любой многоугольник составленный из трех клеток, а домино – многоугольник из двух клеток. 

А все многоугольники составленные из клеток называются полимино. 
9. [image: image43.wmf] 
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В каждой клетке на доске 9(9 сидит по гусенице. По команде все гусеницы переползают на одну из соседних по диагонали клеток. Докажите, что после этого по крайней мере 9 клеток окажутся свободными.

Доказательство: Воспользуемся идеей задачи 2, но так как гусеницы ползут по диагоналям клеток, то раскрасим доску по другому (см. рис.9.1). Гусеницы сидящие в темных клетках по команде переползут в белые, а сидящие в белых в черные клетки доски. Так как черных клеток на 9 больше чем белых, то останется по крайней мере 9 пустых клеток черных клеток. (Иначе говоря черных клеток на 9 больше чем гусениц которые на них теоретически могут попасть)
10. [image: image44.wmf] 

Рис.10.

2

 

На доску 8×8 уложена 21 триминошка 
[image: image28.png]


. Где может находиться непокрытая ими клетка?

Решение: Нам нужно вырезать клетку из доски 8×8 так, чтобы остаток можно было покрыть прямоугольниками 
[image: image29.png]


. Воспользуемся такой же раскраской что и в задаче 3. Так же из решения задачи 3 мы уже знаем, что вырезать клетки цвета 2 и 3 нельзя, так как тогда останется не поровну цветов. (Эти клетки соответственно отмечены серым )

Раскрасим теперь доску в три цвета, но по-другому, вдоль других диагоналей. Аналогично нельзя отрезать клетки, которые имеют цвет 1 или 3 во второй раскраске.

Таким образом, мы можем выкинуть одну из тех клеток, которая в первой раскраске имеют цвет 1, а во второй 2 (ни разу не закрашена серым). Таких клеток только 4 (см рис.)
[image: image45.wmf] 
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На рисунке 10.2 показан пример замощения доски прямоугольниками 1×3 с одной непокрытой клеткой. Примеры для остальных клеток можно получит поворотом доски.
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