Математический кружок 7 класс

Решение занятие №16


Индукция.
Принцип математической индукции. Пусть есть последовательность утверждений, занумерованная натуральными числами У1, У2, У3, …Тогда если

· верно утверждение У1 (база индукции),

· для любого натурального числа k из утверждения Уk следует утверждение Уk+1, (индукционный переход, или шаг математической индукции)

то тогда верны все утверждения ряда Уn для всех натуральных n.

Замечание 1. Идею индукции легко понять на примере лестницы. Допустим мы хотим научить робота подниматься по лестнице. Тогда нам достаточно научить его двум вещам – как сделать первый шаг и как переступать со ступеньки на ступеньку. Как только это усвоено ‑ робот может подняться на любую высоту.
Замечание 2. Далее в тексте фразу принцип математической индукции или математическая индукция будем заменять просто словом –  индукция.

1. На плоскости проведены n прямых, проходящих через одну точку. Докажите, что они разбивают плоскость на 2n областей.

Доказательство. Докажем по индукции следующее утверждение: «n прямых проходящих через одну точку разбивают плоскость на 2n углов».

База. Если прямая одна, то областей очевидно 2. Доказано.
Переход. Предположим, что для k прямых мы уже все доказали. Докажем, для k+1 прямой. Пусть у нас есть k+1 прямая проходящая через одну точку
Выкинем временно одну из прямых. Останется k, и по предположению мы знаем, что они делят плоскость на 2k углов. Проведем теперь выкинутую прямую. Она лежит между какими-то двумя старыми прямыми. Между этими двумя старыми прямыми лежало два (вертикальных) угла и каждый из них новая прямая разделила на две части. То есть число частей увеличилось на 2, и стало равным 2k+2=2(k+1). Индукционный переход доказан. 
Мы доказали базу и переход, значит доказали, «утверждение индукции» - n прямых проходящих через одну точку разбивают плоскость на 2n углов.
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Замечание. На самом деле идея решения в следующем. Мы делаем процесс ‑ проводим 2n прямых из условия по одной и смотрим, сколько частей получилось на плоскости. Каждый раз количество частей увеличивается на 2, значит, в конце будет ровно 2n частей.
2. У бородатого многоугольника во внешнюю сторону растет щетина. Его пересекает несколько прямых, на каждой из которых с одной из сторон растут волосы. В результате многоугольник оказался разбитым на некоторое число частей. Докажите, что хотя бы одна из частей окажется волосатой снаружи. (Никакие три прямые не проходят через одну точку.)
Доказательство. Докажем, что если многоугольник пересекает ровно n прямых волосатых с одной стороны, то образуется хотя бы одна волосатая снаружи часть. 

База. Возьмем n=1 – пусть многоугольник пересекает ровно одна прямая. Тогда она разбивает его на два многоугольника. Один располагается с «волосатой» стороны прямой и волосы прямой растут внутрь этого многоугольника, а другой располагается с «не волосатой» стороны прямой и в этой части по-прежнему все волосы растут наружу. То есть у нас образовался «волосатый» многоугольник.

Переход. Предположим, что для k прямых утверждение доказано. Докажем для k+1 прямой. Выкинем временно одну из этих прямых. Останется ровно k, и по предположению мы знаем, что есть хотя бы одна «волосатая» вовне часть. Рассмотрим эту часть и проведем выкинутую прямую. 

Если эта прямая пересекает волосатую часть, то она разбивает ее на две половины. Одна располагается с «волосатой» стороны прямой и волосы прямой растут внутрь этой половины, а другая располагается с «не волосатой» стороны прямой и в этой части по-прежнему все волосы растут наружу. То есть у нас образовался «волосатый» многоугольник.

Если новая прямая не пересекает «волосатую» снаружи часть, то тем более у нас после проведения k+1 прямой есть «волосатая» часть. Индукционный переход доказан. 

Мы доказали базу и переход, значит доказали, «утверждение индукции». А именно ‑ если многоугольник пересекает ровно n прямых волосатых с одной стороны, то образуется хотя бы одна волосатая снаружи часть.
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Замечание 1. По сути идея решения в следующем. Мы делаем процесс ‑ проводим прямые по одной и доказываем, что всегда есть «волосатая» часть. Для этого мы берем волосатую часть на предыдущем шаге и после проведения новой прямой она либо распадется на две части одна из которых «волосатая» либо останется. В любом случае у нас будет «волосатая» часть.
Замечание 2. На самом деле если многоугольник не выпуклый, то прямая может разбить его не на две части, а больше. Тогда нам подойдет любая из частей, лежащих по неволосатую сторону от прямой. 
3. На плоскости расположено несколько прямых и окружностей. Докажите, что части, на которые они разбивают плоскость, можно покрасить в два цвета так, что любые две части, имеющие общий участок границы, покрашены в разные цвета.

Доказательство. Докажем по индукции, что если на плоскости проведены n линий – прямых и окружностей, то части на которые они разбивают плоскость можно покрасить в два цвета так, что любые две части, имеющие общий участок границы, покрашены в разные цвета.
База. Пусть проведена одна линия. Если это прямая, то получится две полуплоскости, которые можно покрасить в разные цвета. Если проведена одна окружность, то можно внутренность покрасить в один цвет, а внешнюю часть в другой. База доказана.

Переход. Предположим, что для k линий мы умеем доказывать, что правильная раскраска возможна. Докажем для k+1 линии. Выкинем временно одну из линий – останется k. По предположению области, на которые эти линии разбивают плоскость можно правильно покрасить в два цвета. Теперь проведем выкинутую линию. Эта прямая (окружность) разделяет плоскость на 2 полуплоскости (внутреннюю и внешнюю для окружности области). Инвертируем цвета по одну из сторон прямой (в круге). Полученная раскраска будет удовлетворять условию. Переход доказан.

Мы доказали базу и переход, значит, доказали «утверждение индукции». А именно если на плоскости проведены n линий – прямых и окружностей, то части, на которые они разбивают плоскость можно покрасить в два цвета так, что любые две части, имеющие общий участок границы, покрашены в разные цвета.
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Замечание. Коротко говоря, идея решения в следующем. Мы проводим линии по одной. После каждого проведения мы инвертируем цвета с одной стороны новой линии (т.е. светлый поменяем на темный, а темный на светлый). Пример такой операции указан на рисунке – сначала как выглядела раскраска после проведения новой линии (вверху прямой, внизу окружности), а потом как будет выглядеть после инвертирования.
4. Банк имеет неограниченное количество трёх и пятирублевых купюр. Докажите, что он может выдать ими без сдачи любое число рублей, начиная с восьми.

Доказательство. 
8=5+3, 
9=3+3+3, 
10=5+5, 
11=3+(3+5)=3+8, 
12=3+(3+3+3)=3+9. 
…

Через каждые 3 числа получаем число, увеличенное на 3. 
Докажем, что так будет и дальше, т.е. для всех остальных k мы можем представить их в виде суммы троек и пятерок.

База: числа 8, 9, 10 в таком виде представить можно.

Переход. Пусть все числаот 8 до k представить можно  и k >=10. Докажем, что тогда и k тоже можно представить. Число k может быть получено из числа k–3 добавлением тройки: k=(k-3)+3. По предположению число k-3 можно выдать тройками и пятерками. Добавим к этому представлению числа k-3 еще трехрублевую купюру и получим способ выдать число k.
Заметим, что базу здесь составляют целых три числа. Это связано с тем, что когда мы доказываем переход мы обращаемся к числу k-3, т.е. число k-3 должно быть представимо в требуемом виде, а значит >=8. Т.е. k-3>=8 => k>=10. Т.е. наш переход работает для k начиная от 10 и больше.
5. На острове все страны треугольной формы (границы прямые). Если две страны граничат, то по целой стороне. Докажите, что страны можно раскрасить в 3 цвета так, что соседние по стороне страны будут покрашены в разные цвета.

Доказательство. Докажем по индукции, что если на острове есть n стран треугольной формы, то их можно раскрасить в три цвета, так чтобы соседние по стороне страны будут покрашены в разные цвета.

База. Если страна одна – ее можно покрасить в любой цвет. База доказана.

Переход. Предположим, что для любого острова из k стран все доказано. Рассмотрим остров, в котором k+1 страна треугольной формы. Временно закроем на карте страну, которая находится на берегу моря, то есть одна или две стороны треугольника-границы этой страны граничат с морем. Оставшиеся k стран можно, в силу предположения, раскрасить в 3 цвета так, чтобы соседние страны имели разные цвета. Раскрасим эти k стран и откроем последнюю страну. Так как одна или 2 стороны треугольника-границы граничили с морем, то наша страна граничит максимум с двумя странами, то есть найдется не занятый цвет, для того, чтобы раскрасить последнюю страну. Переход доказан.
Мы доказали базу и переход, значит, доказали «утверждение индукции». А именно если на острове есть n стран треугольной формы, то их можно правильно раскрасить в три цвета,
6. В некоторой стране каждый город соединен с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдется город, из которого можно добраться в любой другой.

Доказательство. Докажем по индукции, что в стране из n городов в которой каждый соединен с каждым дорогой с односторонним движением можно выбрать город из которого можно добраться в любой другой.

База. Если город один то и доказывать нечего. Если городов два, то из одного из них можно добраться до другого. База доказана.

Переход. Предположим, что для любой страны из k городов все доказано. Докажем для страны из k+1 города. Назовем один город «Лишним» и временно выкинем его. Останется k городов. По предположению среди оставшихся городов есть, по крайней мере, один город такой, что из него можно добраться в другие города. Для удобства назовем этот город «Хороший». 
Вернем теперь «Лишний» город. Он связан дорогой с «Хорошим». Если дорога ведет из «Хорошего» в «Лишний», то получится, что из «Хорошего», по прежнему, можно добраться в любой город. 
Если же наоборот, дорога ведет из «Лишнего» в «Хороший», то из «Лишнего», через «Хороший», можно добраться в любой город. Таким образом, среди k+1 городов обязательно найдется город, из которого можно добраться в любой другой город. Переход доказан.
Мы доказали базу и переход, значит, доказали «утверждение индукции»  ‑ в стране из n городов в которой каждый соединен с каждым дорогой с односторонним движением можно выбрать город из которого можно добраться в любой другой.
7. Число 111 делится на 3, число 111111111 делится на 9. Проверьте, что число из 27 единиц делится на 27. Докажите, что так будет и дальше: число из 3n единиц делится на 3n.

Доказательство. Проверим, делится ли число 111’111’111’111’111’111’111’111’111 на 27. Конечно же, можно честно разделить это число на 27 уголком, но если приглядеться, то можно заметить, что это число состоит из 9 групп по 111, или 3 групп по 111111111. Разделим число, состоящее из 27 единиц, например, на число 111111111. Получим: 111111111’111111111’111111111=111111111*1000000001000000001. 111111111 делится на 9, а число 1000000001000000001 делится на 3, значит число 111’111’111’111’111’111’111’111’111 делится на 27.

Докажем по индукции, что число состоящее из 3n единиц делится на 3n. 

База при n=1 – число 111 на 3 делится. База доказана.

Переход. Предположим, что некоторое число, состоящее из 3k единиц, делится на 3k.

Докажем, что число, состоящее из 3k+1 единиц, делится на 3k+1. 3k+1=3*3k, то есть число условно можно разделить на 3 группы по 3k единиц в каждой и как в случае с 27 представить в виде произведения 1111..1111=1..1*10..010..01. Число 10..010..01 делится на 3, а число 1..1, состоящее из 3k единиц, в силу предположения, делится на 3k, значит число 1111..1111, состоящее из 3k+1 единиц, делится на 3*3k=3k+1. Переход доказан.
Мы доказали базу и переход, значит, доказали «утверждение индукции» ‑  число состоящее из 3n единиц делится на 3n.
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 (Игра «Ханойская башня») У Сени есть детская пирамидка с n кольцами и два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что Сеня сможет переложить все кольца на один из пустых стержней.

Доказательство. Докажем по индукции, что Сеня сможет переложить все n колец на любой  из пустых стержней. 

База. Если у Сени всего одно кольцо, то он его легко переложит.

Переход. Предположим, что пирамиду из k колец Сеня может переложить на любой  из пустых стержней. Пусть теперь у него есть пирамида из k+1 кольца. Докажем, что Сеня сможет ее переложить на любой стержень. Пронумеруем пустые стержни: назовем один из них первым, а другой вторым. Покажем, что Сеня сможет переложить кольца на любой из них, пусть для определенности он хочет переложить кольца на второй пустой стержень. Сеня может поступить так. Сначала он переложит верхние k колец на первый пустой стержень (это он может по предположению). Потом переложит нижнее, самое большое, k+1-е кольцо на второй  пустой стержень. И, наконец, после этого k колец с первого стержня Сеня переложит поверх самого большого кольца - это он может сделать опять же по предположению, при этом стержень, на котором лежит самое большое кольцо он может использовать как пустой, т.к. поверх k+1 кольца можно класть любое из оставшихся, ведь все они меньше. Так Сеня получит пирамиду из k+1 кольца, находящуюся на втором стержне. 
Мы доказали базу и переход, значит, доказали «утверждение индукции» ‑  Сеня сможет переложить все n колец на один из пустых стержней.
Замечание.  Приведем пример, как работает индукционный переход при k=4.

Вначале на первом стержне лежат4  кольца, на втором и третьем нет колец (рис 1).
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Предполагаем, что Сеня умеет перекладывать пирамиду из трех колец на другой штырь. То есть Сеня сможет сделает так, как показано на рис 2.

[image: image7.wmf] 

Затем на третий штырь он переложит самое большое кольцо (рис 3).
И, наконец, после этого, так как Сеня, по предположению, умеет перекладывать пирамиду из трех колец на другой штырь, то он сможет сделать так, как показано на рис 4. То есть переложить пирамиду из трех колец на третий штырь.
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