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Двадцать второе занятие.
1. На шарообразной планете более половины поверхности занимает суша. Докажите, что можно прорыть прямой туннель, проходящий через центр планеты и соединяющий сушу с сушей.
2. Докажите, что среди учеников любого класса найдутся двое, имеющие одинаковое число друзей в этом классе (если, конечно, в этом классе не менее двух учеников).

3. На доске записаны числа 1, 2, ..., 10. Разрешается стереть любые два числа a и b и написать вместо них одно число a + b − 1. 
а) Сколько раз нужно проделать такую операцию, чтобы на доске осталось одно число? 

б) Можно ли наверняка сказать, какое это будет число?
4. Кассир считает деньги так: сначала он считает, сколько всего купюр (независимо от их достоинства), потом прибавляет число купюр достоинством больше рубля, затем прибавляет число купюр достоинством больше двух рублей, и так далее. Достоинство каждой купюры выражается целым числом рублей. Почему у него получается верный ответ?

5. Как разрубить подкову двумя прямолинейными ударами топора на шесть частей (после первого удара перекладывать части нельзя)?

6. Можно ли нарисовать такой многоугольник и точку внутри него, что ни одна из его сторон не будет видна из этой точки целиком?
7. Разрежьте фигуру, изображённую на рисунке, на части, из которых можно сложить квадрат.
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8. Разрежьте какой-нибудь треугольник а) на 3; б) на 4; в) на 5 равных треугольников.

9. Игра начинается с числа 2. За ход разрешается прибавить к имеющемуся числу любое натуральное число, меньшее его. Выигрывает тот, кто получит 1024. Кто выигрывает при правильной игре и как играть, чтобы выиграть? 
10. Объясните, как покрасить часть точек плоскости так, чтобы на любой окружности радиуса 1 было ровно четыре покрашенные точки.
11. На столе лежит по одной монете достоинством 1, 2, 3, 5, 10, 20 и 50 копеек, а в кассе имеется неограниченный запас монет всех видов. За один ход разрешается взять любую монету со стола, разменять ее на более мелкие и их положить на стол. Играют двое. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. У кого из игроков есть выигрышная стратегия (то есть способ играть, при котором он будет всегда побеждать, как бы ни сопротивлялся противник)?
12. Аборигены встали в круг, и каждый сказал путешественнику про соседа справа, рыцарь тот или лжец. На основании этих сообщений путешественник однозначно определил, какую долю жителей составляют рыцари. Определите и вы, чему она равна.
13. а) Имеется 15 карточек, занумерованных натуральными числами от 1 до 15. Какое наибольшее число карточек можно выбрать так, чтобы ни один из извлеченных номеров не был равен сумме двух других извлеченных номеров? б) А если карточек 2k+1?

14. Дано 1989 чисел. Известно, что сумма любых 10 из них положительна. Доказать, что сумма всех чисел положительна.
