
òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; a2; : : : ; ak ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

k∑

i=1
ai = n

þÉÓÌÁ ai ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÑÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.
òÁÚÂÉÅÎÉÅ a′ = (a′1; a′2; : : : ; a′k′) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ

ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ a = (a1; a2; : : : ; ak) ÅÓÌÉ a′i ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÞÁÓÔÅÊ a ÎÅ ÍÅÎØÛÉÈ i
É k′ = a1.

ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÔÏÇÏÖÅ ÞÉ-
ÓÌÁ.

0. ðÕÓÔØ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÂÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p(M;n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ
ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × M , Á ÞÅÒÅÚ p(M(6 d); n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ
ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × M , d ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÉ ÐÏ×ÔÏÒÑÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d
ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ:

a)
∞∑
n=1

p(N(6 1); n)qn =
∞∏
n=1

(1 + qn)

b)
∞∑
n=1

p(N; n)qn =
∞∏
n=1

(
1 + qn + q2n + q3n + : : :

)
=

∞∏
n=1

1
1− qn

c)
∞∑
n=1

p(M(6 d); n)qn =
∏

n∈M
(1 + qn + q2n + : : :+ qdn) =

∏

n∈M

1− q(d+1)n

1− q

d)
∞∑
n=1

p(M;n)qn =
∏

n∈M

1
1− qn

1. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÒÁÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ ÞÁÓÔÉ.

2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÉ
×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ ÒÁÚ.

3. íÏÄÕÌØ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ.

4. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ 2, 3
ÉÌÉ 5 ÒÁÚ, ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ Ó 2, 3, 6, 9
ÉÌÉ 10 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 12.
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5. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙÈ (ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÒÁÚ-
ÂÉÅÎÉÑÍÉ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n.

6. ðÕÓÔØ A ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n, Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ,
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ, É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÞÁ-
ÓÔØÀ. ôÏÇÄÁ A ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n, Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ, ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ, É ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ.

7. a) ðÕÓÔØ P1(n; r) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÌÉÂÏ
ÞÅÔÎÙÅ É ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ Ó −2 mod 4r, ÌÉÂÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ Ó −1 mod 2r. ðÕÓÔØ
P2(n; r) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÞÅÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, Á ×ÓÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ Ó−1 mod 2r. ôÏÇÄÁ P1(n; r) =
P2(n; r).

b) ðÕÓÔØ P3(n; r) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ
a1 > a2 > : : : > ak, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ai { ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ ai − ai+1 > 2r − 1 (ak+1
ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ 0). ôÏÇÄÁ P2(n; r) = P3(n; r).

8. a) ðÕÓÔØ M1(n) { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÂÏÌØÛÉÅ
1, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 1. ðÕÓÔØ M2(n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×ÁÖÄÙ.
ôÏÇÄÁ M1(n) = M2(n).

b) ðÕÓÔØ M3(n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ
Ó ±1 mod 6. ôÏÇÄÁ M2(n) = M3(n).

9.
1 +

∞∑

k=1

qk2

(1− q)2(1− q2)2 : : : (1− qk)2 =
∞∏
n=1

1
(1− qn)

10. (ðÅÎÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï üÊÌÅÒÁ)
∞∏
n=1

(1− qn) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
(
q
n(3n+1)

2 + q
n(3n−1)

2
)

õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÓÒÅÚÁÔØ ËÒÁÊÎÅ ÐÒÁ×ÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ
É ÐÒÉÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ.

11*. (ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ)
∞∏
n=1

(1− q2n)(1 + q2n−1z)(1 + q2n−1z−1) =
∞∑

k=−∞
zkqk2

õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÚÄÅÌÉÔÅ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ É ÐÏÐÙÔÁÔÊÔÅÓØ ÐÒÉÄÁÔØ
ËÏÍÂÉÎÁÔÏÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ "ÓËÏÛÅÎÎÙÅ" ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
àÎÇÁ: ÉÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÌÅÔËÏÊ 2 ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ × ÐÏÌËÌÅÔËÉ { ÅÄÉ-
ÎÉÃÕ.
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òÁÚÂÉÅÎÉÑ: ÄÏÂÁ×ËÁ
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ (N; l; d) ÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ N ÎÁ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ l

ÞÁÓÔÅÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ d. ôÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
(
n
k

)

q
=

∑∞
i=0(N; k; n− k)qi. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

(
n
k

)

q
×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q.

ä1. a)
(
n
k

)

q
=

(
n

n− k

)

q

b) úÎÁÞÅÎÉÅ
(
n
k

)

q
× ÔÏÞËÅ q = 1 ÒÁ×ÎÏ Ckn

ä2.
(
n
k

)

q
=

(
n− 1
k

)

q
+

(
n− 1
k − 1

)

q
qn−k

ä3.
(
n
k

)

q
= (1−q)(1−q2):::(1−qn)

(1−q):::(1−qk)(1−q):::(1−qn−k)
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