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Äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà

Þ. Â. Ìàòèÿñåâè÷, ß. Àáðàìîâ, À. ß. Áåëîâ-Êàíåëü,
È. À. Èâàíîâ-Ïîãîäàåâ, À. Ñ. Ìàëèñòîâ

Óðàâíåíèå Ïåëëÿ
Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèåì Ïåëëÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà x2 − dy2 = 1, d ∈ N.

¨ A8. Óðàâíåíèå Ïåëëÿ.
à) Ðåøåíèå (x, y) íàçîâ¸ì íåòðèâèàëüíûì, åñëè y 6= 0. Ïóñòü d � êâàäðàò. Äîêàæèòå, ÷òî íåò íåòðèâèàëüíûõ
ðåøåíèé.
á) Ïóñòü (u1, v1) è (u2, v2) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − dy2 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè u3 +

√
dv3 =

= (u1+
√

dv1)·(u2+
√

dv2), òî (u3, v3) � òàêæå ðåøåíèå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè (x, y) � ðåøåíèå, òî (xn, yn) �
ðåøåíèå, ãäå xn +

√
dyn = (x +

√
dy)n.

â) Ðåøåíèå íàçîâ¸ì ìèíèìàëüíûì, åñëè îíî íåòðèâèàëüíî, è ñðåäè íåòðèâèàëüíûõ |x+y| ìèíèìàëüíî.
Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå � ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè d íå êâàäðàò, òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ýòî äîñòàòî÷íî ñëîæíîå
óòâåðæäåíèå, ïîýòîìó ìû íå ïðèâîäèì åãî äîêàçàòåëüñòâî è íå âêëþ÷àåì åãî â ñïèñîê çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâî
ñì., íàïðèìåð, â êíèãå Â. Î. Áóãàåíêî ¾Óðàâíåíèå Ïåëëÿ¿.

¨ A9. Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ
à) d = k2 − 1. Äîêàæèòå, ÷òî (k, 1) � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå.
á) d = k2−1, (x1, y1) � ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå, (xn, yn) = (x1, y1)n. Äîêàæèòå, ÷òî yn ≡ n (mod (k−1)).
c) Äðóãèå âèäû óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 − ( b2

4 − 1)y2 = 1

Äèîôàíòîâîñòü ñòåïåíè
Ñåé÷àñ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ñåìåéñòâà äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìûõ

óðàâíåíèÿìè Ïåëëÿ. Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ èç ÷àñòíîãî èõ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííóþ òàê: α0(b) = 0, α1(b) = 1, αn+2(b) = bαn+1(b) − αn(b),
ãäå b > 2.

¨ A10. Äîêàæèòå, ÷òî x2 − bxy + y2 = 1, x, y > 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ëèáî
{

x = αm+1(b),
y = αm(b),

ëèáî
{

x = αm(b),
y = αm+1(b),

äëÿ íåêîòîðîãî m.

¨ A11. Äîêàæèòå, ÷òî αn(2) = n;
¨ A12. Äîêàæèòå, ÷òî αk+`(b) = αk(b) · α`+1(b)− αk−1(b) · α`(b).
¨ A13. Äîêàæèòå, ÷òî αn(b) ≡ αn+4m(b) (mod v), ãäå v = αm+1(b)− αm−1(b);
¨ A14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè b1 ≡ b2 (mod q), òî αn(b1) ≡ αn(b2) (mod q).

×åðåç b (amod c) îáîçíà÷àåòñÿ ðàññòîÿíèå îò b äî áëèæàéøåãî ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà c.
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¨ A15. Äîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøèì ÷èñëîì k, òàêèì ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n

αn(w) (amod v) = αn+k(w) (amod v),

ãäå w ≡ b (mod v), v = αm+1(b)− αm−1(b),

ÿâëÿåòñÿ 2m.
¨ A16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

w ≡ b (mod v), w ≡ 2 (mod u), ãäå v > 2αk(b), u > 2k,

òî ïåðâûå k ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
α0(b), 0

)
, . . . ,

(
αn(b), n

)
, . . .

ñîâïàäàþò ñ ïåðâûìè k ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
α0(w) (amod v), α0(w) (amod u)

)
, . . . ,

(
αn(w) (amod v), αn(w) (amod u)

)
, . . .

¨ A17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè αm(b) äåëèòñÿ íà (αk(b))2, òî m äåëèòñÿ íà αk(b).
¨ A18. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2αk(b) < u, òî 2k < u.
¨ A19. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî {(a, b, c) | a = αc(b), b > 3} äèîôàíòîâî.
¨ A20. Äîêàæèòå, ÷òî (k − 1)n 6 αn+1(k) 6 kn;
¨ A21. Äîêàæèòå, ÷òî (1 + s)n > 1 + ns ïðè s ∈ R, s > −1, n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå;

¨ A22. Äîêàæèòå, ÷òî bc = lim
n→∞

αc+1(bn + 4)
αc+1(n)

.

¨ A23. Äîêàæèòå, ÷òî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, â êîòîðîì ðàçðåøåíî âîçâîäèòü â ñòåïåíü (ýêñïîíåíöèàëüíî
äèîôàíòîâîå óðàâíåíèå), ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó äèîôàíòîâó óðàâíåíèþ, áûòü ìîæåò, ñ áîëüøèì ÷èñëîì
íåèçâåñòíûõ.


