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Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ãîäó

ß çàíèìàëñÿ çàäà÷àìè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíè-
ÿìè, ìåòîäàìè ìàêñèìèçàöèè/ìèíèìèçàöèè ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà íåîòðèöàòåëüíûõ
ìàòðèö è èññëåäîâàíèÿìè íåñòàöèîíàðíûõ óòî÷íÿþùèõ àëãîðèòìîâ. Èç ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ âûäåëèì ñëåäóþùèå:

1. Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè. Ìû èññëåäóåì äèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó âèäà

ẋ(t) = A(t)x(t) , t ∈ [0,+∞), (1)

ãäå x(t) ∈ Rd, è ìàòðèöà A(t) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ íà çàäàííîì êîìïàêòíîì ìíî-
æåñòâå d × d-ìàòðèö U . Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé
ôóíêöèè A(·) : [0,+∞) → U , èìååì x(t) → 0, t → ∞, ò.å., âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè èãðàåò êëþ÷åâóþ
ðîëü âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, ýòîé ïðîáëåìå ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà
(ìîíîãðàôèÿ Ä.Ëèáåðçîíà, ðàáîòû Ìîë÷àíîâà, Ïÿòíèöêîãî, Ðàïîïïîðòà, Áàðàáàíîâà,
Ãóðâèöà, Áëàíêèíè, Ìèàíè, è äð.) Îáû÷íî óñòîé÷èâîñòü äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïî-
ñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíîãî ôóíêöèîíàëà â Rd, óáûâàþ-
ùåãî âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû). Â ðàáîòå [5] ìû ðàçðàáàòûâàåì èòåðàöèîííûé
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, îöåíèâàåì åãî ïîãðåøíîñòü è
ñêîðîñòü åãî ñõîäèìîñòè. Ìåòîä ïðèìåíèì â äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ (äî 10,
äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñèñòåì � äî 100).

Â ðàáîòå [7] ìû îöåíèâàåì äëèíó øàãà äèñêðåòèçàöèè ñèñòåìû. Äèñêðåòèçàöèÿ, ò.å.,
ïðèáëèæåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû (1) äèñêðåòíîé ñèñòåìîé (ïðîèçâîäíàÿ ẋ(t) çàìåíÿåòñÿ
íà ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü ñ øàãîì τ > 0) ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ðàñïðîñòðàíåííûì ìå-
òîäîì äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà
ïðè íåêîòîðîì τ , òî è èñõîäíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà (Ãóðâèö, 2002). Íåäî-
ñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿëîñü îòñóòñòâèå ïðèåìëåìîé îöåíêè ñíèçó íà äëèíó øàãà τ .
Â [7] ìû äîêàçûâàåì, ÷òî τ ≥ C0d

−2, ãäå C0 � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Ìåòîä äîêàçàòåëü-
ñòâà îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè íåðàâåíñòâà òèïà Ìàðêîâà-Áåðíøòåéíà äëÿ êâàçèïîëèíî-
ìîâ (ïîëèíîìîâ ïî ñèñòåìàì ýêñïîíåíò) è íåäàâíåãî ðåçóëüòàòà Ï.Ñêëÿðîâà (2010) î
íåðàâåíñòâå Ìàðêîâà-Áåðíøòåéíà äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñ âåñîì Ëàãåððà.

Â ðàáîòå [8] ìû èññëåäóåì ìàðãèíàëüíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû � ôåíîìåí, ïðè
êîòîðîì íåóñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà íå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèõ òðàåêòîðèé. Äëÿ
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îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ñëó÷àé U = {A}) ìàðãèíàëüíàÿ íåóñòîé-
÷èâîñòü âîçíèêàåò â ñëó÷àå ðåçîíàíñà, êîãäà íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå ìàòðèöû A îáðàçóåò æîðäàíîâó êëåòêó. Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûé ðîñò òðà-
åêòîðèé � ïîëèíîìèàëüíûé, ñòåïåíè íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè êëåòêè (ñòåïåíü
ðåçîíàíñà). Â íåäàâíåé ðàáîòå È.×èòóð, Ï.Ìàñîí è Ì.Ñèãàëîòòè (�On the marginal
instability of linear switched systems�, Syst. Cont. Letters, 61 (2012), 747-757) âûäâèíóëè
äâå ãèïîòåçû, óòâåðæäàþùèå, ÷òî ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ñèñòåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Â ðàáîòå [8] ìû îïðîâåðãàåì îáå ãèïîòåçû, à òàêæå äîêà-
çûâàåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàðãèíàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Â òîé æå
ðàáîòå ïðèâåäåí ïðèìåð íåóñòîé÷èâîé ñèñòåìû, â êîòîðîé íàèáîëüøèé ðîñò òðàåêòîðèé
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.

Â ðàáîòå [9] èçó÷àëþòñÿ ñèñòåìû, ó êîòîðûõ âñå òðàåêòîðèè èìåþò îäèíàêîâûé
àñèìïòîòè÷åñêèé ðîñò ïðè t → ∞. Ýòî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: âñå ìàòðè-
öû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû, ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì

{
e tA | A ∈ U , t ∈ R

}
,

èìåþò ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ 1. Òàêèå ïîëóãðóïïû èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ðàäæàâè, Îì-
ëàäè÷à è Ïîïîâà, à òàêæå íåîäíîêðàòíî âîçíèêàëè â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðèêè, ëèíåéíîé
àëãåáðû, òåîðèè âñïëåñêîâ, ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è ò.ä. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñå
íåâûðîæäåííûå ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè â íåêîòî-
ðîì (îáùåì!) áàçèñå, à òàêæå èçó÷àåì ñòðóêòóðó âûðîæäåííûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëóãðóïï ñ ïîñòîÿííûì ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì
ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

2. Ñïåêòðàëüíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä.Ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè/ìàêñèìèçàöèè ñïåêòðàëü-
íîãî ðàäèóñà íà çàäàííîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ìàòðèö M øèðîêî èçó÷àëàñü â ëè-
òåðàòóðå â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè ê òåîðèè ãðàôîâ, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì,
ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå, è ò.ä. Íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(A) � ýòî íàè-
áîëüøèé èç ìîäóëåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Ñëîæíîñòü çàäà÷è îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(·) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íè âûïóêëîé íè âîãíóòîé. Â ñòà-
òüå [4] ðàçðàáîòàí ñïåêòðàëüíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä äíÿ ñïåöèàëüíûõ ìíîæåñòâ M. Ýòî
ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö, â êîòîðûõ i-òàÿ ñòðîêà âûáèðàåòñÿ íåçàâèñèìî îò
îñòàëüíûõ èç çàäàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Xi ⊂ Rd, i = 1, . . . , d. Äîêàçàíî, ÷òî
àëãîðèòì íå çàöèêëèâàåòñÿ è íàõîäèò íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ
çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ÷èñëåííûõ ïðèìå-
ðàõ. Òàê, äëÿ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 500 àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó íà íåñêîëüêî ìèíóò íà
ñòàíäàðòíîì êîìïüþòåðå.

3. Íåñòàöèîíàðíûå óòî÷íÿþùèå àëãîðèòìû. Óòî÷íÿþùèå àëãîðèòìû (subdivision
algorithms) áûëè èçîáðåòåíû â êîíöå 80-õ ãã. ïðîøëîãî âåêà äëÿ èíòåðïîëÿöèè è ïðè-
áëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïî èõ çíà÷åíèÿì íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Èäåÿ àëãî-
ðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, èìåÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà íåêîòîðîé ñåòêå, ïî íèì ñòðî-
ÿòñÿ çíà÷åíèÿ íà áîëåå ïëîòíîé ñåòêå, è ò.ä., à â ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæàþùàÿ
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ôîðìóëû ïåðåõîäà � ëèíåéíûå è îäèíàêîâûå íà âñåõ èòåðàöèÿõ.
Èäåÿ ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ âîñõîäèò ê ðàáîòàì äå Ðàìà íà÷àëà 50-õ ãã. (àëãîðèòì ñðå-
çàíèÿ óãëîâ, êðèâûå äå Ðàìà). Ñåé÷àñ, áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè è
áûñòðîé ñõîäèìîñòè, óòî÷íÿþùèå àëãîðèòìû àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
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è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé, à òàêæå äëÿ äèçàéíà ôðàêòàëüíûõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé.
Ïðîáëåìàìè ñõîäèìîñòè óòî÷íÿþùèõ àëãîðèòìîâ è îöåíêå ãëàäêîñòè ïðåäåëüíîé ôóíê-
öèè çàíèìàëèñü ìíîãèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè: Äîáåøè, Êîýí, Äàìåí, Ìè÷÷åëëè, Äèí,
Ëåâèí, Îñâàëüä, Ðîí, è ò.ä. Â ðàáîòå [6] ìû ïðåäñòàâëÿåì ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ãëàäêîñòè
ïðåäåëüíîé ôóíêöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óòî÷íÿþùèõ ñõåì (êîãäà ôîðìóëû ïåðåõî-
äà � ðàçíûå íà ðàçíûõ óðîâíÿõ). Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ìåòîäà óäàëîñü íàéòè
ïîêàçàòåëè ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ âñïëåñêîâ Äîáåøè è äîêàçàòü ãèïîòåçó, ñôîðìóëè-
ðîâàííóþ Äèí, Ëåâèíûì, Ðåíäåðîì è Êîó÷åâûì â 2013.

Ðàáîòû, îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü â 2014 ã.

1. V.Yu.Protasov and D.O.Logofet, Rank-one corrections of nonnegative matrices with an
application to matrix population models, SIAM J. Matrix Anal. Appl., 35 (2014), no 2,
749�764.

2. À.Ñ.Âîéíîâ, Â.Þ.Ïðîòàñîâ, Êîìïàêòíûå íåñæèìàþùèå ïîëóãðóïïû àôôèííûõ îïå-
ðàòîðîâ, Ìàòåì. Ñá., ïðèíÿòà ê ïå÷àòè (2014).

3. Â.Þ.Ïðîòàñîâ, Äâà âåêà òåîðåìû Ïîíñåëå, Êâàíò, No 5-6 (2014), 2-12.

4. V.Yu.Protasov, Spectral simplex method, submitted to Mathematical Programming (2014).

5. N.Guglielmi, L.Laglia, and V.Yu.Protasov, Polytope Lyapunov functions for stable and
for stabilizable LSS, arXiv 1406.5927, submitted to Found. Comput. Math. (2014).

6.M.Charina, C.Conti, N.Guglielmi, and V.Yu.Protasov,Regularity of non-stationary subdivisions,
arXiv 1411.0497, submitted to SIAM J. Math. Anal. (2014).

7. V.Yu.Protasov and R.Jungers, Stability of linear switching systems and Markov-Bernstein
inequalities for exponents, arXiv 1407.3927, submitted to IEEE Transactions on Automatic
Control (2014).

8. V.Yu.Protasov and R.Jungers, Resonance and marginal instability of switching systems,
arXiv 1411.0497, submitted to Nonlinear Analysis: Hybrid Systems (2014).

9. V.Yu.Protasov and A.S.Voynov, Matrix semigroups with constant spectral radius, arXiv
1407.6568, submitted to Advances in Mathematics.

Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ

1. International conference SMART2014, Ïîíòèíüÿíî, Ñèåíà (Èòàëèÿ), 28 ñåíòÿáðÿ - 1
îêòÿáðÿ 2014 (ïëåíàðíûé äîêëàä) .

2. International conference �Wavelets and Applictions�, Äåëè (Èíäèÿ), 24-30 äåêàáðÿ 2014
(ïëåíàðíûé äîêëàä) .

3. Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ, Êàçàíü, 23-26 îêòÿáðÿ 2014 (ïëåíàðíûé äîêëàä) .
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Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ

University of L'Aquila (Àêâèëà, Èòàëèÿ), ÿíâàðü 2014.

Gran Sassa Institute (Àêâèëà, Èòàëèÿ), ìàðò 2014.
Catholic University Louvain (Ëîóâàéí-ëÿ-Í¼â, Áåëüãèÿ), ìàé 2014.

Ðàáîòà â ðåäêîëëåãèÿõ æóðíàëîâ

÷ëåí ðåäêîëëåãèè æóðíàëà Ìàòåìàòè÷åñêèé Ñáîðíèê

÷ëåí ðåäêîëëåãèè æóðíàëà Communications in Mathematics and Applications

÷ëåí ðåäêîëëåãèè æóðíàëà Êâàíò

Îïïîíèðîâàíèå äèññåðòàöèé

êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ Ñ.Ñ.Ñâèñòóíîâà (Óðàëüñêèé Ôåä. Óí-ò, Åêàòåðèíáóðã),
äåêàáðü 2013)

êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ Ã.À.Äóáîñàðñêîãî (ÈÌÌÓðÎ ÐÀÍ, Åêàòåðèíáóðã),
èþíü 2014.

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Ïðåïîäàâàíèå.

Çàíÿòèÿ ñî ñòóäåíòàìè ïî êóðñó �Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå� (ÌÃÓ, ìåõ-ìàò)
Êóðñ �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå� (ÌÃÓ, ìåõ-ìàò),
ñîâìåñòíî ñ Ê.Ñ.Ðþòèíûì è Ì.Ï.Çàïëåòèíûì.

Ñî-ðóêîâîäèòåëü äâóõ ñïåöñåìèíàðîâ íà ìåõ-ìàòå ÌÃÓ.

Êóðñ �Introduction to Wavelets�, Gran Sassa Institute, Àêâèëà (Èòàëèÿ).

Ó÷àñòèå â ïðîâåäåíèè ìåõ-ìàòîâñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû,
à òàêæå îëèìïèàäû êàôåäðû ÎÏÓ �Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è�

Âûñòóïëåíèÿ ñ ëåêöèÿìè íà âûåçäíîì ñåìèíàðå ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè (2-9 ìàÿ 2014)
è íà Ðåñïóáëèêàíñêîé êîíôåðåíöèè ó÷èòåëåé Òàòàðñòàíà (Êàçàíü, 25 îêòÿáðÿ 2014).

Ëåêöèè äëÿ øêîëüíèêîâ â ìàëîì ØÀÄ, ßíäåêñ (Ìîñêâà),
øêîëàõ No 57 è No 218 (Ìîñêâà), â ëèöåå Ëîáà÷åâñêîãî (Êàçàíü).
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Íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî.

àñïèðàíòû:

Àâêñåíòüåâ Åâãåíèé, àñïèðàíòóðà ìåõ-ìàòà ÌÃÓ.
Âîéíîâ Àíäðåé, àñïèðàíòóðà ìåõ-ìàòà ÌÃÓ.
Íèëîâ Ôåäîð, àñïèðàíòóðà ìåõ-ìàòà ÌÃÓ.

ñòóäåíòû:

Ëàõòàíîâ Èâàí (ìåõ-ìàò ÌÃÓ, 3 êóðñ);
Êóçèí Ìèõàèë (ìåõ-ìàò ÌÃÓ, 3 êóðñ).

Ðàáîòà ñî øêîëüíèêàìè.

Îðãàíèçàöèÿ è ðàáîòà â æþðè ãåîìåòðè÷åñêîé îëèìïèàäû èì. È.Ô.Øàðûãèíà;
Ðàáîòà â ðåäêîëëåãèè æóðíàëà �Êâàíò�.
Ðóêîâîäèòåëü äèïëîìíûõ ðàáîò Íàòàëüè Áàñèìîâîé (øêîëà 2007, Ìîñêâà, 10 êë.) è
Ðîìàíà Êðóòîâñêîãî (øêîëà 1514, Ìîñêâà, 11 êë.).
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