
Çàäà÷è ïî êîíå÷íûì òîïîëîãèÿì

Ëèñòîê 3

Îïðåäåëåíèå.ÏóñòüX è Y � êîíå÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.Êîìïàêòíî-
îòêðûòîé òîïîëîãèåé íà Y X íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèÿ, âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà ïîëó-
÷åíû ïåðåñå÷åíèÿìè è îáúåäèíåíèÿìè ìíîæåñòâ âèäà

ApC,Uq � tf P Y X | fpCq � Uu,

ãäå C � X � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî, à U � Y � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå.
Çàìå÷àíèå. Â îáùåì îïðåäåëåíèè C äîëæíî áûòü êîìïàêòíûì, à ïåðåñå÷åíèÿ

òîëüêî êîíå÷íûå, â ñâÿçè ñ ÷åì è íàçâàíèå. Ëþáîå êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî,
ïîýòîìó îïðåäåëåíèå â íàøåì ñëó÷àå óïðîùàåòñÿ.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ òîïîëîãèÿ íà Y X ñîîòâåòñòâóåò
ïðåäïîðÿäêó ïîòî÷å÷íîãî ñðàâíåíèÿ íà Y X .

Çàäà÷à 2. Ïóñòü Ck îáîçíà÷àåò ÷óì ãðàíåé ãðàíèöû k-óãîëüíèêà (îêðóæíîñòè,
ðàçáèòîé íà k äóæåê). Íàéäèòå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà pCkq

Cn äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k, n ¥ 2.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êè x, y P X ñâÿçàíû íåïðåðûâíûì ïóòåì â
êîíå÷íîé òîïîëîãèè X, òî ñóùåñòâóåò çèãçàã

x ¤ z1 ¥ z2 ¤ z3 ¥ � � � ¤ y.

Çàäà÷à 4. Ïîñòðîéòå ÿâíî äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ X Ñ X{ �, ãäå X êî-
íå÷íûé ïðåä÷óì, à X{ � � ÷óì, ïîëó÷åííûé îòîæäåñòâëåíèåì ïàð x, y ñ x ¤ y è
y ¤ x.

Çàäà÷à 5.* Äîêàæèòå àíàëîã ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ãäå âìåñòî êîíå÷íûõ òî-
ïîëîãèé èñïîëüçóþòñÿ ïîðÿäêîâûå êîìïëåêñû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ (ïðåä)÷óìàõ. Ýòî
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íóæíî åùå ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü, ÷òî òàêîå ïîðÿäêîâûé êîìïëåêñ
ïðåä÷óìà.

Çàäà÷à 6. Ïîñòðîéòå ÿâíî äåôîðìàöèîííóþ ðåòðàêöèþ X Ñ Xztxu, ãäå X êî-
íå÷íûé ÷óì, à x � upbeat èëè downbeat.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå àíàëîã ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ãäå âìåñòî êîíå÷íûõ òî-
ïîëîãèé èñïîëüçóþòñÿ ïîðÿäêîâûå êîìïëåêñû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷óìàõ.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü C � êîíå÷íîå ÿäðî, è f : C Ñ C îòîáðàæåíèå ãîìîòîïíîå òîæ-
äåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ idC . Äîêàæèòå, ÷òî f � idC . Óêàçàíèå (ýêâèâàëåíòíàÿ
ôîðìóëèðîâêà): â ÷óìå CC ýëåìåíò idC íå ñâÿçàí ñ äðóãèìè ýëåìåíòàìè. Äîïóñòèì,
÷òî ñóùåñòâóåò f ¥ idC . Äîêàæèòå, ÷òî fpxq � x, èíäóêöèåé, äâèãàÿñü ñ ñàìûõ
áîëüøèõ ýëåìåíòîâ x P C, è ïîëüçóÿñü îòñóòñòâèåì downbeat'îâ. È àíàëîãè÷íî, åñëè
f ¤ idC , òî f � idC .

Çàäà÷à 9. Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèì óïðàæíåíèåì, äîêàæèòå òåîðåìó Ñòîíãà: X �
Y ô coreX � coreY .
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X è Y � ÷óìû. Ïàðà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé f : X Õ Y : g
íàçûâàåòñÿ (ñîõðàíÿþùèì ïîðÿäîê) ñîîòâåòñòâèåì Ãàëóà, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû
ýëåìåíòîâ x P X, y P Y óñëîâèå fpxq ¤ y â Y ýêâèâàëåíòíî x ¤ gpyq â X.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëèòü
óñëîâèåì

@x P X : x ¤ gpfpxqq è @y P Y : fpgpyqq ¤ y.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìåæäó äâóìÿ êîíå÷íûìè ÷óìàìè X, Y åñòü ñî-
îòâåòñòâèå Ãàëóà, òî X � Y .

Çàäà÷à 12.* Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó Êâèëëåíà. Íàïîìíèì, ÷òî p-ãðóïïîé
íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ìîùíîñòè pk, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, k ¥ 1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ
ãðóïïà, à p � ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ÷óì SppGq âñåõ p-ïîäãðóïï
â G, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ, è ÷óì AppGq âñåõ àáåëåâûõ p-ïîäãðóïï â G.
Äîêàæèòå, ÷òî SppGq � AppGq è ordSppGq � ordAppGq.
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