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����������� � ������ �������� ±²®¿¹¥¥ ¯¿²®¥ ¨§¤ ¨¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¯°¥¤»¤³¹¥£® ·¥²¢¥°-²®£® ¨±¯° ¢«¥¨¥¬ °¿¤  ¯®£°¥¸®±²¥© ¨ ®¯¥· ²®ª.�¢²®° ¡« £®¤ °¨² �.�.� ¤¨®®¢  ¨ °¥¤ ª²®°  ª¨£¨�. �.�¹¥ª® §  ¯®«¥§»¥ § ¬¥· ¨¿.�¥²¿¡°¼ 1998 £. �.�¥«¼´ ¤����������� � ���������� ��������  ±²®¿¹¥¥ ·¥²¢¥°²®¥ ¨§¤ ¨¥ ¤®¡ ¢«¥ ®¢»© ¯ ° -£° ´ À�¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥Á (x 25),  ¯¨± »© ±®¢¬¥±²® ±�.�. �° ¥¢»¬. �®¡ ¢«¥» ² ª¦¥ ¯. 6 ¢ x 9 ¨ ²¥ª±²,  ¯¥· ² »©¬¥«ª¨¬ ¸°¨´²®¬, ¢ ª®¶¥ ¯. 2 x 23.�¢²®° ¡« £®¤ °¨² ·¨² ²¥«¥© �. �.� °®¢±ª®£® (£.� ³ ±) ¨�. �.�¬¥« ª®¢  (£.�®±ª¢ ) §  § ¬¥· ¨¿, ¯®§¢®«¨¢¸¨¥ ¨±¯° -¢¨²¼ °¿¤ ®¯¥· ²®ª ¨ ¯®£°¥¸®±²¥©.�¥ª ¡°¼ 1970 £. �.�¥«¼´ ¤����������� � �������� �������� ±²®¿¹¥¥ ²°¥²¼¥ ¨§¤ ¨¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¢²®°®£® °¿¤®¬ ¯¥°¥-¤¥«®ª ¨ ¤®¡ ¢«¥¨© ¢ ° §«¨·»µ ¬¥±² µ ª¨£¨.� ¨¡®«¥¥ ±³¹¥±²¢¥®¥ ¤®¡ ¢«¥¨¥ | ®¢®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®²¥®°¥¬» ® ¯°¨¢¥¤¥¨¨ ¬ ²°¨¶» ª ¦®°¤ ®¢®© ®°¬ «¼®© ´®°¬¥(x 19).�  ¯®¬®¹¼ ¢ ¯¥°¥° ¡®²ª¥ ª¨£¨ ¿ ¡« £®¤ °¾ �.�®®¬ °¥¢  ¨�.�.� ¯¨°®.�« £®¤ °¾ ² ª¦¥ °¥¤ ª²®°  ª¨£¨ �.�.�¨«¥ª¨  §  °¿¤¶¥»µ ±®¢¥²®¢.�¥ª ¡°¼ 1965 £. �.�¥«¼´ ¤



6 ¯°¥¤¨±«®¢¨¥ ª® ¢²®°®¬³ ¨§¤ ¨¾����������� �O ������� ��������²®°®¥ ¨§¤ ¨¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¯¥°¢®£® °¿¤®¬ ±³¹¥±²¢¥»µ¨§¬¥¥¨© ¨ ¤®¯®«¥¨©. � ¨¡®«¥¥ ª°³¯»¬¨ ¨§ ¨µ ¿¢«¿¾²±¿±«¥¤³¾¹¨¥: ¢ª«¾·¥» ¤¢  ¤®¡ ¢«¥¨¿, ¯®¬¥¹¥»¥ ¢ ª®¶¥ ª¨-£¨: ® ¢»·¨±«¨²¥«¼»µ ¬¥²®¤ µ «¨¥©®©  «£¥¡°» ¨ ® ²¥®°¨¨ ¢®§-¬³¹¥¨©, ¤®¡ ¢«¥ ¯ ° £° ´, ¯®±¢¿¹¥»© ½ª±²°¥¬ «¼»¬ ±¢®©-±²¢ ¬ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©, ¨ ¯ ° £° ´ ® �-¬ ²°¨¶ µ (xx 17 ¨22), § ®¢®  ¯¨±   £« ¢  ® ¦®°¤ ®¢®© ®°¬ «¼®© ´®°¬¥ «¨-¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¯¥°¥° ¡®²   ·¥²¢¥°² ¿ £« ¢ . �°®¬¥²®£®, ±¤¥« ® ¬®£® ¡®«¥¥ ¬¥«ª¨µ ¤®¡ ¢«¥¨© ¨ ¨§¬¥¥¨©. �®-¢»© ²¥ª±²  ¯¨±  ¬®¾ ±®¢¬¥±²® ± �.�.� ¯¨°®.�»° ¦ ¾ ¡« £®¤ °®±²¼ �.�. �³°®¸³, ¯°¥¤®±² ¢¨¢¸¥¬³ ¢¬®¥ ° ±¯®°¿¦¥¨¥ § ¯¨±¨ ±¢®¨µ «¥ª¶¨© ¯® ²¥§®°®©  «£¥¡°¥. � °¿¤ ¶¥»µ § ¬¥· ¨© ¡« £®¤ °¾ �. �.�®¬¨ .�« £®¤ °¾ ² ª¦¥ �.�.�¥²«¨  §  ¯®¬®¹¼ ¯°¨ ®´®°¬«¥¨¨°³ª®¯¨±¨ ¨ °¿¤ ±®¢¥²®¢.�¥²¿¡°¼ 1950 £. �.�¥«¼´ ¤����������� � ������� �������� ®±®¢³  ±²®¿¹¥© ª¨£¨ ¯®«®¦¥ ª³°± «¨¥©®©  «£¥¡°»,·¨² »©  ¢²®°®¬   ¬¥µ ¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¬ ´ ª³«¼²¥²¥ �®-±ª®¢±ª®£® £®±³¤ °±²¢¥®£® ³¨¢¥°±¨²¥²  ¨ ¢ �¥«®°³±±ª®¬ £®±³-¤ °±²¢¥®¬ ³¨¢¥°±¨²¥²¥.�  ¯¨± ¨¨ ½²®© ª¨£¨ ¯°¨¿« § ·¨²¥«¼®¥ ³· ±²¨¥ �¥°£¥©� ±¨«¼¥¢¨· �®¬¨. �£® ¯®¬®¹¼ ¡»«   ±²®«¼ª® ±³¹¥±²¢¥ , ·²®¡¥§ ¥¥ ½²  ª¨£  ¢°¿¤ «¨ ¬®£«  ¡»²¼  ¯¨±  .�¢²®° ¢»° ¦ ¥² ¡« £®¤ °®±²¼ ¤®¶¥²³ ��� �.�.�³°¥¶ª®-¬³, ¯°¥¤®±² ¢¨¢¸¥¬³ ¢ ¥£® ° ±¯®°¿¦¥¨¥ ®¡° ¡®² »¥ § ¯¨±ª¨«¥ª¶¨©, ·¨² »µ  ¢²®°®¬ ¢ 1945 £.,   ² ª¦¥ �.�. � ©ª®¢³, ¢¨-¬ ²¥«¼® ¯°®·¨² ¢¸¥¬³ °³ª®¯¨±¼ ¨ ±¤¥« ¢¸¥¬³ °¿¤ ¶¥»µ § -¬¥· ¨©.�¥ª®²®°»¥ ¬¥±²  ¢ ²¥ª±²¥  ¯¥· ² » ¬¥«ª¨¬ ¸°¨´²®¬. �²¨° §¤¥«» ¥ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢ ®±®¢®¬ ²¥ª±²¥ ¨ ¯°¨ ¯¥°¢®¬ ¯®¢¥°µ-®±²®¬ ·²¥¨¨ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°®¯³¹¥».�¢ °¼ 1948 £. �.�¥«¼´ ¤



����� In-������ ������������. ��������� ���������� �����x 1. �¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®1. �¯°¥¤¥«¥¨¥ «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ . � ±²® ¯°¨-µ®¤¨²±¿ ¢±²°¥· ²¼±¿ ± ®¡º¥ª² ¬¨,  ¤ ª®²®°»¬¨ ¯°®-¨§¢®¤¿²±¿ ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±« .�°¨¢¥¤¥¬ ¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢.1. � £ ¥ ® ¬ ¥ ² ° ¨ ¨ ®¡º¥ª² ¬¨ ² ª®£® °®¤  ¿¢«¿-¾²±¿ ¢¥ª²®°» ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ². ¥.  ¯° -¢«¥»¥ ®²°¥§ª¨. �°¨ ½²®¬, ¥±«¨ ¤¢   ¯° ¢«¥»µ ®²-°¥§ª  ¬®¦® ±®¢¬¥±²¨²¼ ¯ ° ««¥«¼»¬ ¯¥°¥®±®¬, ²®±·¨² ¥²±¿, ·²® ®¨ ®¯°¥¤¥«¿¾² ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ¢¥ª²®°.�®½²®¬³ ³¤®¡® ¢±¥ ½²¨ ®²°¥§ª¨ ®²ª« ¤»¢ ²¼ ®² ®¤®©ª ª®©-«¨¡® ²®·ª¨, ª®²®°³¾ ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼  · «®¬ª®®°¤¨ ². �¯¥° ¶¨¿ ±«®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢, ª ª ¨§¢¥±²®,®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ±³¬¬®© ¢¥ª²®°®¢ x ¨y ¬» ±·¨² ¥¬ ¤¨ £® «¼ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬  ±® ±²®°® ¬¨x ¨ y. �§¢¥±²»¬ ®¡° §®¬ ¢¢®¤¨²±¿ ² ª¦¥ ³¬®¦¥¨¥  ·¨±« .2. �   « £ ¥ ¡ ° ¥ ¬» ¢±²°¥· ¥¬±¿ ± ±¨±²¥¬ ¬¨ n·¨±¥« x = (�1; �2; : : : ; �n) ( ¯°¨¬¥°, ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶»,±®¢®ª³¯®±²¼ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ «¨¥©®© ´®°¬» ¨ ². ¤.).�«¿ ² ª¨µ ±¨±²¥¬ ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿  ·¨±«  ®¡»·® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ² ª: ±³¬¬®© ±¨±²¥¬x = (�1; �2; : : : ; �n) ¨ y = (�1; �2; : : : ; �n)  §»¢ ¥²±¿



8 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i±¨±²¥¬  x+ y = (�1+ �1; �2+ �2; : : : ; �n+ �n). �°®¨§¢¥¤¥-¨¥¬ ±¨±²¥¬» x = (�1; �2; : : : ; �n)   ·¨±«® � ¬» ±·¨² ¥¬±¨±²¥¬³ �x = (��1; ��2; : : : ; ��n).3. �      « ¨ § ¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿´³ª¶¨© ¨ ³¬®¦¥¨¿ ¨µ   ·¨±« . � ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬»¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±®¢®ª³¯®±²¼¢±¥µ ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨©, § ¤ »µ   ±¥£¬¥²¥ [a; b].� ¯°¨¢¥¤¥»µ ¯°¨¬¥° µ ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ ®¯¥° ¶¨¨ ±«®-¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«  ¯°®¨§¢®¤¿²±¿  ¤ ±®¢¥°-¸¥® ° §»¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¨§³·¨²¼ ¢±¥² ª¨¥ ¯°¨¬¥°» ± ¥¤¨®© ²®·ª¨ §°¥¨¿, ¬» ¢¢¥¤¥¬ ¯®-¿²¨¥ «¨¥©®£®, ¨«¨  ´´¨®£®, ¯°®±²° ±²¢ .� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �®¦¥±²¢® R ½«¥¬¥²®¢x; y; z; : : :  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©»¬ ( ´´¨»¬) ¯°®±²-° ±²¢®¬, ¥±«¨:a) ª ¦¤»¬ ¤¢³¬ ½«¥¬¥² ¬ x ¨ y ¯®±² ¢«¥ ¢ ±®®²-¢¥²±²¢¨¥ ½«¥¬¥² z,  §»¢ ¥¬»© ±³¬¬®© ½«¥¬¥²®¢ x¨ y; ±³¬¬  ½«¥¬¥²®¢ x ¨ y ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ x+ y,b) ª ¦¤®¬³ ½«¥¬¥²³ x ¨ ª ¦¤®¬³ ·¨±«³ � ¨§ ¥ª®-²®°®£® ¯®«¿ ¯®±² ¢«¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ½«¥¬¥² �x, §»¢ ¥¬»© ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ½«¥¬¥²  x   ·¨±«® �.�²¨ ®¯¥° ¶¨¨ ¤®«¦» ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬²°¥¡®¢ ¨¿¬ ( ª±¨®¬ ¬):I. 1� x+ y = y + x (ª®¬¬³² ²¨¢®±²¼).2� (x+ y) + z = x+ (y + z) ( ±±®¶¨ ²¨¢®±²¼).3� �³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² 0 ² ª®©, ·²® x+0 = x¤«¿ «¾¡®£® x. �«¥¬¥² 0  §»¢ ¥²±¿ ³«¥¢»¬ ½«¥¬¥-²®¬. 4� �«¿ ª ¦¤®£® x ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥², ®¡®-§ · ¥¬»© ·¥°¥§ �x, ² ª®©, ·²® x+ (�x) = 0.II. 1� 1 � x = x,2� �(�x) = ��(x).III. 1� (�+ �)x = �x+ �x,2� �(x+ y) = �x+ �y.



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 9�» ¥ ±«³· ©® ¥ ±ª § «¨, ª ª ¨¬¥® ®¯°¥¤¥«¿-¾²±¿ ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±« . �²½²¨µ ®¯¥° ¶¨© ²°¥¡³¥²±¿ ²®«¼ª®, ·²®¡» ¡»«¨ ¢»¯®«¥-» ±´®°¬³«¨°®¢ »¥ ¢»¸¥  ª±¨®¬». �®½²®¬³ ¢±¿ª¨©° §, ª®£¤  ¬» ¢±²°¥· ¥¬±¿ ± ®¯¥° ¶¨¿¬¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿-¾¹¨¬¨ ¯¥°¥·¨±«¥»¬ ¢»¸¥ ³±«®¢¨¿¬, ¬» ¢¯° ¢¥ ±·¨-² ²¼ ¨µ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±« ,  ±®¢®ª³¯®±²¼ ½«¥¬¥²®¢, ¤«¿ ª®²®°»µ ½²¨ ®¯¥° ¶¨¨³±² ®¢«¥»,| «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.�°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢ ¯°¨¢¥¤¥-»µ ¯°¨¬¥° µ 1{3 ½²¨  ª±¨®¬» ¢»¯®«¥». �®½²®¬³1{3 ¿¢«¿¾²±¿ ¯°¨¬¥° ¬¨ «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢.� ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢.4. �®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨, ¥ ¯°¥-¢»¸ ¾¹¥©  ²³° «¼®£® ·¨±«  n, ± ®¡»·»¬¨ ®¯¥° -¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ¬®£®·«¥®¢ ¨ ³¬®¦¥¨¿ ¨µ   ·¨±« ®¡° §³¥² «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®.� ¬¥²¨¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ n ¥®¡° §³¥² «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ , ² ª ª ª ±³¬¬  ¤¢³µ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ n ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ¬®£®·«¥®¬¡®«¥¥ ¨§ª®© ±²¥¯¥¨:  ¯°¨¬¥°(tn + t) + (�tn + t) = 2t:5. �«¥¬¥² ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  R ¿¢«¿¾²±¿ ¬ ²°¨¶»¯®°¿¤ª  n. �³¬¬®© ¬ ²°¨¶ kaikk ¨ kbikk  §»¢ ¥²±¿ ¬ -²°¨¶  kaik + bikk, ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¬ ²°¨¶» kaikk   ·¨-±«® �|¬ ²°¨¶  k�aikk. �³«¥¢»¬ ½«¥¬¥²®¬ ¯°¨ ½²®¬¡³¤¥² ¬ ²°¨¶ , ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ®¤¨µ ³«¥©. �®¦® ¯°®-¢¥°¨²¼, ·²® ¢±¥  ª±¨®¬» «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  §¤¥±¼¢»¯®«¥».6. �®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨, ¥ ¯°¥-¢»¸ ¾¹¥©  ²³° «¼®£® ·¨±«  n, ¨ ¨¬¥¾¹¨µ ¯®«®¦¨-²¥«¼»¥ ª®½´´¨¶¨¥²», ¥ ®¡° §³¥² «¨¥©®£® ¯°®±-²° ±²¢ : ¥±«¨ ¬®£®·«¥ P (x) ¢µ®¤¨² ¢ ½²³ ±®¢®ª³¯-®±²¼, ²® �P (x) ¢ ¥¥ ¥ ¢µ®¤¨².



10 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i7. �¥ ®¡° §³¥² «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  ¨ ±®¢®ª³¯-®±²¼ ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨©   ±¥£¬¥²¥ [a; b] ² ª¨µ,·²® jf(x)j 6 1: ¨§ ²®£®, ·²® jf1(x)j 6 1 ¨ jf2(x)j 6 1, ¥±«¥¤³¥² jf1(x) + f2(x)j 6 1.�«¥¬¥²» «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  ¬» ¡³¤¥¬  §»-¢ ²¼ ¢¥ª²®° ¬¨. �® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢®, ·²® ½²® ±«®¢® · -±²® ³¯®²°¥¡«¿¥²±¿ ¢ ¡®«¥¥ ³§ª®¬ ±¬»±«¥ (² ª, ª ª ¢¯°¨¬¥°¥ 1), ¥ ¤®«¦®  ± ±¬³¹ ²¼. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥¯°¥¤±² ¢«¥¨¿, ±¢¿§ »¥ ± ½²¨¬ ±«®¢®¬, ¯®¬®£³²  ¬³¿±¨²¼,   ¨®£¤  ¨ ¯°¥¤¢¨¤¥²¼, °¿¤ °¥§³«¼² ²®¢.�±«¨ ·¨±«  �; �; : : : , ³· ±²¢³¾¹¨¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ «¨-¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¢¥¹¥±²¢¥», ²® ¯°®±²° ±²¢® §»¢ ¥²±¿ ¢¥¹¥±²¢¥»¬ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.�±«¨ ¦¥ ½²¨ ·¨±«  �; �; : : : ¡¥°³²±¿ ¨§ ¯®«¿ ª®¬¯«¥ª±»µ·¨±¥«, ²® R  §»¢ ¥²±¿ ª®¬¯«¥ª±»¬ «¨¥©»¬ ¯°®±²-° ±²¢®¬.�®«¥¥ ®¡¹®, ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® �; �; : : : | ½«¥¬¥²»¯°®¨§¢®«¼®£® ¯®«¿ K. �®£¤  R  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±-²¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ K. �®£¨¥ ¯®¿²¨¿ ¨ ²¥®°¥¬», ¨§« £ ¥¬»¥ ¨¦¥,¢ · ±²®±²¨, ¢±¥ ±®¤¥°¦ ¨¥ ½²®£® ¯ ° £° ´ ,  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¯¥-°¥®±¿²±¿   «¨¥©»¥ ¯°®±²° ±²¢   ¤ «¾¡»¬ ¯®«¥¬. �¤ ª®¢ £« ¢¥ I ¬» ¡³¤¥¬ ®¡»·® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® R|¢¥¹¥±²¢¥®¥«¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®.2. �¨±«® ¨§¬¥°¥¨© (° §¬¥°®±²¼) ¯°®±²° ±²¢ .� ¦³¾ °®«¼ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¡³¤¥² ¨£° ²¼ ¯®¿²¨¥ «¨-¥©®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¨ «¨¥©®© ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥ª²®-°®¢.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �³±²¼ R|«¨¥©®¥ ¯°®±-²° ±²¢®. �¥ª²®°» x; y; z; : : : ; v  §»¢ ¾²±¿ «¨-¥©® § ¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ·¨±« �; �; ; : : : ; �, ¨§ ª®²®°»µ µ®²¿ ¡» ®¤® ®²«¨·® ®² ³-«¿, ·²® �x+ �y + z + : : :+ �v = 0: (1)�¥ª²®°», ¥ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ «¨¥©® § ¢¨±¨¬»¬¨,  §»-¢ ¾²±¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨. �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨,



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 11¢¥ª²®°» x; y; z; : : : ; v  §»¢ ¾²±¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨-¬»¬¨, ¥±«¨ ° ¢¥±²¢®�x+ �y + z + : : :+ �v = 0¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¯°¨ � = � =  = : : : = � = 0.�³±²¼ ¢¥ª²®°» x; y; z; : : : ; v «¨¥©® § ¢¨±¨¬», ². ¥.¯³±²¼ ®¨ ±¢¿§ » ±®®²®¸¥¨¥¬ ¢¨¤  (1), ¢ ª®²®°®¬µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢,  ¯°¨¬¥° �, ®²«¨·¥®² ³«¿. �®£¤  �x = ��y � z � : : : � �v¨, ° §¤¥«¨¢   � ¨ ¯®«®¦¨¢��� = �; � � = �; : : : ; � �� = �;¯®«³·¨¬: x = �y + �z + : : : + �v: (2)�±«¨ ¢¥ª²®° x ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» y; z; : : : ; v¢ ¢¨¤¥ (2), ²® ¬» ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® x ¥±²¼ «¨¥© ¿ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ y; z; : : : ; v.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ¢¥ª²®°» x; y; z; : : : ; v «¨¥©®§ ¢¨±¨¬», ²® µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ¨µ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®©ª®¬¡¨ ¶¨¥© ®±² «¼»µ. �» ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢¥°® ¨ ®¡° ²®¥, ². ¥. ·²® ¢¥ª²®°»,®¤¨ ¨§ ª®²®°»µ ¥±²¼ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ®±² «¼-»µ, «¨¥©® § ¢¨±¨¬».� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �°®¢¥°¨²¼, ·²® ¥±«¨ ±°¥¤¨ ¢¥ª²®°®¢x; y; z; : : : ; v ¨¬¥¥²±¿ ³«¥¢®© ¢¥ª²®°, ²® ½²¨ ¢¥ª²®°» ®¡¿§ ²¥«¼-® «¨¥©® § ¢¨±¨¬».2. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ª «¨¥©® § ¢¨±¨¬»¬ ¢¥ª²®° ¬ x; y; z; : : :¤®¡ ¢¨²¼ ¥¹¥ ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¢¥ª²®°» u; v; : : : , ²® ¢±¥ ½²¨ ¢¥ª²®°»¢¬¥±²¥ ² ª¦¥ ¡³¤³² «¨¥©® § ¢¨±¨¬».3. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¢¥ª²®°» y; z; : : : ; v «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¨ ¢¥ª²®° x ¥±²¼ ¨µ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿x = �y + �z + : : :+ �v; (3)²® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (3) ¥¤¨±²¢¥®.



12 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i� ª   §    ¨ ¥. �°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ¥±²¼ ¤°³£®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥:x = �1y + �1z + : : :+ �1v; (4)¨ ¢»·¥±²¼ ° ¢¥±²¢® (4) ¨§ ° ¢¥±²¢  (3).�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯®¿²¨¿ ·¨±«  ¨§-¬¥°¥¨© (° §¬¥°®±²¨) ¯°®±²° ±²¢ .� ±®¢®ª³¯®±²¨ ¢¥ª²®°®¢   ¯°¿¬®© ¢±¿ª¨¥ ¤¢ ¢¥ª²®°  ¯°®¯®°¶¨® «¼», ². ¥. «¨¥©® § ¢¨±¨¬». � ¯«®±ª®±²¨ ¬®¦®  ©²¨ ¤¢  «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª-²®° , ® ³¦¥ ¢±¿ª¨¥ ²°¨ ¢¥ª²®°  «¨¥©® § ¢¨±¨¬». �±-«¨ R|±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° -±²¢ , ²® ²°¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°  ¢ R  ©²¨¬®¦®, ® ¢±¿ª¨¥ ·¥²»°¥ ¢¥ª²®°  «¨¥©® § ¢¨±¨¬».�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ·¨±«® «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢   ¯°¿¬®©, ¯«®±ª®±²¨, ¢ ²°¥µ¬¥°®¬¯°®±²° ±²¢¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ²¥¬, ·²® ¢ £¥®¬¥²°¨¨ ¯°¨¿-²®  §»¢ ²¼ ·¨±«®¬ ¨§¬¥°¥¨© ¯°¿¬®©, ¯«®±ª®±²¨, ¯°®-±²° ±²¢ . �±²¥±²¢¥® ¯®½²®¬³ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¡¹¥¥� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 3. �¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® R §»¢ ¥²±¿ n-¬¥°»¬, ¥±«¨ ¢ ¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² n «¨-¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ¥² ¡®«¼¸¥£® ·¨±«  «¨-¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢.�±«¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R ¬®¦®  ©²¨ «¾¡®¥ ·¨±«®«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢, ²® R  §»¢ ¥²±¿ ¡¥±-ª®¥·®¬¥°»¬.�¥±ª®¥·®¬¥°»¥ ¯°®±²° ±²¢  ±®±² ¢«¿¾² ¯°¥¤-¬¥² ±¯¥¶¨ «¼®£® ¨§³·¥¨¿. �» ¡³¤¥¬ ¢ ½²®© ª¨£¥ § -¨¬ ²¼±¿ ¢ ®±®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢ ¬¨ ª®¥·®£® ·¨±« ¨§¬¥°¥¨©.� ©¤¥¬ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ° ±±¬®²°¥»µ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°®¢1{5 ° §¬¥°®±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¯°®±²° ±²¢ .1. � ª ¬» ³¦¥ ³ª § «¨, ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R ¯°¨¬¥°  1¨¬¥¥²±¿ ²°¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®° ,   ¢±¿ª¨¥·¥²»°¥ ¢¥ª²®°  «¨¥©® § ¢¨±¨¬». �®½²®¬³ R ²°¥µ-¬¥°®.



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 132. R|¯°®±²° ±²¢®, ¢¥ª²®° ¬¨ ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿±¨±²¥¬» n ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥«.� ½²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦® ³ª § ²¼ n «¨¥©® ¥§ -¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢,  ¯°¨¬¥°x1 = (1; 0; : : : ; 0);x2 = (0; 1; : : : ; 0);. . . . . . . . . . . .xn = (0; 0; : : : ; 1)(¬» ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¤®ª § ²¼, ·²® ½²¨ ¢¥ª²®-°» ¤¥©±²¢¨²¥«¼® «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¢¥ª²®°»x1 = (�11; �12; : : : ; �1n);x2 = (0; �22; : : : ; �2n);x3 = (0; 0; : : : ; �3n);. . . . . . . . . . . . . . . . .xn = (0; 0; : : : ; �nn)¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R ² ª¦¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» (�11�22 : : : �nn 6= 0).3. R|¯°®±²° ±²¢® ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨©. �³±²¼N |¯°®¨§¢®«¼®¥ ¶¥«®¥ ·¨±«®. �®£¤  ´³ª¶¨¨ f1(t) �� 1, f2(t) = t, : : : , fN (t) = tN�1 ®¡° §³¾² ±®¢®ª³¯®±²¼N «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ (¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥-¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾). �» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢ ½²®¬ ¯°®±²-° ±²¢¥ ¨¬¥¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ·¨±«® «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨-¬»µ ´³ª¶¨©, ². ¥. R ¡¥±ª®¥·®¬¥°®.4. R|¯°®±²° ±²¢® ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ 6 n � 1.� ¥¬ n ¬®£®·«¥®¢ 1; t; : : : ; tn�1 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬».5. � ¯°®±²° ±²¢¥ ª¢ ¤° ²»µ ¬ ²°¨¶ kaikk ¯®°¿¤-ª  n ¢±¥ ¬ ²°¨¶», ³ ª®²®°»µ   ®¤®¬ ª ª®¬-«¨¡® ¬¥-±²¥ ±²®¨² ¥¤¨¨¶ ,     ®±² «¼»µ ¬¥±² µ ³«¨, «¨¥©-® ¥§ ¢¨±¨¬».� ¯°¨¬¥° µ 1, 2, 4 ¨ 5 ¬»  ¸«¨ ±¨±²¥¬³ ² ª¨µ«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fn, ·²® ª ¦¤»©



14 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¢¥ª²®° g ¥±²¼ ¨µ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿. �²®¡» ³±² ®-¢¨²¼, ·²® ° §¬¥°®±²¼ ª ¦¤®£® ¨§ ½²¨µ ¯°®±²° ±²¢° ¢  ·¨±«³ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fn,  ¬ ®±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼,·²® ¢ ½²¨µ ¯°®±²° ±²¢ µ ¥«¼§¿  ©²¨ ¤°³£®© ±¨±²¥¬»«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ g1; : : : ; gl ¢ ª®«¨·¥±²¢¥,¯°¥¢®±µ®¤¿¹¥¬ n. �²®² ´ ª² ¬®¦® ¢»¢¥±²¨ ¨§ ±«¥¤³-¾¹¥© ¯®«¥§®© «¥¬¬», ª®²®°®© ¬» ¥®¤®ª° ²® ¡³¤¥¬¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬.� ¥ ¬ ¬  . �³±²¼ ¢ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ § ¤  ±¨±²¥¬  ¨§ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fk:�³±²¼, ¤ «¥¥, ª ¦¤»© ¨§ ¢¥ª²®°®¢g1; : : : ; gl¥±²¼ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fk. �®£¤ ,¥±«¨ ¢¥ª²®°» g1; : : : ; gl «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ²® l 6 k.�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ±°¥¤¨ «¨¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨© k¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fk ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡®«¼¸¥ ·¥¬ k «¨¥©®¥§ ¢¨±¨¬»µ.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ® «¥¬¬» ¯°®¢¥¤¥¬ ¯® ¨¤³ª-¶¨¨. �°¨ k = 1 ®  ®·¥¢¨¤ . �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® «¥¬¬ ¢¥°  ¤«¿ k � 1 ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fk�1, ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¯°¨½²®¬, ·²® ®  ¢¥°  ¤«¿ k ¢¥ª²®°®¢.�² ª, ¯³±²¼ ±°¥¤¨ «¨¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ¢¥ª²®°®¢f1; : : : ; fk¥±²¼ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°» g1; : : : ; gl:g1 = �11f1 + : : :+ �1kfk;g2 = �21f1 + : : :+ �2kfk;. . . . . . . . . . . . . . . . . .gl = �l1f1 + : : : + �lkfk: (5)� ¬  ¤® ¯®ª § ²¼, ·²® l 6 k. �±«¨ ¢±¥ ª®½´´¨¶¨¥-²» ¯°¨ fk ° ¢» ³«¾, «¥¬¬  ¤®ª §  , ² ª ª ª ¢ ½²®¬



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 15±«³· ¥, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° -¢¥±²¢® l 6 k � 1,   § ·¨², ¨ ¯®¤ ¢®, l 6 k. �³±²¼µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ fk,  ¯°¨¬¥° �lk,¥ ° ¢¥ ³«¾. �²®¡» ¯°®¢¥±²¨ ¨¤³ª¶¨¾, ¬» ¯®±²°®-¨¬ l�1 ®¢»µ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢, ª®²®°»¥¡³¤³² «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fk�1.�«¿ ½²®£® ¨§ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢  ¢»° §¨¬ fk:fk = 1�lk gl � �l1�lk f1 � : : :� �l;k�1�l;k fk�1:�²® ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ fk ¯®¤±² ¢¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢ ª ¦¤®¥ ¨§¯¥°¢»µ l � 1 ° ¢¥±²¢ (5) ¨ ±®¡¥°¥¬ ¯®¤®¡»¥ ·«¥».�» ¯®«³·¨¬ ° ¢¥±²¢  ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :g1 � �1k�lk gl = �11f1 + : : :+ �1;k�1fk�1;g2 � �2k�lk gl = �21f1 + : : :+ �2;k�1fk�1;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .gl�1 � �l�1;k�lk gl = �l�1;1f1 + : : :+ �l�1;k�1fk�1: (6)�²¨ ° ¢¥±²¢  ®§ · ¾², ·²® ª ¦¤»© ¨§ l� 1 ¢¥ª²®°®¢g01 = g1 � �1k�lk gl; : : : ; g0l�1 = gl�1 � �l�1;k�lk gl¥±²¼ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fk�1. �±-«¨ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ®¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ²®, ¯®¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, ®²±¾¤  ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼, ·²®l � 1 6 k � 1, ². ¥. l 6 k.� ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¬ ®±² «®±¼ ¯®ª § ²¼, ·²® ¢¥ª²®-°» g01; : : : ; g0l�1 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �® ½²® ¯®·²¨ ®·¥-¢¨¤®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® �1; : : : ; �l�1|² ª¨¥ ·¨±« , ·²®�1g01 + : : :+ �l�1g0l�1 = 0;



16 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i². ¥. ·²®�1�g1 � �1k�lk gl�+ : : :+ �l�1�gl�1 � �l�1;k�lk gl� = 0:� ±ª°»¢ ¿ ±ª®¡ª¨, ¯®«³· ¥¬:�1g1 + �2g2 + : : :+ �l�1gl�1 ����1�1k�lk + : : : + �l�1�l�1;k�lk � gl = 0:� ª ª ª ¢¥ª²®°» g1; : : : ; gl «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ¢±¥ª®½´´¨¶¨¥²» ¢ ¯®±«¥¤¥¬ ° ¢¥±²¢¥ ° ¢» ³«¾. �· ±²®±²¨, �1 = �2 = : : : = �l�1 = 0,   ½²® ®§ · ¥², ·²®¢¥ª²®°» g01; : : : ; g0l�1 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �¥¬¬  ¯®«®-±²¼¾ ¤®ª §  .�§ ¤®ª § ®© «¥¬¬» ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤³¾¹¨©, · ±²®®ª §»¢ ¾¹¨©±¿ ¯®«¥§»¬ °¥§³«¼² ²: ¥±«¨ ¢ ¯°®±²° -±²¢¥ R ±³¹¥±²¢³¾² k «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢f1; : : : ; fk ² ª¨µ, ·²® ª ¦¤»© ¢¥ª²®° ¨§ R ¥±²¼ ¨µ «¨-¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿, ²® ¯°®±²° ±²¢® R k-¬¥°®.�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ´ ª²  ¢¢¨¤³ ¥£® ¯°®±²®²» ¬»®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾.� ª ¦¤®¬ ¨§ ¯°¨¬¥°®¢ 2, 4 ¨ 5 ² ª ¿ ±¨±²¥¬  ¡»« ¢»¡°  . � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®ª § ®, ·²® ¢ ¯°¨¬¥° µ 2¨ 4 ° §¬¥°®±²¼ ¯°®±²° ±²¢  ° ¢  n,   ¢ ¯°¨¬¥°¥ 5° §¬¥°®±²¼ ¯°®±²° ±²¢  ° ¢  n2.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¢¥ª²®°» f1; : : : ; fk, ¢µ®-¤¿¹¨¥ ¢ ³±«®¢¨¥ «¥¬¬», «¨¥©® § ¢¨±¨¬», ²® l < k (  ¥ ²®«¼ª®l 6 k).3. � §¨± ¨ ª®®°¤¨ ²» ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 4. �®¢®ª³¯®±²¼ n «¨¥©® ¥-§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; en n-¬¥°®£® ¯°®±²° -±²¢  R  §»¢ ¥²±¿ ¡ §¨±®¬ ¢ R.� ¯°¨¬¥°, ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R, ° ±±¬®²°¥®¬ ¢¯°¨¬¥°¥ 1 (²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥), ¡ §¨± ®¡° -



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 17§³¾² «¾¡»¥ ²°¨ ¢¥ª²®° , ¥ «¥¦ ¹¨¥ ¢ ®¤®©¯«®±ª®±²¨.�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  ¢ ¥¬ ±³-¹¥±²¢³¥² n «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢, ². ¥. ±³¹¥-±²¢³¥² ¡ §¨±.�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°®¨§¢®«¼³¾ ±¨±²¥¬³ ¨§ k «¨¥©-® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fk, £¤¥ k < n, ¬®¦®¤®¯®«¨²¼ ¤® ¡ §¨±  ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R.�³±²¼ e1; : : : ; en|ª ª®©-«¨¡® ¡ §¨± ¢ R. �±«¨ ¡»ª ¦¤»© ¨§ ¢¥ª²®°®¢ e1; : : : ; en ¡»« «¨¥©®© ª®¬¡¨ -¶¨¥© ¢¥ª²®°®¢ fi, ²®, ±®£« ±® «¥¬¬¥, ¬» ¨¬¥«¨ ¡», ·²®n 6 k, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾, k < n. � -·¨², ±°¥¤¨ ¢¥ª²®°®¢ e1; : : : ; en ¥±²¼ µ®²¿ ¡» ®¤¨,  ¯°¨-¬¥° ep1 , ¥ ¿¢«¿¾¹¨©±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¢¥ª²®°®¢f1; : : : ; fk. �®¡ ¢¨¢ ¢¥ª²®° ep1 ª f1; : : : ; fk, ¬» ¯®«³·¨¬±¨±²¥¬³ ¨§ k+1 ¢¥ª²®°®¢, ª®²®°»¥ ¯®-¯°¥¦¥¬³ «¨¥©-® ¥§ ¢¨±¨¬» (¯®·¥¬³?).�±«¨ k + 1 < n, ²® ±°¥¤¨ ¢¥ª²®°®¢ e1; : : : ; en ±®¢ ¥±²¼ ¢¥ª²®° ep2 , ¥ ¿¢«¿¾¹¨©±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥©¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fk; ep1 . �®¡ ¢¨¬ ¨ ½²®² ¢¥ª²®° ª ±¨±²¥-¬¥. �²®² ¯°®¶¥±± ¬®¦® ¯°®¤®«¦¨²¼ ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª ¬» ¤®©¤¥¬ ¤® n «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢, ². ¥.¤® ¡ §¨± . �²®² ¡ §¨± ±®¤¥°¦¨² f1; : : : ; fk, ¨ ²¥¬ ± ¬»¬ ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.� ¥ ® ° ¥ ¬   1. � ¦¤»© ¢¥ª²®° x ¨§ n-¬¥°®£®¯°®±²° ±²¢  R ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼, ¨ ¯°¨ ²®¬ ¥¤¨-±²¢¥»¬ ®¡° §®¬, ª ª «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¢¥ª²®-°®¢ ¡ §¨± .� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ R. �°¨±®¥¤¨¨¬ ª ¨¬ ¯°®¨§¢®«¼»©¢¥ª²®° x ¨§ R. �¥ª²®°®¢ x; e1; e2; : : : ; en ³¦¥ n+1. �®½²®-¬³ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  ®¨ ¤®«¦-» ¡»²¼ «¨¥©® § ¢¨±¨¬», ². ¥.�0x+ �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen = 0; (7)



18 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i£¤¥ ¥ ¢±¥ �i ° ¢» ³«¾. �¨±«® �0 § ¢¥¤®¬® ®²«¨·®®² ³«¿, ² ª ª ª ¨ ·¥ ¨§ ´®°¬³«» (7) ±«¥¤®¢ «  ¡»«¨¥© ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; en.�»° §¨¬ ¨§ (7) ¢¥ª²®° x:x = ��1�0 e1 � �2�0 e2 � : : :� �n�0 en:�» ¤®ª § «¨, ·²® ª ¦¤»© ¢¥ª²®° x 2 R �) ¥±²¼ «¨¥©- ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; en.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ¯®«³·¥®£® ° §«®-¦¥¨¿. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢  ° §«®¦¥¨¿:x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen¨ x = �01e1 + �02e2 + : : : + �0nen:�»·¨² ¿, ¯®«³·¨¬:0 = (�1 � �01)e1 + (�2 � �02)e2 + : : :+ (�n � �0n)en:� ª ª ª e1; e2; : : : ; en «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ½²® ¢®§-¬®¦® «¨¸¼, ¥±«¨�1 � �01 = �2 � �02 = : : : = �n � �0n = 0;². ¥. �1 = �01; �2 = �02; : : : ; �n = �0n:�¤¨±²¢¥®±²¼ ° §«®¦¥¨¿ ¤®ª §  .� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 5. �±«¨ e1; e2; : : : ; en ¥±²¼ ¡ §¨±¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨x = �1e1 + �2e2 + : : : + �nen; (8)²® ·¨±«  �1; �2; : : : ; �n  §»¢ ¾²±¿ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¢¥ª-²®°  x ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en.�¥®°¥¬  1 ®§ · ¥², ·²® ¯°¨ § ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ e1;e2; : : : ; en ª ¦¤»© ¢¥ª²®° ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²» ¨ ¯°¨²®¬®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¥»¥.�) � ¯¨±¼ x 2 R ®§ · ¥², ·²® x ¯°¨ ¤«¥¦¨² R.



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 19�±«¨ ¢¥ª²®° x ¨¬¥¥² ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ª®®°¤¨ -²» �1; �2; : : : ; �n,   ¢¥ª²®° y|ª®®°¤¨ ²» �1; �2; : : : ; �n,². ¥. ¥±«¨ x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen;y = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen;²®x+ y = (�1 + �1)e1 + (�2 + �2)e2 + : : :+ (�n + �n)en;². ¥. ¢¥ª²®° x + y ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²» �1 + �1; �2 + �2; : : :: : : ; �n + �n. �¥ª²®° �x ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²» ��1; ��2; : : :: : : ; ��n.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ ±«®¦¥¨¨ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y ¨µª®®°¤¨ ²» ±ª« ¤»¢ ¾²±¿. �°¨ ³¬®¦¥¨¨ ¢¥ª²®°  x  ·¨±«® � ¥£® ª®®°¤¨ ²» ³¬®¦ ¾²±¿   ½²® ·¨±«®.�±® ² ª¦¥, ·²® ³«¥¢®© ¢¥ª²®°, ¨ ²®«¼ª® ®, ¨¬¥¥²¢±¥ ª®®°¤¨ ²» ° ¢»¬¨ ³«¾.� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. �«¿ ±«³· ¿ ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° -±²¢   ¸¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°  ±®¢¯ ¤ ¥² ±¨¬¥¾¹¨¬±¿ ¢   «¨²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°  ¢ ¥ª®²®°®© (¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ¯°¿-¬®³£®«¼®©) ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ².2. �³±²¼ R|¯°®±²° ±²¢®, ¢¥ª²®° ¬¨ ª®²®°®£®¿¢«¿¾²±¿ ±¨±²¥¬» x = (�1; �2; : : : ; �n) ¨§ n ·¨±¥«. �®§¼-¬¥¬ ¡ §¨± (±¬. ³¯° ¦¥¨¥   ±²°. 13)e1 = (1; 1; 1; : : : ; 1);e2 = (0; 1; 1; : : : ; 1);. . . . . . . . . . . . .en = (0; 0; 0; : : : ; 1):� ©¤¥¬ ª®®°¤¨ ²» �1; �2; : : : ; �n ¢¥ª²®°  x == (�1; �2; : : : ; �n) ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen;



20 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i². ¥.(�1; �2; : : : ; �n) = �1(1; 1; : : : ; 1) + �2(0; 1; : : : ; 1) +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ �n(0; 0; : : : ; 1) = (�1; �1 + �2; : : : ; �1 + �2 + : : : + �n):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ·¨±«  �1; �2; : : : ; �n  µ®¤¿²±¿ ¨§ ±«¥¤³-¾¹¥© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©:�1 = �1;�1 + �2 = �2;. . . . . . . . .�1 + �2 + : : : + �n = �n;®²ª³¤ �1 = �1; �2 = �2 � �1; : : : ; �n = �n � �n�1:� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢ R ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ±¢¿§¼ ¬¥¦-¤³ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  x = (�1; �2; : : : ; �n) ¨ ·¨±« -¬¨ �1, �2; : : : ; �n, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬¨ ½²®² ¢¥ª²®°,  ¨¡®«¥¥¯°®±² . �³±²¼ e1 = (1; 0; : : : ; 0);e2 = (0; 1; : : : ; 0);. . . . . . . . . . . .en = (0; 0; : : : ; 1)�®£¤ x = (�1; �2; : : : ; �n) == �1(1; 0; : : : ; 0) + �2(0; 1; : : : ; 0) + : : :+ �n(0; 0; : : : ; 1) == �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R, £¤¥ ª ¦¤»© ¢¥ª-²®° ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±¨±²¥¬  n ·¨±¥« (�1; �2; : : : ; �n),½²¨ ·¨±«  ¬®¦® ²° ª²®¢ ²¼ ª ª ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª-



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 21²®°  x = (�1; �2; : : : ; �n) ¢ ¡ §¨±¥ e1 = (1; 0; : : : ; 0), e2 == (0; 1; : : : ; 0), : : : , en = (0; 0; : : : ; 1).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¢ «¾¡®¬ ¡ §¨±¥e1 = (a11; a12; : : : ; a1n);e2 = (a21; a22; : : : ; a2n);. . . . . . . . . . . . . . . . .en = (an1; an2; : : : ; ann)ª®®°¤¨ ²» �1; �2; : : : ; �n ¢¥ª²®°  x = (�1; �2; : : : ; �n) ±³²¼ «¨¥©-»¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ·¨±¥« �1; �2; : : : ; �n.3. R|¯°®±²° ±²¢®, ¢¥ª²®° ¬¨ ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²-±¿ ¬®£®·«¥» ±²¥¯¥¨ 6 n � 1. �°®±²¥©¸¨¬ ¡ §¨±®¬¿¢«¿¥²±¿ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ e1 = 1, e2 = t, : : : ,en = tn�1. �®®°¤¨ ² ¬¨ ¬®£®·«¥  P (t) = a0tn�1 ++ a1tn�2 + : : :+ an�1 ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¿¢«¿¾²±¿, ª ª «¥£ª®¢¨¤¥²¼, ¥£® ª®½´´¨¶¨¥²» a0; a1; : : : ; an�1.�»¡¥°¥¬ ²¥¯¥°¼ ¤°³£®© ¡ §¨±:e01 = 1; e02 = t� a; e03 = (t� a)2; : : : ; e0n = (t� a)n�1:� ¦¤»© ¬®£®·«¥ P (t) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯® ´®°¬³«¥ �¥©-«®°  ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥:P (t) = P (a) + P 0(a)(t� a) + : : :+ P (n�1)(a)(n� 1)! (t� a)n�1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ P (t) ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²»P (a); P 0(a); : : : ; P (n�1)(a)(n� 1)! :4. �§®¬®°´¨§¬ n-¬¥°»µ ¯°®±²° ±²¢. � ° §®¡° -»µ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥° µ ¥ª®²®°»¥ ¯°®±²° ±²¢  ± ²®·ª¨§°¥¨¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ §¤¥±¼ ±¢®©±²¢ ¥ ®²«¨· ¾²±¿¤°³£ ®² ¤°³£ . � ª®¢»,  ¯°¨¬¥°, ®¡»·®¥ ²°¥µ¬¥°®¥¯°®±²° ±²¢® R ¯°¨¬¥°  1 ¨ ¯°®±²° ±²¢® R0, ¢ ª®²®-°®¬ ¢¥ª²®°» ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª ª ²°®©ª¨ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ·¨±¥«. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¢»¡° ¢ ¢ R ®¯°¥¤¥«¥³¾ ±¨±²¥¬³



22 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. iª®®°¤¨ ², ¬» ¬®¦¥¬ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ ¨§ R ¯®±² ¢¨²¼¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ±®¢®ª³¯®±²¼ ²°¥µ ¥£® ª®®°¤¨ ², ². ¥.¢¥ª²®° ¯°®±²° ±²¢  R0. �°¨ ±«®¦¥¨¨ ¢¥ª²®°®¢ ª®®°-¤¨ ²» ¨µ ±ª« ¤»¢ ¾²±¿,   ¯°¨ ³¬®¦¥¨¨   ·¨±«®¢±¥ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  ³¬®¦ ¾²±¿   ½²® ·¨±«®. �®-½²®¬³ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ´ ª²», ¢»²¥ª ¾¹¨¥ ¨§ ®¯°¥¤¥-«¥¨¿ «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ , ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² ¬¥±²®¢ R, ¬» ¬®¦¥¬ ¯ ° ««¥«¼® ¨§«®¦¨²¼ ª ª ¢ R, ² ª ¨ ¢¯°®±²° ±²¢¥ R0 ²°®¥ª ·¨±¥«.�®±ª®«¼ª³ ¥¤¨±²¢¥»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨, ª®²®°»¥ ¢¢¥-¤¥» ¢ «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢ µ, ¿¢«¿¾²±¿ ®¯¥° ¶¨¨±«®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ³¬®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°    ·¨±«®, ²®¥±²¥±²¢¥® ¢¢¥±²¨ ±«¥¤³¾¹¥¥� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 6. �¨¥©»¥ ¯°®±²° ±²¢  R ¨R0  §»¢ ¾²±¿ ¨§®¬®°´»¬¨, ¥±«¨ ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨x 2 R ¨ ¢¥ª²®° ¬¨ x0 2 R0 ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ¢§ -¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ �) x $ x0 ² ª, ·²®¥±«¨ ¢¥ª²®°³ x ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®° x0,   ¢¥ª²®°³y ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®° y0, ²®1� ¢¥ª²®°³ x+ y ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®° x0 + y0,2� ¢¥ª²®°³ �x ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®° �x0.�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§®¬®°´¨§¬  ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨x; y; : : : |¢¥ª²®°» ¨§ R,   x0; y0; : : : |±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥¨¬ ¢¥ª²®°» ¨§ R0, ²® ° ¢¥±²¢® �x + �y + : : : = 0 ° ¢-®±¨«¼® ° ¢¥±²¢³ �x0 + �y0 + : : : = 0. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¬ ¢¥ª²®° ¬ ¨§ R ±®®²¢¥²±²¢³¾² «¨-¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°» ¨§ R0, ¨ ®¡° ²®.�®§¨ª ¥² ¢®¯°®±, ª ª¨¥ ¯°®±²° ±²¢  ¨§®¬®°´»¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ª ª¨¥ ¥².�) �®®²¢¥²±²¢¨¥, ³±² ®¢«¥®¥ ¬¥¦¤³ ½«¥¬¥² ¬¨ ¤¢³µ ¬®-¦¥±²¢ R ¨ R0,  §»¢ ¥²±¿ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·»¬, ¥±«¨:1� ª ¦¤®¬³ ½«¥¬¥²³ ¨§ R ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¤¨ ¨ ²®«¼ª® ®¤¨½«¥¬¥² ¨§ R0,2� ª ¦¤»© ½«¥¬¥² ¨§ R0 ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯°¨ ½²®¬ ®¤®¬³ ¨²®«¼ª® ®¤®¬³ ½«¥¬¥²³ ¨§ R.



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 23�¢  ¯°®±²° ±²¢  ° §«¨·®© ° §¬¥°®±²¨ § ¢¥¤®-¬® ¥ ¨§®¬®°´» ¤°³£ ¤°³£³.� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³±²¼ R ¨ R0 ¨§®¬®°´». �§ ±¤¥« -®£® ¢»¸¥ § ¬¥· ¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ·¨±«®«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ R ¨ R0 ®¤® ¨ ²® ¦¥,². ¥. ° §¬¥°®±²¨ ¯°®±²° ±²¢ R ¨ R0 ° ¢». �«¥¤®¢ -²¥«¼®, ¯°®±²° ±²¢  ° §«¨·®© ° §¬¥°®±²¨ ¥ ¬®£³²¡»²¼ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨§®¬®°´».� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �±¥ ¯°®±²° ±²¢ , ¨¬¥¾¹¨¥ ®¤³ ¨²³ ¦¥ ° §¬¥°®±²¼ n, ¨§®¬®°´» ¤°³£ ¤°³£³.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ R ¨ R0|¤¢  n-¬¥°-»µ ¯°®±²° ±²¢ . �»¡¥°¥¬ ¢ R ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en ¨ ¢R0 ª ª®©-«¨¡® ¡ §¨± e01; e02; : : : ; e0n. �®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥ ¢¥ª²®°³x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen (9)¢¥ª²®° x0 = �1e01 + �2e02 + : : :+ �ne0n;². ¥. «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¢¥ª²®°®¢ e0i ± ²¥¬¨ ¦¥ ª®½´-´¨¶¨¥² ¬¨, ·²® ¨ ¢ (9).�²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®. � ± ¬®¬ ¤¥-«¥, ª ¦¤»© ¢¥ª²®° x ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¤®§ ·® ¯°¥¤±² -¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ (9). �®½²®¬³ ·¨±«  �i,   § ·¨², ¨ ¢¥ª²®° x0,®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯® ¢¥ª²®°³ x ®¤®§ ·®. �¢¨¤³ ° ¢®-¯° ¢®±²¨, ¢  ¸¥¬ ¯®±²°®¥¨¨, ¯°®±²° ±²¢ R ¨ R0,ª ¦¤®¬³ x0 ®²¢¥· ¥² ½«¥¬¥² ¨§ R ¨ ¯°¨²®¬ ²®«¼ª®®¤¨.�§ ³±² ®¢«¥®£® § ª®  ±®®²¢¥²±²¢¨¿ ±° §³ ±«¥¤³-¥², ·²® ¥±«¨ x$ x0 ¨ y $ y0, ²® x+y $ x0+y0 ¨ �x$ �x0.�§®¬®°´¨§¬ ¯°®±²° ±²¢ R ¨ R0, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®ª -§ .�² ª, ¥¤¨±²¢¥®© ±³¹¥±²¢¥®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®©ª®¥·®¬¥°®£® «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  ¿¢«¿¥²±¿ ¥£®° §¬¥°®±²¼.



24 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i� x 3 ¬» ¥¹¥ ¢¥°¥¬±¿ ª ¯®¿²¨¾ ¨§®¬®°´¨§¬  ¯®¤°³£®¬³ ¯®¢®¤³.5. �®¤¯°®±²° ±²¢  «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ .� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 7. �®¤¯°®±²° ±²¢®¬ R0 ¯°®-±²° ±²¢  R  §»¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯®±²¼ ½«¥¬¥²®¢¨§ R ² ª¨µ, ·²® ®¨ ± ¬¨ ®¡° §³¾² «¨¥©®¥ ¯°®±-²° ±²¢® ®²®±¨²¥«¼® ³¦¥ ¢¢¥¤¥»µ ¢ R ®¯¥° ¶¨©±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±« .� ·¥ £®¢®°¿, ±®¢®ª³¯®±²¼ R0 ½«¥¬¥²®¢ x; y; : : : ¨§R ®¡° §³¥² «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²° ±²¢  R,¥±«¨ ¨§ x 2 R0, y 2 R0 ±«¥¤³¥² x+ y 2 R0, �x 2 R0.� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. �³«¥¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ². ¥.¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¥¤¨±²¢¥®£® ½«¥¬¥-² |³«¿.2. �±¥ ¯°®±²° ±²¢® R.�³«¥¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¨ ¢±¥ ¯°®±²° ±²¢®  §»-¢ ¾²±¿ ®¡»·® ¥±®¡±²¢¥»¬¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬¨.�°¨¢¥¤¥¬ ¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ±®¤¥°¦ ²¥«¼»µ ¯°¨¬¥°®¢¯®¤¯°®±²° ±²¢.3. R|²°¥µ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ª -ª³¾-«¨¡® ¯«®±ª®±²¼ ¢ R, ¯°®µ®¤¿¹³¾ ·¥°¥§  · «® ª®-®°¤¨ ². �®¢®ª³¯®±²¼ R0 ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢, «¥¦ ¹¨µ ¢½²®© ¯«®±ª®±²¨, ¥±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.4. � ¯°®±²° ±²¢¥, ¢¥ª²®° ¬¨ ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿±¨±²¥¬» n ·¨±¥« x = (�1; �2; : : : ; �n), ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ²¥µ ¢¥ª²®°®¢ x = (�1; �2; : : : ; �n), ¤«¿ ª®²®°»µ �1 = 0,®¡° §³¥² ¯®¤¯°®±²° ±²¢®. �®«¥¥ ®¡¹®: ±®¢®ª³¯®±²¼¢¥ª²®°®¢ x = (�1; �2; : : : ; �n), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n = 0;£¤¥ a1; a2; : : : ; an|ª ª¨¥-²® ´¨ª±¨°®¢ »¥ ·¨±« , ®¡-° §³¥² ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.5. � ¯°®±²° ±²¢¥ ¢±¥µ ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª¶¨© ±®¢®-ª³¯®±²¼ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ 6 n ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®¬.



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 25�·¥¢¨¤®, ·²® ¢® ¢±¿ª®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥R0 ª ª®£®-«¨¡® ¯°®±²° ±²¢  R ±®¤¥°¦¨²±¿ ³«¥¢®© ½«¥¬¥² ¯°®-±²° ±²¢  R.�®±ª®«¼ª³ «¾¡®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ± ¬® ¯® ±¥¡¥¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬, ²® ¢±¥ ² ª¨¥ ¯®¿-²¨¿, ª ª ¡ §¨±, ·¨±«® ¨§¬¥°¥¨© ¯°®±²° ±²¢  ¨ ². ¤.,ª®²®°»¥ ¬» ¢¢¥«¨ ¢»¸¥, ¯°¨¬¥¨¬» ¨ ª ¯®¤¯°®±²° -±²¢ ¬. � ª ª ª ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡®«¼-¸¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢, ·¥¬ ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²-° ±²¢¥, ²® ° §¬¥°®±²¼ «¾¡®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¥¯°¥¢®±µ®¤¨² ° §¬¥°®±²¨ ¢±¥£® ¯°®±²° ±²¢ .� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R0¯°®±²° ±²¢  R ¨¬¥¥² ²³ ¦¥ ° §¬¥°®±²¼, ·²® ¨ ¢±¥ ¯°®±²° ±²¢®R, ²® ®® ±®¢¯ ¤ ¥² ± R.2. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ R1 ¨ R2 |¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¯°®±²° -±²¢  R, ¨ ¥±«¨ R1 � R2 ¨ ° §¬¥°®±²¨ R1 ¨ R2 ±®¢¯ ¤ ¾², ²®R1 = R2.� ª ¦¤®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ¬®¦® ±²°®¨²¼ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢  ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡¹¨¬ ¯°¨¥¬®¬: ¢®§¼¬¥¬ ¢ R¯°®¨§¢®«¼®¥ (ª®¥·®¥ ¨«¨ ¡¥±ª®¥·®¥) ¬®¦¥±²¢®¢¥ª²®°®¢ e; f; g; : : : ; ²®£¤  ±®¢®ª³¯®±²¼ R0 ¢±¥µ «¨¥©-»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ¢»¡° »µ ¢¥ª²®°®¢ e; f; g; : : : ¥±²¼¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²° ±²¢  R. �¥©±²¢¨²¥«¼®,±ª« ¤»¢ ¿ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ³¬®¦ ¿   ·¨±«  «¨¥©-»¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¢¥ª²®°®¢ e; f; g; : : : , ¬» ±®¢  ¯®«³-·¨¬ «¨¥©»¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¢¥ª²®°®¢ e; f; g; : : : , ². ¥. ½«¥-¬¥²» ¨§ R0. �®«³·¥®¥ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®¤¯°®±²° -±²¢® R0  §»¢ ¥²±¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬, ¯®°®¦¤¥»¬¢¥ª²®° ¬¨ e; f; g; : : : �® ¿¢«¿¥²±¿  ¨¬¥¼¸¨¬ «¨¥©-»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬, ±®¤¥°¦ ¹¨¬ ¤ »¥ ¢¥ª²®°»e; f; g; : : :�®¤¯°®±²° ±²¢® R0, ¯®°®¦¤¥®¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ e1; e2; : : : ; ek, ¿¢«¿¥²±¿ k-¬¥°»¬ ¨¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; ek ®¡° §³¾² ¢ ¥¬ ¡ §¨±. �¥©±²¢¨-²¥«¼®, ¢ R0 ¨¬¥¥²±¿ ±¨±²¥¬  k «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ



26 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¢¥ª²®°®¢, ¨¬¥®, ± ¬¨ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; ek. � ¤°³£®©±²®°®», ¥±«¨ x1; x2; : : : ; xl |¯°®¨§¢®«¼»¥ «¨¥©® ¥-§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°» ¨§ R0, ²® ² ª ª ª ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ «¨-¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; ek, ²®, ±®-£« ±® «¥¬¬¥ ¯. 2, l 6 k. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, R0 k-¬¥°®¨  ¡®° ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; ek ¥±²¼ ®¤¨ ¨§ ¢®§¬®¦»µ¡ §¨±®¢ ¢ R0.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥±³¹¥±²¢³¾² ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¢±¥µ ¬¥¼¸¨µ ° §¬¥°®±²¥©.�±«¨ ¨±ª«¾·¨²¼ ¨§ ° ±±¬®²°¥¨¿ ¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥¥¨²¥°¥±  ³«¥¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ²® ± ¬»¬¨ ¯°®±²»-¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ®¤®¬¥°»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ . � §¨± ¢±¿-ª®£® ² ª®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¨² ¨§ ®¤®£® ¢¥ª-²®°  e1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¤®¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®±®±²®¨² ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ¢¨¤  �e1, £¤¥ �|¯°®¨§¢®«¼®¥ ·¨-±«®.�°¨¡ ¢¨¬ ª ª ¦¤®¬³ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ �e1 ®¤¨ ¨ ²®²¦¥ ¢¥ª²®° x0. �» ¯®«³·¨¬ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ ¢¨¤ x = x0+�e1, £¤¥ � ¯°®¡¥£ ¥² ¢±¥ ·¨±« ,   e1 ¨ x0|´¨ª-±¨°®¢ »¥ ¢¥ª²®°». �²³ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ ¥±²¥-±²¢¥®, ¯®   «®£¨¨ ± ²°¥µ¬¥°»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬,  -§¢ ²¼ ¯°¿¬®© ¢ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R.� «®£¨·®, ¢¥ª²®°» ¢¨¤  �e1 + �e2, £¤¥ e1 ¨ e2|´¨ª±¨°®¢ »¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°»,   �¨ �|¯°®¨§¢®«¼»¥ ·¨±« , ®¡° §³¾² ¤¢³¬¥°®¥ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢®. �®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢x = x0 + �e1 + �e2;£¤¥ x0|´¨ª±¨°®¢ »© ¢¥ª²®°, ¬»  §»¢ ¥¬ ¯«®±ª®-±²¼¾ (¤¢³¬¥°®©).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ¯°®±²° ±²¢¥, £¤¥ ¢¥ª-²®° ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±¨±²¥¬» n ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥« (�1; �2; : : : ; �n),±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ±®®²®¸¥¨¾a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n = 0



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 27(a1; a2; : : : ; an |´¨ª±¨°®¢ »¥ ·¨±« , ¥ ¢±¥ ° ¢»¥ ³«¾), ®¡° -§³¥² ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ° §¬¥°®±²¨ n � 1.2. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¤¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢  R1 ¨ R2 ¯°®±²° -±²¢  R ¨¬¥¾² ®¡¹¨¬ «¨¸¼ ³«¥¢®© ¢¥ª²®°, ²® ±³¬¬  ¨µ ° §¬¥°-®±²¥© ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ° §¬¥°®±²¨ R.3. �®ª § ²¼, ·²® ° §¬¥°®±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ , ¯®°®¦¤¥®£®¢¥ª²®° ¬¨ e; f; g; : : : , ° ¢  ¬ ª±¨¬ «¼®¬³ ·¨±«³ «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ±°¥¤¨ ¨µ.6. � §«®¦¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢  R ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢. �³¬¬  ¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢.�³±²¼ § ¤ » ¤¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢  n-¬¥°®£® ¯°®±²-° ±²¢  R. �¡®§ ·¨¬ ¨µ R1 ¨ R2.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 8. �±«¨ ª ¦¤»© ¢¥ª²®° x ¯°®±-²° ±²¢  R ¬®¦®, ¨ ¯°¨²®¬ ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬,¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ±³¬¬³ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢x = x1 + x2;£¤¥ x1 2 R1,   x2 2 R2, ²® £®¢®°¿², ·²® ¯°®±²° ±²-¢® R ° §«®¦¥® ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ R1¨ R2.�²® ®¡»·® § ¯¨±»¢ ¾² ² ª:R = R1 �R2:� ¥ ® ° ¥ ¬   3. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¯°®±²° ±²¢® R° §« £ «®±¼ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ R1 ¨ R2,¤®±² ²®·®, ·²®¡»:1. �®¤¯°®±²° ±²¢  R1 ¨ R2 ¨¬¥«¨ ²®«¼ª® ®¤¨ ®¡-¹¨© ¢¥ª²®° x = 0 (³«¥¢®© ¢¥ª²®°).2. �³¬¬  ° §¬¥°®±²¥© ½²¨µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¡»« ° ¢  ° §¬¥°®±²¨ ¯°®±²° ±²¢  R.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �»¡¥°¥¬ ¥ª®²®°»© ¡ §¨±e1; : : : ; ek ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ R1 ¨ ¡ §¨± f1; : : : ; fl ¢ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢¥ R2. �®±ª®«¼ª³ ±³¬¬  ° §¬¥°®±²¥© R1 ¨R2 ¥±²¼ n, ²® ®¡¹¥¥ ·¨±«® ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢ k + l = n.�®ª ¦¥¬, ·²® ¢¥ª²®°»e1; : : : ; ek; f1; : : : ; fl



28 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ². ¥. ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¯°®±²° ±²¢ R. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼�1e1 + : : :+ �kek + �1f1 + : : : + �lfl = 0;®²±¾¤  �1e1 + : : :+ �kek = ��1f1 � : : :� �lfl:�¥¢ ¿ · ±²¼ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ¥±²¼ ¢¥ª²®° ¨§R1,   ¯° ¢ ¿¨§ R2. � ª ª ª, ¯® ³±«®¢¨¾, ¥¤¨±²¢¥»© ®¡¹¨© ¢¥ª²®°R1 ¨ R2 ¥±²¼ ³«¥¢®© ¢¥ª²®°, ²®�1e1 + : : :+ �kek = 0;�1f1 + : : :+ �lfl = 0: (10)�® ª ¦¤»© ¨§  ¡®°®¢ e1; : : : ; ek ¨ f1; : : : ; fl ±®±²®¨²¨§ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢, ² ª ª ª ½²® ¡ §¨±»¢ R1 ¨ R2. �®½²®¬³ ¨§ ¯¥°¢®£® ° ¢¥±²¢  (10) ±«¥¤³¥²,·²® �1 = : : : = �k = 0;  ¨§ ¢²®°®£® ±«¥¤³¥², ·²®�1 = : : : = �l = 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±¨±²¥¬  e1; : : : ; ek; f1; : : : ; fl ±®±²®¨²¨§ n «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢, ². ¥. ½²® ¥±²¼ ¡ §¨±¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R.�» ¤®ª § «¨, ·²® ¯°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ³±«®¢¨© ²¥®°¥¬»±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨±, ¯¥°¢»¥ k ¢¥ª²®°®¢ ª®²®°®£® ®¡° §³-¾² ¡ §¨± ¢ R1,   ¯®±«¥¤¨¥ l|¡ §¨± ¢ R2.�°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° x ¨§ R ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¯®¢¥ª²®° ¬ ½²®£® ¡ §¨± x = �1e1 + : : : + �kek + �1f1 + : : : + �lfl:�°¨ ½²®¬ x1 = �1e1 + : : :+ �kek 2 R1¨ x2 = �1f1 + : : :+ �lfl 2 R2:



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 29� ª¨¬ ®¡° §®¬, x = x1 + x2;£¤¥ x1 2 R1 ¨ x2 2 R2. �®ª ¦¥¬, ·²® ½²® ° §«®¦¥¨¥¥¤¨±²¢¥®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢  ° §«®-¦¥¨¿: x = x1 + x2; £¤¥ x1 2 R1; x2 2 R2;¨ x = x01 + x02; £¤¥ x01 2 R1; x02 2 R2:�»·¨² ¿ ¢²®°®¥ ° ¢¥±²¢® ¨§ ¯¥°¢®£®, ¯®«³· ¥¬:0 = x1 � x01 + x2 � x02;®²ª³¤  x1 � x01 = x02 � x2:� ª ª ª ¢¥ª²®°, ±²®¿¹¨© ¢ «¥¢®© · ±²¨ ° ¢¥±²¢ ,¯°¨ ¤«¥¦¨² R1,   ¢¥ª²®°, ±²®¿¹¨© ¢ ¯° ¢®© · ±²¨,¯°¨ ¤«¥¦¨² R2, ²® ª ¦¤»© ¨§ ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢ ° ¢¥³«¾, ². ¥. x01 = x1;x02 = x2:�¤¨±²¢¥®±²¼ ° §«®¦¥¨¿ ¤®ª §  .�®¯³±²¨¬, ·²®  ¬ § ¤ ® ¤¢  ¯°®¨§¢®«¼»µ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢  R1 ¨ R2 «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  R.�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢, ¯°¨- ¤«¥¦ ¹¨µ ®¡®¨¬ ½²¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬, ² ª¦¥ ¥±²¼¯®¤¯°®±²° ±²¢® R0 ¯°®±²° ±²¢  R.�²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ¯¥°¥±¥·¥¨¥¬ R1 ¨R2 ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ R0 = R1 \R2:� ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ R1 ¨ R2|¤¢  ¤¢³¬¥°»µ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢  ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  (¤¢¥ ¯«®±ª®±²¨,¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§  · «® ª®®°¤¨ ²), ²® R1 \ R2 ¥±²¼



30 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i®¤®¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® (¯°¿¬ ¿, ¯® ª®²®°®© ¯¥-°¥±¥ª ¾²±¿ ½²¨ ¯«®±ª®±²¨).�® ¤¢³¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬ R1 ¨ R2 ¬®¦® ¯®±²°®-¨²¼ ¥¹¥ ®¤® ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ ¨µ±³¬¬®©. �® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.�¥ª²®° ¬¨ ½²®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¿¢«¿¾²±¿ ¢±¥¢®§-¬®¦»¥ ±³¬¬» ¢¨¤  x = x1 + x2; (11)£¤¥ x1 2 R1, x2 2 R2.�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ½«¥¬¥²» ¢¨¤  (11) ®¡° §³¾²¯®¤¯°®±²° ±²¢®. �²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ~R  §»¢ ¥²±¿±³¬¬®© ¯®¤¯°®±²° ±²¢ R1 ¨ R2 ¨ ®¡®§ · ¥²±¿~R = R1 +R2:� ¬¥²¨¬, ·²®, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¯°¿¬®© ±³¬¬» ¤¢³µ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢, § ¯¨±¼ ½«¥¬¥²  ¨§ R ¢ ¢¨¤¥ (11) ¬®¦¥²¡»²¼ ¥®¤®§ ·®©.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ±³¬¬  ¤¢³µ ° §«¨·»µ ¤¢³-¬¥°»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  R ¥±²¼ ¢±¥½²® ¯°®±²° ±²¢®.�¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ :� ¥ ® ° ¥ ¬   4. �³±²¼ § ¤ » ¤¢  ¯®¤¯°®±²° -±²¢  R1 ¨ R2 ¯°®±²° ±²¢  R. �®£¤  ±³¬¬  ° §¬¥°®-±²¥© R1 ¨ R2 ° ¢  ° §¬¥°®±²¨ ¨µ ±³¬¬» ¯«¾± ° §-¬¥°®±²¼ ¯¥°¥±¥·¥¨¿.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �»¡¥°¥¬ ¢ ¯¥°¥±¥·¥¨¨R0 = R1 \R2 ¡ §¨± e1; : : : ; ek: (12)�®¯®«¨¬ ½²®² ¡ §¨± ± ®¤®© ±²®°®» ¤® ¡ §¨±  ¢ R1:e1; : : : ; ek; f1; : : : ; fl (13)¨ ± ¤°³£®© ±²®°®» ¤® ¡ §¨±  ¢ R2:e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gm: (14)



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 31�®ª ¦¥¬, ·²® ¢¥ª²®°»f1; : : : ; fl; e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gm (15)®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ ±³¬¬¥ ~R = R1 +R2.� · «  ¯®ª ¦¥¬, ·²® ½²¨ ¢¥ª²®°» «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬». �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼�1f1+ : : :+�lfl+�1e1+ : : :+�kek+�1g1+ : : :+�mgm = 0:�®£¤ �1f1+ : : :+�lfl+�1e1+ : : :+�kek = ��1g1� : : :� �mgm:�¥¢ ¿ · ±²¼ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ¥±²¼ ¢¥ª²®° ¨§ R1, ¯° -¢ ¿|¨§ R2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²  ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¥±²¼ ®¤-®¢°¥¬¥® ¢¥ª²®° ¨§ R1 ¨ ¨§ R2, ². ¥. ¯°¨ ¤«¥¦¨² R0¨, § ·¨², ¢»° ¦ ¥²±¿ ª ª «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¡ §¨± e1; : : : ; ek ¯®¤¯°®±²° ±²¢  R0:��1g1 � : : :� �mgm = c1e1 + : : : + ckek:� ±¨«³ «¨¥©®© ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ (14) ½²®¢®§¬®¦® ²®«¼ª®, ª®£¤  ¢±¥ ª®½´´¨¶¨¥²»|³«¨. �· ±²®±²¨, �1 = : : : = �m = 0, ². ¥.�1f1 + : : : + �lfl + �1e1 + : : : + �kek = 0:�§ «¨¥©®© ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ (13) ¯®«³· ¥¬,·²® ¨ ¢±¥ ª®½´´¨¶¨¥²» �1; : : : ; �l; �1; : : : ; �k ° ¢» ³-«¾. � ª¨¬ ®¡° §®¬, «¨¥© ¿ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ±¨±²¥¬»(15) ¤®ª §  .�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¢±¿ª¨© ¢¥ª²®° x 2 ~R ¢»° ¦ -¥²±¿ ª ª «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ½²®© ±¨±²¥¬».�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ~R ¢¥ª²®° x ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥:x = x1 + x2;£¤¥ x1 2 R1, x2 2 R2. � ª ª ª x1 2 R1, ²® ¥£® ¬®¦®¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¢¥ª²®°®¢ (13).� «®£¨·® x2 2 R2 ¨ x2 ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª «¨¥©-³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¢¥ª²®°®¢ (14). �ª« ¤»¢ ¿, ¯®«³·¨¬,



32 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i·²® ¢¥ª²®° x ¯°¥¤±² ¢¨¬ ª ª «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ±¨-±²¥¬» (15).�² ª ¬» ¯®«³·¨«¨, ·²® ¢¥ª²®°»f1; : : : ; fl; e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gm;± ®¤®© ±²®°®», «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¨, ± ¤°³£®© ±²®-°®», ¢±¿ª¨© ¢¥ª²®° ¨§ ~R ¥±²¼ ¨µ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿.� ±¨«³ § ¬¥· ¨¿   ±²°. 16 ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ½²¨¢¥ª²®°» ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ ~R. �² ª, ¬» ¨¬¥¥¬ k ¢¥ª²®-°®¢ (12), ®¡° §³¾¹¨µ ¡ §¨± ¢ R0, k + l ¢¥ª²®°®¢ (13),®¡° §³¾¹¨µ ¡ §¨± ¢ R1, k+m ¢¥ª²®°®¢ (14), ®¡° §³¾-¹¨µ ¡ §¨± ¢ R2, ¨ k + l+m ¢¥ª²®°®¢ (15), ®¡° §³¾¹¨µ¡ §¨± ¢ ~R = R1+R2. �²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» ®¡° ¹ ¥²±¿,² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ²®¦¤¥±²¢®(k + l) + (k +m) = (k + l +m) + k:�¥®°¥¬  ¤®ª §  .� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �°®¢¥°¨²¼ ²¥®°¥¬³ ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  R1¨ R2 |¤¢³¬¥°»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ .�§ ¤®ª § ®© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥²,  ¯°¨¬¥°, ·²® ¤¢³¬15-¬¥°»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬ À²¥±®Á ¢ 28-¬¥°®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥| ®¨ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ¯® ¤¢³-¬¥°®¬³ ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ (¯«®±ª®±²¨). �¥©±²¢¨²¥«¼®,±³¬¬  ¨µ ° §¬¥°®±²¥© ° ¢  30,   ° §¬¥°®±²¼ ±³¬-¬» ¥ ¬®¦¥², ª®¥·®, ¯°¥¢®±µ®¤¨²¼ ° §¬¥°®±²¨ ¢±¥£®¯°®±²° ±²¢ , ². ¥. 28.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. � ª®¢®  ¨¬¥¼¸¥¥ ·¨±«® ¨§¬¥°¥¨©¯°®±²° ±²¢ , ¢ ª®²®°®¬ ¤¢¥ ¯«®±ª®±²¨ ¬®£³² ¯¥°¥±¥·¼±¿ ¢ ²®·-ª¥?2. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ R1 \ R2 ¥±²¼ ³«¥¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®,²® ~R = R1 +R2 ¥±²¼ ¯°¿¬ ¿ ±³¬¬  R1 ¨ R2, ². ¥. ~R = R1 �R2.�§ °¥§³«¼² ²  ½²®£® ³¯° ¦¥¨¿ ¢¨¤®, ·²® ²¥®°¥-¬  3 ½²®£® ¯³ª²  ¥±²¼ · ±²»© ±«³· © ²¥®°¥¬» 4.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¨¬¥¥²±¿ ° §«®¦¥¨¥ R



x 1] «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 33¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ R = R1 �R2;²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ R1 ¨ R2 ° ¢® ³«¾ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±³¬¬  ° §-¬¥°®±²¥© ½²¨µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ° ¢  n.7. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ ª®®°¤¨ ² ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨± .�³±²¼ e1; e2; : : : ; en ¨ e01; e02; : : : ; e0n|¤¢  ¡ §¨±  n-¬¥°®-£® ¯°®±²° ±²¢ . �³±²¼, ¤ «¥¥, ª ¦¤»© ¢¥ª²®° e0i ¢»° -¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ¯¥°¢®£® ¡ §¨±  ´®°¬³« ¬¨e01 = a11e1 + a21e2 + : : :+ an1en;e02 = a12e1 + a22e2 + : : :+ an2en;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e0n = a1ne1 + a2ne2 + : : :+ annen:9>>=>>; (16)�®£¤  ¯¥°¥µ®¤ ®² ¯¥°¢®£® ¡ §¨±  ª® ¢²®°®¬³ § ¤ ¥²±¿¬ ²°¨¶¥© A = kaikk, ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ª®²®°®© ®²«¨·¥ ®²³«¿ �).�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �i ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x ¢ ¯¥°¢®¬¡ §¨±¥,   ·¥°¥§ �0i|¥£® ª®®°¤¨ ²» ¢® ¢²®°®¬ ¡ §¨±¥.� ©¤¥¬, ª ª ¢»° ¦ ¾²±¿ ª®®°¤¨ ²» �0i ·¥°¥§ �i.�» ¨¬¥¥¬:x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen = �01e01 + �02e02 + : : :+ �0ne0n:�®¤±² ¢¨¢ ¢ ½²® ° ¢¥±²¢® ¢¬¥±²® e0i ¨µ ¢»° ¦¥¨¿ ·¥-°¥§ ei, ¯®«³·¨¬:x=�1e1+�2e2+: : :+�nen=�01(a11e1+a21e2+: : :+an1en)++�02(a12e1+a22e2+: : :+an2en)+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ �0n(a1ne1+a2ne2+: : :+annen):� ª ª ª ei «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨¨µ ¢ ¯° ¢®© ¨ «¥¢®© · ±²¿µ ° ¢¥±²¢  ®¤¨ ª®¢».�) �±«¨ ¡» ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A ¡»« ° ¢¥ ³«¾, ²® ¢¥ª-²®°» e01; e02; : : : ; e0n ¡»«¨ ¡» «¨¥©® § ¢¨±¨¬».



34 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�®«³· ¥¬: �1 = a11�01 + a12�02 + : : :+ a1n�0n;�2 = a21�01 + a22�02 + : : :+ a2n�0n;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�n = an1�01 + an2�02 + : : :+ ann�0n:9>>>=>>>; (17)�° ¢¨¬ ´®°¬³«» (16) ¨ (17). �¥¦¤³ ¨¬¨ ¥±²¼ ¤¢ ±³¹¥±²¢¥»µ ®²«¨·¨¿: ¢®-¯¥°¢»µ, ¯®¬¥¿«¨±¼ ¬¥±² ¬¨¸²°¨µ®¢ »¥ ¨ ¥¸²°¨µ®¢ »¥ ¡³ª¢» ¨, ¢®-¢²®°»µ,¢ ´®°¬³« µ (16) ¯°¨ ±³¬¬¨°®¢ ¨¨ ¬¥¿¥²±¿ ¯¥°¢»©¨¤¥ª±,   ¢ ´®°¬³« µ (17) ¢²®°®©.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª®®°¤¨ ²» �i ¢¥ª²®°  x ¢ ¯¥°-¢®¬ ¡ §¨±¥ ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ª®®°¤¨ ²» ²®£® ¦¥¢¥ª²®°  x ¢® ¢²®°®¬ ¡ §¨±¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬ ²°¨¶» A0,²° ±¯®¨°®¢ ®© ª A.�²®² °¥§³«¼² ² ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¨ ¢ ¤°³£®© ´®°-¬¥. �¥¸¨¬ ³° ¢¥¨¿ (17) ®²®±¨²¥«¼® �01; �02; : : : ; �0n.�®«³·¨¬: �01 = b11�1 + b12�2 + : : : + b1n�n;�02 = b21�1 + b22�2 + : : : + b2n�n;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�0n = bn1�1 + bn2�2 + : : : + bnn�n;£¤¥ bik ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥² ¬¨ ¬ ²°¨¶», ®¡° ²®© ª ¬ -²°¨¶¥ A0. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® ª®®°¤¨ -²» ¢¥ª²®°  ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬ ²°¨¶» B == kbikk, ¿¢«¿¾¹¥©±¿ ®¡° ²®© ª A0, £¤¥ A0|¬ ²°¨¶ ,²° ±¯®¨°®¢  ¿ ª ¬ ²°¨¶¥ A, § ¤ ¾¹¥© ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ ¡ §¨± .x 2. �¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢®1. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ . � ¯°¥¤»-¤³¹¥¬ ¯ ° £° ´¥ «¨¥©®¥ ( ´´¨®¥) ¯°®±²° ±²¢®¡»«® ®¯°¥¤¥«¥® ª ª ¬®¦¥±²¢® ½«¥¬¥²®¢ (¢¥ª²®°®¢)



x 2] ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® 35± § ¤ »¬¨ ¢ ¥¬ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«  ¨±«®¦¥¨¿.� ¯®¬®¹¼¾ ½²¨µ ®¯¥° ¶¨© ¬®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼,·²�® ² ª®¥ ¯°¿¬ ¿, ¯«®±ª®±²¼, ·¨±«® ¨§¬¥°¥¨© ¯°®±²-° ±²¢ , ·²�® ² ª®¥ ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯°¿¬»¥ ¨ ². ¤.�¤ ª® ½²¨µ ¯®¿²¨© ¥¤®±² ²®·®, ·²®¡» ®µ¢ ²¨²¼¢±¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ´ ª²®¢, ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ±®¤¥°¦ ¨¥² ª  §»¢ ¥¬®© ¥¢ª«¨¤®¢®© £¥®¬¥²°¨¨. � ¯°¨¬¥°, ¢ ®¤-¨µ ²¥°¬¨ µ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«® ¬» ¥±¬®¦¥¬ ¤ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¤«¨» ¢¥ª²®° , ³£«  ¬¥¦¤³¢¥ª²®° ¬¨, ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ². ¤.�¢¥±²¨ ½²¨ ¯®¿²¨¿ ¯°®¹¥ ¢±¥£® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.�»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®±®¢®£® ¯®¿²¨¥ ±ª «¿°®£®¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ª®²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¨¬  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª¨.� ²¥°¬¨ µ ±«®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢, ³¬®¦¥¨¿ ¨µ   ·¨-±«  ¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢ ¬» ±¬®¦¥¬° §¢¨²¼ ¢±¾ ¥¢ª«¨¤®¢³ £¥®¬¥²°¨¾.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¢ ¢¥-¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ®¯°¥¤¥«¥® ±ª «¿°®¥¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ¥±«¨ ª ¦¤®© ¯ °¥ ¢¥ª²®°®¢ x; y 2 R¯®±² ¢«¥® ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¥ ·¨±«®,ª®²®°®¥ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ (x; y) ¯°¨·¥¬ ½²® ±®®²¢¥²-±²¢¨¥ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ (³¤®¢«¥²¢®-°¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¬  ª±¨®¬ ¬):1� (x; y) = (y; x), ². ¥. ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±¨¬-¬¥²°¨·®.2� (�x; y) = �(x; y), £¤¥ �|¤¥©±²¢¨²¥«¼®¥ ·¨±«®.3� (x1 + x2; y) = (x1; y) + (x2; y) (¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¼±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿).4� �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°  ± ± ¬¨¬ ±®¡®©¥®²°¨¶ ²¥«¼®: (x; x) > 0, ¨ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼, «¨¸¼¥±«¨ x = 0.�´´¨®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ ®¯°¥¤¥«¥®±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³±«®¢¨¿¬1�{4�, ¬»  §»¢ ¥¬ ¥¢ª«¨¤®¢»¬.



36 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. �®¤ ¢¥ª²®° ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  R ¬»¡³¤¥¬ ¯®¨¬ ²¼ ¢¥ª²®°» ¨§³· ¥¬®£® ¢ ½«¥¬¥² °®©£¥®¬¥²°¨¨ ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  (¯°¨¬¥° 1 x 1).�ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥ ¨µ ¤«¨   ª®±¨³± ³£«  ¬¥¦¤³ ¨¬¨. �®¦®¯°®¢¥°¨²¼, ·²®  ª±¨®¬» 1�{4� ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¢»¯®«¥-». �» ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ½²³ ¯°®¢¥°ª³ ·¨² ²¥«¾.2. �¥ª²®° ¬¨ ¯°®±²° ±²¢ R ¬»  §®¢¥¬ ¢±¿ª³¾ ±¨-±²¥¬³ n ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥« x = (�1; �2; : : : ; �n). �«®-¦¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ³¬®¦¥¨¥ ¨µ   ·¨±«® ®¯°¥¤¥«¨¬ ² ª(¯°¨¬¥° 2 x 1):x+ y = (�1 + �1; �2 + �2; : : : ; �n + �n);�x = (��1; ��2; : : : ; ��n);£¤¥ x = (�1; �2; : : : ; �n); y = (�1; �2; : : : ; �n):�ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y ®¯°¥¤¥«¨¬ ´®°-¬³«®© (x; y) = �1�1 + �2�2 + : : :+ �n�n:�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®  ª±¨®¬» 1�{3� ¤¥©±²¢¨²¥«¼-® ¢»¯®«¥». �ª±¨®¬  4� ² ª¦¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢ , ² ª ª ª(x; x) = P �2i > 0 ¨ (x; x) = P �2i = 0 ²®«¼ª® ¯°¨�1 = �2 = : : : = �n = 0.3. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥° ¡®«¥¥ ®¡¹¨©, ·¥¬ ¯°¨¬¥° 2.�¥ª²®° ¯®-¯°¥¦¥¬³ ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ±®¢®ª³¯®±²¼ n¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥«. �«®¦¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ¨ ³¬®¦¥-¨¥ ¨µ   ·¨±«  ®¯°¥¤¥«¨¬ ² ª ¦¥, ª ª ¢ ¯°¨¬¥°¥ 2.� ¤ ¤¨¬±¿ ¥ª®²®°®© ¬ ²°¨¶¥© kaikk. �ª «¿°®¥¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y ®¯°¥¤¥«¨¬ ´®°¬³«®©(x; y) = a11�1�1 + a12�1�2 + : : :+ a1n�1�n ++ a21�2�1 + a22�2�2 + : : :+ a2n�2�n +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ an1�n�1 + an2�n�2 + : : : + ann�n�n: (1)



x 2] ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® 37�®±¬®²°¨¬, ª ª¨¥ ³±«®¢¨¿ ³¦®  «®¦¨²¼   ¬ -²°¨¶³ kaikk, ·²®¡» ¢»° ¦¥¨¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ´®°¬³-«®© (1), ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ³¤®¢«¥²¢®°¿«® ¢±¥¬  ª±¨®¬ ¬±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿.�¥¯®±°¥¤±²¢¥®© ¯°®¢¥°ª®© ³¡¥¦¤ ¥¬±¿ ¢ ²®¬, ·²® ª±¨®¬» 2� ¨ 3� ¢»¯®«¥» ¤«¿ ¢±¿ª®© ¬ ²°¨¶» kaikk.�«¿ ²®£® ·²®¡» ¡»«  ¢»¯®«¥   ª±¨®¬  1�, ². ¥. ·²®¡»¢»° ¦¥¨¥ (x; y) ¡»«® ±¨¬¬¥²°¨·»¬ ®²®±¨²¥«¼® x¨ y, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡»aik = aki; (2)². ¥. ·²®¡» ¬ ²°¨¶  kaikk ¡»«  ±¨¬¬¥²°¨·®©.�ª±¨®¬  4� ²°¥¡³¥², ·²®¡» ¢»° ¦¥¨¥(x; x) = nXi;k=1aik�i�k (3)¡»«® ¥®²°¨¶ ²¥«¼® ¤«¿ «¾¡»µ �1; �2; : : : ; �n ¨ ®¡° ¹ -«®±¼ ¢ ³«¼, «¨¸¼ ¥±«¨ �1 = �2 = : : : = �n = 0.�¤®°®¤»© ¬®£®·«¥ (Àª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ Á),®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ´®°¬³«®© (3),  §»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®®¯°¥¤¥«¥»¬, ¥±«¨ ® ¯°¨¨¬ ¥² «¨¸¼ ¥®²°¨¶ ²¥«¼-»¥ § ·¥¨¿ ¨ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼, «¨¸¼ ª®£¤  ¢±¥ �i° ¢» ³«¾. �ª±¨®¬  4� ²°¥¡³¥², ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·²®¡»ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  (3) ¡»«  ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥-®©.�² ª, ¢±¿ª ¿ ¬ ²°¨¶  kaikk § ¤ ¥² ±ª «¿°®¥ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ´®°¬³«®© (1), ¥±«¨ ²®«¼ª® ½² ¬ ²°¨¶  ±¨¬¬¥²°¨·  [³±«®¢¨¥ (2)] ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿¥© ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ |¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿.�±«¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¬ ²°¨¶» kaikk ¢§¿²¼ ¥¤¨¨·³¾ ¬ -²°¨¶³, ². ¥. ¯®«®¦¨²¼ aii = 1 ¨ aik = 0 (i 6= k), ²® ±ª -«¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ (x; y) ¯°¨¬¥² ¢¨¤(x; y) = nXi=1 �i�i



38 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¨ ¬» ¯®«³·¨¬ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢®, ®¯°¥¤¥«¥®¥ ¢¯°¨¬¥°¥ 2.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¬ ²°¨¶  �0 11 0� ¥¯°¨£®¤-  ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ (±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¥©ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©),  ¬ ²°¨¶  �1 11 2� ®¯°¥¤¥«¿¥² ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾¹¥¥  ª±¨®¬ ¬ 1�{4�.� ¤ «¼¥©¸¥¬ (x 6) ¡³¤³² ³ª § » ¯°®±²»¥ ³±«®¢¨¿,¤ ¾¹¨¥ ¢®§¬®¦®±²¼ ¯°®¢¥°¨²¼, ¡³¤¥² «¨ ¤  ¿ ª¢ -¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©.4. �¥ª²®° ¬¨ ¯°®±²° ±²¢ R ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¥-¯°¥°»¢»¥ ´³ª¶¨¨, § ¤ »¥   ¨²¥°¢ «¥ (a; b); ±ª -«¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ² ª¨µ ´³ª¶¨© ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ¨-²¥£° « ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿bZa f(t)g(t) dt:�®¦® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯°¨ ² ª®¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ±ª «¿°-®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿  ª±¨®¬» 1�{4� ¢»¯®«¥».5. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¢¥ª²®° ¬¨ ¬®£®·«¥» ®² t ±²¥¯¥-¨ ¥ ¢»¸¥ n� 1. �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¬®£®-·«¥®¢ ®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥:(P;Q) = bZa P (t)Q(t) dt:�ª±¨®¬» 1�{4� ¯°®¢¥°¿¾²±¿ ª ª ¨ ¢ ¯°¨¬¥°¥ 4.2. �«¨  ¢¥ª²®° . �£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨. �¯°¥¤¥-«¨¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢¢¥¤¥®£® ¯®¿²¨¿ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¿ ¤«¨³ ¢¥ª²®°  ¨ ³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨.



x 2] ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® 39� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �«¨®© ¢¥ª²®°  x ¢ ¥¢ª«¨¤®-¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®p(x; x): (4)�«¨³ ¢¥ª²®°  x ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ jxj.�±²¥±²¢¥® ¯®¦¥« ²¼, ·²®¡» ³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° -¬¨, ¤«¨  ¢¥ª²®°  ¨ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¡»«¨ ±¢¿-§ » ®¡»·»¬ ±®®²®¸¥¨¥¬: ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¢¥ª²®°®¢ ° ¢® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¨µ ¤«¨   ª®±¨³± ³£« ¬¥¦¤³ ¨¬¨. � ª ª ª ¢ ½²®© ´° §¥ ±¬»±« ¢±¥µ ±«®¢, ª°®-¬¥ ±«®¢ À³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨Á,  ¬ ³¦¥ ¨§¢¥±²¥, ²®½²¨¬ ¯°¥¤¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 3. �£«®¬ ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ x ¨y ¬»  §®¢¥¬ ·¨±«®' = arccos (x; y)jxjjyj ;². ¥. ¯®«®¦¨¬ cos' = (x; y)jxjjyj ; 0 6 ' 6 �: (5)�¥ª²®°» x ¨ y  §»¢ ¾²±¿ ®°²®£® «¼»¬¨, ¥±«¨ ³£®«¬¥¦¤³ ¨¬¨ ° ¢¥ �2 , ². ¥. ¥±«¨(x; y) = 0:� ¯®¬®¹¼¾ ¢¢¥¤¥»µ ¯®¿²¨© ¬®¦® ¯¥°¥¥±²¨  ¥¢ª«¨¤®¢» ¯°®±²° ±²¢  °¿¤ ²¥®°¥¬ ½«¥¬¥² °®© £¥®-¬¥²°¨¨ �).� ±±¬®²°¨¬ ®¤¨ ¯°¨¬¥°. �±«¨ x ¨ y|®°²®£® «¼-»¥ ¢¥ª²®°», ²® x+y ¥±²¥±²¢¥® ±·¨² ²¼ ¤¨ £® «¼¾�) �®¦® ¡»«® ¡», ª®¥·®, ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±-²¢® ¨ ·¥, ·¥¬ ¢ ¯. 1, ¢¢¥¤¿  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª¨ ¯®¿²¨¿ ¤«¨» ¢¥ª²®-°  ¨ ³£«  ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ (  ¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥). �¤ ª®±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ±¨±²¥¬   ª±¨®¬ ¡»«  ¡» ¡®«¥¥ ±«®¦®©.



40 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¯°¿¬®³£®«¼¨ª  ±® ±²®°® ¬¨ x ¨ y. �®ª ¦¥¬, ·²®jx+ yj2 = jxj2 + jyj2;². ¥. ª¢ ¤° ² ¤«¨» ¤¨ £® «¨ ¯°¿¬®³£®«¼¨ª  ° ¢¥±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ ¤«¨ ¤¢³µ ¥£® ¥¯ ° ««¥«¼»µ ±²®°®(²¥®°¥¬  �¨´ £®° ).� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ª¢ ¤° ² ¤«¨» ¢¥ª²®°  jx+ yj2 = (x+ y; x+ y):� ±¨«³ ¤¨±²°¨¡³²¨¢®±²¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ( ª-±¨®¬  3�)(x+ y; x+ y) = (x; x) + (x; y) + (y; x) + (y; y):� ±¨«³ ®°²®£® «¼®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y(x; y) = (y; x) = 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®,jx+ yj2 = (x; x) + (y; y) = jxj2 + jyj2;·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.�²³ ²¥®°¥¬³ ¬®¦® ®¡®¡¹¨²¼: ¥±«¨ ¢¥ª²®°»x; y; z; : : : ¯®¯ °® ®°²®£® «¼», ²®jx+ y + z + : : : j2 = jxj2 + jyj2 + jzj2 + : : :3. �¥° ¢¥±²¢® �®¸¨{�³¿ª®¢±ª®£®. � ¯°¥¤»¤³¹¥¬¯³ª²¥ ³  ± ®±² «±¿ ¯°®¡¥«. �» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ³£®« '¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ x ¨ y ´®°¬³«®©cos' = (x; y)jxjjyj :�«¿ ²®£® ·²®¡» ¬®¦® ¡»«® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ' ¨§ ½²®£®° ¢¥±²¢ , ³¦® ¤®ª § ²¼, ·²®�1 6 (x; y)jxjjyj 6 1



x 2] ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® 41¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, ·²®(x; y)2jxj2jyj2 6 1;². ¥. (x; y)2 6 (x; x)(y; y): (6)�²® ¥° ¢¥±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ¥° ¢¥±²¢®¬ �®¸¨{�³-¿ª®¢±ª®£®.�² ª, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¨¬¥²¼ ¯° ¢® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³£®«¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¢¥ª²®° ¬¨ ´®°¬³«®© (5), ¬» ¤®«¦» ¤®-ª § ²¼ ¥° ¢¥±²¢® �®¸¨{�³¿ª®¢±ª®£® �).�²®¡» ¤®ª § ²¼ ¥£®, ° ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®° x � ty, £¤¥t|¯°®¨§¢®«¼®¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¥ ·¨±«®. �®£« ±®  ª±¨-®¬¥ 4� ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿(x� ty; x� ty) > 0;². ¥. ¤«¿ «¾¡®£® tt2(y; y)� 2t(x; y) + (x; x) > 0:�» ¢¨¤¨¬, ·²® ±²®¿¹¨© ±«¥¢  ª¢ ¤° ²»© ®²®±¨-²¥«¼® t ²°¥µ·«¥ ¯°¨¨¬ ¥² «¨¸¼ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥§ ·¥¨¿. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤¨±ª°¨¬¨ ² ³° ¢¥¨¿t2(y; y)� 2t(x; y) + (x; x) = 0¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬, ². ¥.(x; y)2 � (x; x)(y; y) 6 0;·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.�) � ¯°¨¬¥°¥ 1 ¯. 1 ½²®£® ¯ ° £° ´  ¥²  ¤®¡®±²¨ ¤®ª -§»¢ ²¼ ½²® ¥° ¢¥±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ¬ ¢ ±¨«³ ¯°¨¿²®£® ¢¢¥ª²®°®¬ ¨±·¨±«¥¨¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥-«¨·¨  (x; y)jxjjyj ¥±²¼ ª®±¨³± ¥ª®²®°®£® ³¦¥ § ° ¥¥ ®¯°¥¤¥«¥®£®³£«  ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ ¨ ¯®½²®¬³ ®  ¯®  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ ¥¯°¥¢®±µ®¤¨² 1.



42 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® § ª ° ¢¥±²¢  ¢ (6) ¨¬¥¥²¬¥±²® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢¥ª²®°» x ¨ y «¨¥©® § ¢¨±¨-¬».� ° ¨ ¬ ¥ ° ». �» ¤®ª § «¨ ¥° ¢¥±²¢® (6) ¤«¿  ª±¨®¬ ²¨·¥-±ª¨ § ¤ ®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ . � §¡¥°¥¬, ª ª ¢»£«¿¤¨²½²® ¥° ¢¥±²¢® ¢ ¯°¨¢¥¤¥»µ ¢»¸¥ (¯. 1) ¯°¨¬¥° µ ¥¢ª«¨¤®¢»µ¯°®±²° ±²¢.1. � ¯°¨¬¥°¥ 1 ¥° ¢¥±²¢® (6) ¥ ®§ · ¥² ¨·¥£® ®¢®£® (±¬.±®±ª³   ±²°. 41).2. � ª ª ª ¢ ¯°¨¬¥°¥ 2 ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ § ¤ ¥²±¿ ´®°-¬³«®© (x; y) = nXi=1 �i�i;²® (x; x) = nXi=1 �2i ; (y; y) = nXi=1 �2i ;¯®½²®¬³ ¥° ¢¥±²¢® (6) ¨¬¥¥² §¤¥±¼ ¢¨¤: nXi=1 �i�i!2 6  nXi=1 �2i! nXi=1 �2i! :3. � ¯°¨¬¥°¥ 3 ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤:(x; y) = nXi;k=1 aik�i�k;£¤¥ aik = aki (2)¨ nXi;k=1aik�i�k > 0 (3)¤«¿ «¾¡»µ �i. �®½²®¬³ ¥° ¢¥±²¢® (6) ®§ · ¥²:�±«¨ ·¨±«  aik ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬ (2) ¨ (3), ²® ¨¬¥¥¬¬¥±²® ¥° ¢¥±²¢® nXi;k=1aik�i�k!2 6  nXi;k=1 aik�i�k! nXi;k=1 aik�i�k!:� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ·¨±«  aik ³¤®¢«¥²¢®°¿-¾² ³±«®¢¨¿¬ (2) ¨ (3), ²® a2ik 6 aiiakk. (� ª   §    ¨ ¥. �»¡° ²¼ ¢²®«¼ª® ·²® ¢»¢¥¤¥®¬ ¥° ¢¥±²¢¥ ±¯¥¶¨ «¼»¬ ®¡° §®¬ ·¨±« �1; : : : ; �n ¨ �1; �2; : : : ; �n.)



x 2] ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® 434. � ¯°¨¬¥°¥ 4 ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ § ¤ ¥²±¿ ¨²¥£° «®¬bZa f(t)g(t)dt, ¯®½²®¬³ ¥° ¢¥±²¢® (6) ¨¬¥¥² ¢¨¤:0@ bZa f(t)g(t)dt1A2 6 bZa f2(t)dt � bZa g2(t)dt:�²® ¥° ¢¥±²¢® ¨£° ¥² ¢ ¦³¾ °®«¼ ¢ ° §»µ ¢®¯°®± µ   «¨§ .�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ¥° ¢¥±²¢ , ¿¢«¿¾¹¥£®±¿ ±«¥¤-±²¢¨¥¬ ¥° ¢¥±²¢  �®¸¨{�³¿ª®¢±ª®£®.�«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° -±²¢¥ R ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¥° ¢¥±²¢®jx+ yj 6 jxj+ jyj: (7)� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®.jx+ yj2 = (x+ y; x+ y) = (x; x) + 2(x; y) + (y; y);² ª ª ª (¢ ±¨«³ ¥° ¢¥±²¢  �®¸¨{�³¿ª®¢±ª®£®)2(x; y) 6 2jxjjyj, ²®jx+yj2 = (x+y; x+y) 6 (x; x)+2jxjjyj+(y; y) = (jxj+jyj)2;². ¥. jx+ yj 6 jxj+ jyj, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼. (�¬.² ª¦¥ x 3, ±²°. 63.)� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. � ¯¨± ²¼ ¥° ¢¥±²¢® (7) ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¯°¨-¬¥°®¢ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢, ° §®¡° »µ ¢  · «¥ ½²®£® ¯ -° £° ´ .� £¥®¬¥²°¨¨ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ²®·ª ¬¨ x¨ y �) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¤«¨  ¢¥ª²®°  x � y. � ®¡¹¥¬±«³· ¥ n-¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  ®¯°¥¤¥«¨¬° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ x ¨ y ´®°¬³«®©d = jx� yj:�) �» ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¡³ª¢®© ¢¥ª²®° ¨ ²®·-ª³, ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¥£® ª®¶®¬ (¢¥ª²®°» ¬» ¯°®¢®¤¨¬ ¨§  · «  ª®-®°¤¨ ², ±¬. ±²°. 7).



44 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. ix 3. �°²®£® «¼»© ¡ §¨±.�§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢1. �°²®£® «¼»© ¡ §¨±. � x 1 ¬» ¢¢¥«¨ ¯®¿²¨¥¡ §¨±  (±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²)  ´´¨®£® ¯°®±²° ±²¢ .�  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ³  ± ¥² ®±®¢ ¨© ¯°¥¤-¯®·¨² ²¼ ®¤¨ ¡ §¨±» ¤°³£¨¬|² ¬ ¢±¥ ¡ §¨±» ° ¢®-¯° ¢» �).� ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ±³¹¥±²¢³¾²  ¨¡®«¥¥³¤®¡»¥ ¡ §¨±»,   ¨¬¥® ®°²®£® «¼»¥ ¡ §¨±». �¨¨£° ¾² §¤¥±¼ ²³ ¦¥ °®«¼, ·²® ¨ ¯°¿¬®³£®«¼»¥ ±¨±²¥¬»ª®®°¤¨ ² ¢   «¨²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® n ¢¥ª-²®°®¢ e1; e2; : : : ; en, ¨ ®¤¨ ¨§ ª®²®°»µ ¥ ° ¢¥ ³«¾,®¡° §³¾² ®°²®£® «¼»© ¡ §¨± ¢ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬¯°®±²° ±²¢¥ R, ¥±«¨ ®¨ ¯®¯ °® ®°²®£® «¼». �¥ª-²®°» e1; e2; : : : ; en ®¡° §³¾² ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®-¢ »© ¡ §¨±, ¥±«¨ ®¨ ¯®¯ °® ®°²®£® «¼» ¨ ¨¬¥¾²ª ¦¤»© ¤«¨³ 1, ². ¥. ¥±«¨(ei; ek) = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k: (1)�«¿ ²®£® ·²®¡» ¤ ®¥  ¬¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ®°²®£®- «¼®£® ¡ §¨±  ¡»«® ª®°°¥ª²»¬, ¥®¡µ®¤¨¬® ¤®ª -§ ²¼, ·²® ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en�) �®·»© ±¬»±« ½²®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ² ª®¢. �±«¨ ¢¨¬ ²¥«¼®¯®±¬®²°¥²¼ ¯°¨¢¥¤¥®¥ ¢ x 1 ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¨§®¬®°´¨§¬   ´-´¨»µ ¯°®±²° ±²¢, ²® «¥£ª® § ¬¥²¨²¼, ·²® ² ¬ ¤®ª § ® ¥-±ª®«¼ª® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ±´®°¬³«¨°®¢ ®,   ¨¬¥®, ¤®ª § ®, ·²®¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ n-¬¥°»¬¨ ¯°®±²° ±²¢ ¬¨ ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ¨§®-¬®°´®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ² ª, ·²®¡» § ¤ »© ¡ §¨± ®¤®£® ¯°®±²-° ±²¢  ¯¥°¥¸¥« ¢ § ¤ »© ¡ §¨± ¤°³£®£® ¯°®±²° ±²¢ . � · ±²-®±²¨, ¥±«¨ ¢ R § ¤ » ¤¢  ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ¨ e01; e02; : : : ; e0n,²® ±³¹¥±²¢³¥² ¨§®¬®°´®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢  R   ±¥¡¿,¯°¨ ª®²®°®¬ ¯¥°¢»© ¡ §¨± ¯¥°¥µ®¤¨² ¢® ¢²®°®©.



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 45¤¥©±²¢¨²¥«¼® ®¡° §³¾² ¡ §¨±, ². ¥. «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨-¬».�®ª ¦¥¬ ½²®, ². ¥. ¯®ª ¦¥¬, ·²® ° ¢¥±²¢®�1e1 + �2e2 + : : :+ �nen = 0 (2)¢®§¬®¦® «¨¸¼, ¥±«¨ �1 = �2 = : : : = �n = 0. �¬®¦¨¬®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢  (2) ±ª «¿°®   e1. �®«³·¨¬:�1(e1; e1) + �2(e1; e2) + : : : + �n(e1; en) = 0:�® ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ®°²®£® «¼®£® ¡ §¨± (e1; e1) 6= 0; (e1; ek) = 0 ¯°¨ k 6= 1:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, �1 = 0. � «®£¨·®, ³¬®¦ ¿ (2) ±ª -«¿°®   e2, ¯®«³·¨¬, ·²® �2 = 0 ¨ ². ¤. �» ¤®ª § «¨,² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® e1; e2; : : : ; en «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬».�²®¡» ¤®ª § ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®°²®£® «¼»µ ¡ -§¨±®¢, ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ² ª  §»¢ ¥¬»¬ ¯°®¶¥±±®¬ ®°²®-£® «¨§ ¶¨¨, ª®²®°»© · ±²® ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢ £¥®¬¥²°¨¨.� ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¨§ ¤ »µ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fm ±²°®¿²±¿m ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ¢¥ª²®°®¢ e1; : : : ; em.�¯¨¸¥¬ ½²®² ¯°®¶¥±±. �³±²¼ ¤ » m «¨¥©® ¥§ -¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fm.�® ½²¨¬ ¢¥ª²®° ¬ ¬» ¯®±²°®¨¬ ¯°®¶¥±±®¬ ®°²®£®- «¨§ ¶¨¨ m ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ¢¥ª²®°®¢.�®«®¦¨¬ e1 = f1. �¥ª²®° e2 ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨¤¥:e2 = f2+�e1. �¨±«® � ¯®¤¡¥°¥¬ ² ª, ·²®¡» (e2; e1) = 0,². ¥. (f2 + �e1; e1) = 0. �²±¾¤ � = � (f2; e1)(e1; e1) :�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»¥ ¨ ®²«¨·-»¥ ®² ³«¿ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; ek�1 ³¦¥ ¯®±²°®¥».�¥ª²®° ek ¨¹¥¬ ¢ ¢¨¤¥:ek = fk + �1e1 + : : :+ �k�1ek�1; (3)



46 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i². ¥. ¢¥ª²®° ek ¬» ¯®«³· ¥¬ ¨§ ¢¥ª²®°  fk À¨±¯° ¢«¥¨-¥¬Á ¥£® ± ¯®¬®¹¼¾ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ³¦¥ ¯®±²°®-¥»µ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; ek�1.�®½´´¨¶¨¥²» �1; �2; : : : ; �k�1  µ®¤¨¬ ¨§ ³±«®¢¨¿®°²®£® «¼®±²¨ ¢¥ª²®° ek = fk + �1e1 + : : :+ �k�1ek�1ª ¢¥ª²®° ¬ e1; e2; : : : ; ek�1:(fk + �1e1 + : : :+ �k�1ek�1; e1) = 0;(fk + �1e1 + : : :+ �k�1ek�1; e2) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(fk + �1e1 + : : :+ �k�1ek�1; ek�1) = 0:� ª ª ª ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; ek�1 ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»,²® ½²¨ ° ¢¥±²¢  § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥:(fk; e1) + �1(e1; e1) = 0;(fk; e2) + �2(e2; e2) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . .(fk; ek�1) + �k�1(ek�1; ek�1) = 0:�²±¾¤  �1 = � (fk; e1)(e1; e1) ; �2 = � (fk; e2)(e2; e2) ; : : : ;�k�1 = � (fk; ek�1)(ek�1; ek�1) : (4)�® ±¨µ ¯®° ¥ ¡»«® ¨±¯®«¼§®¢ ® ²®, ·²® ¢¥ª²®-°» f1; f2; : : : ; fm «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �» ¨±¯®«¼§³-¥¬ ½²® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²®£®, ·²® ¯®±²°®¥»©¢¥ª²®° ek ®²«¨·¥ ®² ³«¿. � ¬¥²¨¬ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼-®, ·²® ¢¥ª²®° ek ¥±²¼ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®-°®¢ e1; e2; : : : ; ek�1; fk. �® ¢¥ª²®° ek�1 ¬®¦® § ¬¥-¨²¼ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¢¥ª²®°  fk�1 ¨ ¢¥ª²®°®¢e1; e2; : : : ; ek�2 ¨ ². ¤. �ª®· ²¥«¼® ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²®



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 47¢¥ª²®° ek § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ek = a1f1 + a2f2 + : : :+ ak�1fk�1 + fk: (5)�¥¯¥°¼ ¿±®, ·²® ek 6= 0. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ¯°®²¨¢-®¬ ±«³· ¥ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ° ¢¥±²¢  (5) ¡»«  ¡» ³-«¥¬, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² «¨¥©®© ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¥ª²®-°®¢ f1; f2; : : : ; fk, ² ª ª ª ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ fk ° ¢¥ 1.�² ª, ¤®ª § ®, ·²® ek 6= 0.�» ¯®±²°®¨«¨ ¯® ¢¥ª²®° ¬ e1; e2; : : : ; ek�1 ¨ fk ¢¥ª-²®° ek. � ª¨¬ ¦¥ ®¡° §®¬ ¯® e1; e2; : : : ; ek ¨ fk+1 ¬»¯®±²°®¨¬ ek+1 ¨ ². ¤.�°®¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®¶¥±± ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¥ ¡³¤³²¨±·¥°¯ » § ¤ »¥ ¢¥ª²®°» f1; f2; : : : ; fm, ¯®«³· ¥¬m®²«¨·»µ ®² ³«¿ ¨ ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ¢¥ª²®°®¢e1; e2; : : : ; em. �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³.� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �® ¢±¿ª®¬ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥±³¹¥±²¢³¾² ®°²®£® «¼»¥ ¡ §¨±».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ n-¬¥°®£®¯°®±²° ±²¢  (x 1, ¯. 2) ¢ ¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² ª ª®©-²® ¡ -§¨± f1; : : : ; fn. � ¯®¬®¹¼¾ ¯°®¶¥±±  ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ¨§¥£® ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ®°²®£® «¼»© ¡ §¨± e1; : : : ; en,·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ²¥®°¥¬³.�±«¨ § ¬¥¨²¼ ¢¥ª²®°» ek ¢¥ª²®° ¬¨e0k = ekjekj ;²® ½²® ¡³¤³², ª ª ¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ¯®¯ °® ®°²®£®- «¼»¥ ¢¥ª²®°» ¤«¨» 1, ². ¥. ¬» ¯®«³·¨¬ ®°²®£® «¼-»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±.�¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ·²® ² ª¨µ ¡ §¨±®¢ ±³¹¥±²¢³¥²¬®£®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ³¦¥ ¨§ ¤ ®£® ¡ §¨±  f1; : : : ; fn¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ° §»¥ ®°²®£® «¼»¥ ¡ §¨±», ¥±«¨ ·¨ ²¼ ¯®±²°®¥¨¥ ± ° §»µ ¢¥ª²®°®¢ fk. �®§¤¥¥, ¢£«. II, ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ±¢¿§ » ¬¥¦¤³±®¡®© ° §«¨·»¥ ®°²®£® «¼»¥ ¡ §¨±».



48 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i� ° ¨ ¬ ¥ ° » ® ° ² ® £ ®    « ¨ §   ¶ ¨ ¨. 1. �³±²¼ R|²°¥µ-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®. �°®¶¥±± ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ¢ ¥¬ ®§ · -¥² ±«¥¤³¾¹¥¥: ¯³±²¼ ¤ » ²°¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®° f1; f2; f3. �®«®¦¨¬ e1 = f1. �°®¢®¤¨¬ § ²¥¬ ¯«®±ª®±²¼ ·¥°¥§e1 = f1 ¨ f2 ¨ ¢ ½²®© ¯«®±ª®±²¨ ¢»¡¨° ¥¬ ¢¥ª²®° e2, ®°²®£®- «¼»© ª e1. � ª®¥¶, ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥  µ®¤¨¬ ¢¥ª²®°,®°²®£® «¼»© ª e1 ¨ ª e2 (². ¥. ª ¯®±²°®¥®© ° ¥¥ ¯«®±ª®±²¨).2. �³±²¼ R|²°¥µ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢¥ª²®° ¬¨ ¢ ª®²®°®¬¬» ±·¨² ¥¬ ¬®£®·«¥» ±²¥¯¥¨ ¥ ¢»¸¥ ¢²®°®©. �ª «¿°®¥ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥ § ¤ ¤¨¬ ´®°¬³«®©1Z�1 P (t)Q(t)dt:�¥ª²®°» 1; t; t2 ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ R. �°¨¬¥¨¬ ª ½²®¬³ ¡ §¨±³¯°®¶¥±± ®°²®£® «¨§ ¶¨¨: e1 = 1; ¢¥ª²®° e2 ¨¹¥¬ ¢ ¢¨¤¥: t+� � 1;¨§ ³±«®¢¨¿ ®°²®£® «¼®±²¨0 = (t+ � � 1; 1) = 1Z�1 (t+ �) dt = 2�¯®«³· ¥¬ � = 0. � ·¨², e2 = t. �¥ª²®° e3 ¨¹¥¬ ¢ ¢¨¤¥: t2+�t+�1.�§ ³±«®¢¨© ®°²®£® «¼®±²¨ ¯®«³· ¥¬ � = 0,  = �13 , ². ¥. e3 == t2� 13 . �ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬ ®°²®£® «¼»© ¡ §¨± 1; t; t2� 13 .�±«¨ ° §¤¥«¨²¼ ª ¦¤»© ¢¥ª²®°   ¥£® ¤«¨³, ²® ¯®«³·¨¬ ®°²®£®- «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±.3. �³±²¼ R|¯°®±²° ±²¢® ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ ¥ ¢»¸¥ ·¥¬n� 1. �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¨¬ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»-¤³¹¥¬ ¯°¨¬¥°¥.�®§¼¬¥¬ ¡ §¨± 1; t; t2; : : : ; tn�1. �°®¶¥±± ®°²®£® «¨§ ¶¨¨ ¯°¨-¢®¤¨²  ±, ª ª ¨ ¢ ¯°¨¬¥°¥ 2, ª ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¬®£®·«¥®¢1; t; t2 � 13 ; t3 � 35 t; : : :�²¨ ¬®£®·«¥» ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¥© ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¬®£®-·«¥ ¬¨ 12k � k! dk(t2 � 1)kdtk ;ª®²®°»¥  §»¢ ¾²±¿ ¬®£®·«¥ ¬¨ �¥¦ ¤° . �®£®·«¥» �¥-¦ ¤°  ®¡° §³¾² ®°²®£® «¼»©, ® ¥ ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±¢ R. �¬®¦ ¿ ª ¦¤»© ¨§ ½²¨µ ¬®£®·«¥®¢   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨©



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 49¬®¦¨²¥«¼, ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ®°²®£® «¼»© ¨ ®°¬¨°®¢ -»© ¡ §¨±; ¥£® ½«¥¬¥²» ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ Pk(t).�³±²¼ e1; e2; : : : ; en |®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ -»© ¡ §¨± ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  R. � ©¤¥¬, ª ª ¢»-° ¦ ¥²±¿ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ ·¥°¥§¨µ ª®®°¤¨ ²» ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥. �³±²¼ �1; �2; : : : ; �n|ª®-®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x,   �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª-²®°  y ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥, ². ¥.x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen;y = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen:�®£¤ (x; y) = (�1e1+ �2e2+ : : :+ �nen; �1e1+ �2e2+ : : :+ �nen);¨ ² ª ª ª (ei; ek) = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k;²® (x; y) = �1�1 + �2�2 + : : :+ �n�n; (6)². ¥. ¢ ®°¬¨°®¢ ®¬ ®°²®£® «¼®¬ ¡ §¨±¥ ±ª «¿°®¥¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ ° ¢® ±³¬¬¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨©¨µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®®°¤¨ ² (±°. ¯°¨¬¥° 2 x 2).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ¯°®¨§¢®«¼®¬ ¡ §¨±¥f1; f2; : : : ; fn ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©(x; y) = nXi;k=1 aik�i�k;£¤¥ aik = aki,   �1; �2; : : : ; �n ¨ �1; �2; : : : ; �n |ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®-°®¢ x ¨ ±®®²¢¥²±²¢¥® y.2. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn ±ª «¿°-®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©(x; y) = �1�1 + �2�2 + : : :+ �n�n;£¤¥ �1; �2; : : : ; �n ¨ �1; �2; : : : ; �n |ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y, ²®½²®² ¡ §¨± ¿¢«¿¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ ¨ ®°¬¨°®¢ »¬.



50 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i� ©¤¥¬ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x ¢ ®°¬¨°®¢ ®¬ ®°-²®£® «¼®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en.�³±²¼ x = �1e1 + �2e2 + : : : + �nen:�¬®¦¨¢ ®¡¥ · ±²¨ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ±ª «¿°®   e1, ¯®-«³·¨¬(x; e1) = �1(e1; e1) + �2(e2; e1) + : : :+ �n(en; e1) = �1¨,   «®£¨·®,�2 = (x; e2); : : : ; �n = (x; en): (7)�² ª: ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  ¢ ®°²®£® «¼®¬ ®°¬¨°®-¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ±³²¼ ±ª «¿°»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ½²®£® ¢¥ª-²®°    ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°».�ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°  x   ¢¥ª²®° e ¤«¨-» ¥¤¨¨¶  ¥±²¥±²¢¥®  §¢ ²¼ ¯°®¥ª¶¨¥© ¢¥ª²®°  x  ¢¥ª²®° e. �®ª § ®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®§ · ¥², ·²®,ª ª ¨ ¢   «¨²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨, ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®° ¢ ®°²®£® «¼®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ±³²¼ ¯°®¥ª¶¨¨½²®£® ¢¥ª²®°    ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» (  ®±¨ ª®®°¤¨- ²).� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. �³±²¼ P0(t); P1(t); : : : ; Pn(t)| ®°¬¨°®¢ -»¥ ¬®£®·«¥» �¥¦ ¤°  ³«¥¢®©, ¯¥°¢®©, : : : , n-© ±²¥¯¥¨.�³±²¼, ¤ «¥¥, Q(t)| ¯°®¨§¢®«¼»© ¬®£®·«¥ ±²¥¯¥¨ n. �°¥¤-±² ¢¨¬ Q(t) ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¬®£®·«¥®¢ �¥¦ ¤° .�®¢®ª³¯®±²¼ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ 6 n ®¡° §³¾² (n + 1)-¬¥°-®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, P0(t); P1(t); : : : ; Pn(t) ®¡° §³¾² ®°²®-£® «¼»© ¡ §¨± ¢ ¥¬. �®½²®¬³ ¢±¿ª¨© ¬®£®·«¥ ±²¥¯¥¨ 6 n¯°¥¤±² ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥Q(t) = c0P0(t) + c1P1(t) + : : :+ cnPn(t):�®½´´¨¶¨¥²» ci, ª ª ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ (7), ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°-¬³« ¬ ci = 1Z�1 Q(t)Pi(t)dt:



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 512. � ±±¬®²°¨¬   ¨²¥°¢ «¥ (0; 2�) ±¨±²¥¬³ ´³ª¶¨©1; cos t; sin t; cos 2t; sin 2t; : : : ; cos nt; sin nt: (8)�µ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿P (t) = a02 + a1 cos t+ b1 sin t+ a2 cos 2t+ : : :+ bn sinnt §»¢ ¥²±¿ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¬®£®·«¥®¬ n-£® ¯®°¿¤ª . �®-¢®ª³¯®±²¼ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬®£®·«¥®¢ n-£® ¯®°¿¤ª  ®¡° -§³¥² (2n+1)-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® R1. �¯°¥¤¥«¨¬ ¢ R1 ±ª «¿°®¥¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ª ª ®¡»·®, ². ¥. ¯®«®¦¨¬(P;Q) = 2�Z0 P (t)Q(t)dt:�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ±¨±²¥¬  (8) ¡³¤¥² ®°²®£® «¼»¬ ¡ §¨±®¬.�¥©±²¢¨²¥«¼®, 2�Z0 cos kt cos lt dt = 0; ¥±«¨ k 6= l;2�Z0 sin kt cos lt dt = 0;2�Z0 sin kt sin lt dt = 0; ¥±«¨ k 6= l:� ª ª ª 2�Z0 sin2 kt dt = 2�Z0 cos2 kt dt = �;   2�Z0 1 dt = 2�;²® ´³ª¶¨¨1p2� ; 1p� cos t; 1p� sin t; : : : ; 1p� cos nt; 1p� sinnt (80)®¡° §³¾² ¢ R1 ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±.



52 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i2. �¥°¯¥¤¨ª³«¿° ¨§ ²®·ª¨   ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.�° ²· ©¸¥¥ ° ±±²®¿¨¥ ®² ²®·ª¨ ¤® ¯®¤¯°®±²° -±²¢  �).� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �³±²¼ R1|¯®¤¯°®±²° -±²¢® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  R. �» ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼,·²® ¢¥ª²®° h 2 R ®°²®£® «¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ R1,¥±«¨ ® ®°²®£® «¥ «¾¡®¬³ ¢¥ª²®°³ x ¨§ R1.�±«¨ ¢¥ª²®° h ®°²®£® «¥ ¢¥ª²®° ¬ e1; e2; : : : ; em,²® ® ®°²®£® «¥ «¾¡®© ¨µ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨. �¥©-±²¢¨²¥«¼®, ¨§ ° ¢¥±²¢(h; ei) = 0±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ·¨±¥« �1; �2; : : : ; �m(h; �1e1 + �2e2 + : : :+ �mem) = 0:�®½²®¬³, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¢¥ª²®° h ¡»« ®°²®£® «¥m-¬¥°®¬³ ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ R1, ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ®¡»« ®°²®£® «¥ m «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¬ ¢¥ª²®° ¬ ¨§R1 (¡ §¨±³ ¢ R1 ��)).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢y 2 R, ®°²®£® «¼»µ ª ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ R1, ² ª¦¥ ®¡° §³¥²¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²° ±²¢  R. �²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢®  §»¢ -¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ ¤®¯®«¥¨¥¬ ª ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ R1 ¢ ¯°®±-²° ±²¢¥ R.� ±±¬®²°¨¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R ¥ª®²®°®¥ m-¬¥°®¥¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1 ���) ¨ ¢¥ª²®° f , ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ -¹¨© R1. �®±² ¢¨¬ § ¤ ·³: ®¯³±²¨²¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ¨§²®·ª¨ f   R1, ². ¥.  ©²¨ ¢¥ª²®° f0 ¨§ R1 ² ª®©,·²®¡» ¢¥ª²®° h = f � f0 ¡»« ®°²®£® «¥ R1. �¥ª-²®° f0  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨ ½²®¬ ®°²®£® «¼®© ¯°®¥ª¶¨¥©�) �²®² ¯³ª² ¬®¦® ¯°¨ ¯¥°¢®¬ ·²¥¨¨ ¯°®¯³±²¨²¼.��) �«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  R1 ¥±²¼ ¯«®±ª®±²¼, ½²  ²¥®°¥¬  ¢ ½«¥¬¥-² °®© £¥®¬¥²°¨¨  §»¢ ¥²±¿ ²¥®°¥¬®© ® ¤¢³µ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° µ.���) � §¬¥°®±²¼ ± ¬®£® ¯°®±²° ±²¢  R ¤«¿  ± ¥±³¹¥-±²¢¥ . �® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¤ ¦¥ ¡¥±ª®¥·®¬¥°»¬.



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 53¢¥ª²®°  f   ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1. �¥±ª®«¼ª® ¯®§¦¥¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ½²  § ¤ ·  ¢±¥£¤  ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥, ¯°¨-²®¬ ¥¤¨±²¢¥®¥. �¥©· ± ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²®, ª ª ¨ ¢½«¥¬¥² °®© £¥®¬¥²°¨¨, ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ¥±²¼ ª° ²· ©-¸¥¥ ° ±±²®¿¨¥ ®² ²®·ª¨ ¤® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ . �°³£¨¬¨±«®¢ ¬¨, ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¥±«¨ f1 ¥±²¼ ®²«¨·»© ®² f0¢¥ª²®° ¨§ R1, ²® jf � f1j > jf � f0j:�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢¥ª²®° f0 � f1, ª ª ° §®±²¼ ¤¢³µ ¢¥ª-²®°®¢ ¨§ R1, ¯°¨ ¤«¥¦¨² R1 ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®°²®£®- «¥ ¢¥ª²®°³ h = f � f0. �® ²¥®°¥¬¥ �¨´ £®°  ¨¬¥¥¬:jf � f0j2 + jf0 � f1j2 = jf � f0 + f0 � f1j2 = jf � f1j2¨, § ·¨², jf � f1j > jf � f0j:�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ´ ª²¨·¥±ª¨ ¢»·¨±«¨²¼ ¯® f¥£® ®°²®£® «¼³¾ ¯°®¥ª¶¨¾ f0   ¯®¤¯°®±²° ±²¢®R1(². ¥. ®¯³±²¨²¼ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿° ¨§ f   R1). �³±²¼ ¡ §¨±¯®¤¯°®±²° ±²¢  R1 ±®±²®¨² ¨§ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; em.�³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢¥ª²®° f0 ¢ ¢¨¤¥f0 = c1e1 + c2e2 + : : : + cmem; (9)£¤¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ck  ©¤¥¬ ¨§ ³±«®¢¨¿ ®°²®£® «¼®-±²¨ f � f0 ª R1. �«¿ ²®£® ·²®¡» ½²  ®°²®£® «¼®±²¼¨¬¥«  ¬¥±²®, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¢»¯®«-¿«¨±¼ m ° ¢¥±²¢ (f � f0; ek) = 0 (k = 1; 2; : : : ;m), ². ¥.(f0; ek) = (f; ek): (10)�®¤±² ¢«¿¿ ±¾¤  ¢¬¥±²® f0 ¥£® ¢»° ¦¥¨¥ (9), ¯®«³· -¥¬ ±¨±²¥¬³ m ³° ¢¥¨©c1(e1; ek) + c2(e2; ek) + : : : + cm(em; ek) = (f; ek)(k = 1; 2; : : : ;m) (11)®²®±¨²¥«¼® ·¨±¥« ci.



54 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ®²¤¥«¼® · ±²® ¢±²°¥· ¾¹¨©-±¿ ±«³· ©, ª®£¤  ¡ §¨± e1; e2; : : : ; em |®°²®£® «¼»© ¨®°¬¨°®¢ »©. � ½²®¬ ±«³· ¥ § ¤ ·  °¥¸ ¥²±¿ ®±®-¡¥® ¯°®±²®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ±¨±²¥¬  (11) ¯°¥¢° ¹ -¥²±¿ ¢ ² ª®¬ ¡ §¨±¥ ¢ ±¨±²¥¬³ ° ¢¥±²¢ci = (f; ei); (12)±° §³ ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ³¦»¥ ª®½´´¨¶¨¥²».� ª ª ª ¢ ª ¦¤®¬m-¬¥°®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦®¢»¡° ²¼ ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±, ²® ¬»¤®ª § «¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® ³ ª ¦¤®£® ¢¥ª²®°  f ±³-¹¥±²¢³¥², ¨ ¯°¨²®¬ ²®«¼ª® ®¤ , ®°²®£® «¼ ¿ ¯°®-¥ª¶¨¿ f0   ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1.�¥°¥¬±¿ ²¥¯¥°¼ ª ±«³· ¾ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¡ §¨± .� ½²®¬ ±«³· ¥ ±¨±²¥¬  (11) ² ª¦¥ ¤®«¦  ¨¬¥²¼ ¥¤¨-±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢¥ª²®° f0, ¯® ¤®ª -§ ®¬³, ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¯°¨²®¬ ²®«¼ª® ®¤¨. � ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; em ¢¥ª²®° f0 ¨¬¥¥² ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥»¥ ª®-®°¤¨ ²» c1; c2; : : : ; cm. � ª ª ª ½²¨ ·¨±«  ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾² ±¨±²¥¬¥ (11), ²® ½²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥², ±«¥¤®¢ ²¥«¼-®, ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥. �¨±²¥¬  m ³° ¢¥¨© ± ¥-¨§¢¥±²»¬¨ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥, «¨¸¼¥±«¨ ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ®²«¨·¥ ®² ³«¿. �²±¾¤  ±«¥¤³¥²,·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ±¨±²¥¬» (11)�������� (e1; e1) (e2; e1) : : : (em; e1)(e1; e2) (e2; e2) : : : (em; e2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(e1; em) (e2; em) : : : (em; em)��������®²«¨·¥ ®² ³«¿. �²®² ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼  §»¢ ¥²±¿ ®¯°¥-¤¥«¨²¥«¥¬ �° ¬  ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; em.�² ª, ¯³±²¼ § ¤ ® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1 ± ¡ §¨±®¬e1; : : : ; em ¨ ¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° f ¯°®±²° ±²¢  R.



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 55�°²®£® «¼ ¿ ¯°®¥ª¶¨¿ f0 ¢¥ª²®°  f   R1 ¨¬¥¥²¢¨¤ f0 = c1e1 + : : :+ cmem:�°¨ ½²®¬, ¥±«¨ ¡ §¨± e1; e2; : : : ; em ®°²®£® «¥, ²®ci = (f; ei):�±«¨ ¦¥ ¡ §¨± e1; : : : ; em ¯°®¨§¢®«¥, ²® ª®½´´¨¶¨¥-²» ci ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª ª °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (11).� ° ¨ ¬ ¥ ° 1. � ¯ ® ± ® ¡    ¨ ¬ ¥  ¼ ¸ ¨ µ ª ¢   -¤ °   ² ® ¢ . �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢¥«¨·¨  y ¥±²¼ «¨¥©- ¿ ´³ª¶¨¿ ¢¥«¨·¨ x1; : : : ; xm, ². ¥. ·²®y0 = c1x1 + : : :+ cmxm;£¤¥ c1; : : : ; cm |¯®±²®¿»¥, ¥¨§¢¥±²»¥  ¬ ª®½´´¨-¶¨¥²». � ±²® ª®½´´¨¶¨¥²» c1; : : : ; cm ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿½ª±¯¥°¨¬¥² «¼®. �«¿ ½²®£® ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ °¿¤ ¨§¬¥-°¥¨© ¢¥«¨·¨ x1; : : : ; xm ¨ y. �¡®§ ·¨¬ °¥§³«¼² ²»k-£® ¨§¬¥°¥¨¿ ·¥°¥§ x1k; : : : ; xmk ¨, ±®®²¢¥²±²¢¥®, yk.�®½´´¨¶¨¥²» c1; : : : ; cm ¬®¦® ¡»«® ¡» ¯®¯»² ²¼±¿®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©x11c1 + x21c2 + : : :+ xm1cm = y1;x12c1 + x22c2 + : : :+ xm2cm = y2;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x1nc1 + x2nc2 + : : :+ xmncm = yn:9>>>=>>>; (13)�¤¥±¼ ·¨±«® ³° ¢¥¨© n ° ¢® ·¨±«³ ¯°®¨§¢¥¤¥»µ¨§¬¥°¥¨© ¨ ®¡»·® ¯°¥¢®±µ®¤¨² ·¨±«® ¥¨§¢¥±²»µ(n > m). � ª ª ª ¨§¬¥°¥¨¥ ¢¥«¨·¨ x1; : : : ; xm; y ¥-¨§¡¥¦® ±¢¿§ ® ± ¯®£°¥¸®±²¿¬¨, ²® ±¨±²¥¬  (13), ¢®-®¡¹¥ £®¢®°¿, ¯°®²¨¢®°¥·¨¢  ¨ ® ¥¥ ²®·®¬ °¥¸¥¨¨ £®-¢®°¨²¼ ¡¥±±¬»±«¥®. �®½²®¬³ ³° ¢¥¨¿¬ (13) ¬®¦-® ³¤®¢«¥²¢®°¨²¼ «¨¸¼ ¯°¨¡«¨¦¥®. � ª¨¬ ®¡° §®¬,±² ¢¨²±¿ § ¤ ·  ° §»±ª ²¼ ² ª¨¥ § ·¥¨¿ ¥¨§¢¥±²-»µ c1; : : : ; cm, ¯°¨ ª®²®°»µ «¥¢»¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (13)



56 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¡»«¨ ¡» ¢®§¬®¦® ¡®«¥¥ ¡«¨§ª¨ ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¯° ¢»¬ · ±²¿¬. � ª ·¥±²¢¥ À¬¥°» ¡«¨§®±²¨Á ¡¥°¥²±¿² ª  §»¢ ¥¬®¥ ª¢ ¤° ²¨·®¥ ³ª«®¥¨¥ «¥¢»µ · ±²¥©³° ¢¥¨© ®² ±¢®¡®¤»µ ·«¥®¢, ². ¥. ¢¥«¨·¨ nXk=1(x1kc1 + x2kc2 + : : :+ xmkcm � yk)2: (14)� ¬ ³¦®  ©²¨ ·¨±«  c1; c2; : : : ; cm, ¯°¨ ª®²®°»µ ª¢ -¤° ²¨·®¥ ³ª«®¥¨¥ ¨¬¥¥²  ¨¬¥¼¸¥¥ § ·¥¨¥. �²³§ ¤ ·³   ¬¨¨¬³¬ ¬®¦® °¥¸¨²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®.�¤ ª® ¥¥ °¥¸¥¨¥ ¬®¦® ±° §³ ¯®«³·¨²¼ ¨§ °¥§³«¼-² ²®¢, ¨§«®¦¥»µ ¢»¸¥.� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ° ±±¬®²°¨¬ n-¬¥°®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®-±²° ±²¢® ¨ ¢ ¥¬ ¢¥ª²®°» e1 = (x11; x12; : : : ; x1n),e2 == (x21; : : : ; x2n), : : : , em = (xm1; : : : ; xmn) ¨ f == (y1; : : : ; yn). �° ¢»¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨© ±¨±²¥¬» (13)¿¢«¿¾²±¿ ª®¬¯®¥² ¬¨ ¢¥ª²®°  f , «¥¢»¥ · ±²¨|¢¥ª-²®°  c1e1 + c2e2 + : : :+ cmem:�»° ¦¥¨¥ (14) ¥±²¼, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª¢ ¤° ² ° ±±²®¿-¨¿ ¢¥ª²®°  c1e1+c2e2+ : : :+cmem ®² ¢¥ª²®°  f . � ª¨¬®¡° §®¬, ³±«®¢¨¥, ·²®¡» ª¢ ¤° ²¨·®¥ ³ª«®¥¨¥ ¡»-«® ¬¨¨¬ «¼»¬, ° ¢®±¨«¼® ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¥: ¢»-¡° ²¼ ·¨±«  c1; c2; : : : ; cm ² ª, ·²®¡» ° ±±²®¿¨¥ ®² ¢¥ª-²®°  f ¤® ¢¥ª²®°  f0 = c1e1 + c2e2 + : : : + cmem ¡»«® ¨¬¥¼¸¨¬. �±«¨ ®¡®§ ·¨²¼ ·¥°¥§ R1 ¯®¤¯°®±²° -±²¢® n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ , ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ «¨¥©»µª®¬¡¨ ¶¨© ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; em �), ²® § ¤ ·  ±®±²®¨²¢  µ®¦¤¥¨¨ ¯°®¥ª¶¨¨ ¢¥ª²®°  f   ½²® ¯®¤¯°®±²° -±²¢®. � ª ¬» ¢¨¤¥«¨ (´®°¬³«  (11)), ·¨±«  c1; c2; : : : ; cm,�) �» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬,·²® ° £ ¬ ²°¨¶» ±¨±²¥¬» (13) ° ¢¥ m¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; em «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬».



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 57°¥¸ ¾¹¨¥ ½²³ § ¤ ·³,  µ®¤¿²±¿ ¨§ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©(e1; e1)c1+(e2; e1)c2+: : :+(em; e1)cm = (f; e1);(e1; e2)c1+(e2; e2)c2+: : :+(em; e2)cm = (f; e2);. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(e1; em)c1+(e2; em)c2+: : :+(em; em)cm = (f; em);9>>>=>>>; (15)£¤¥ (f; ek) = nXj=1 xkjyj; (ei; ek) = nXj=1 xijxkj:�¨±²¥¬  (15)  §»¢ ¥²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±¨±²¥¬®©®°¬ «¼»µ ³° ¢¥¨©. �² ª, ¯°¨¡«¨¦¥®¥ °¥¸¥¨¥±¨±²¥¬» (13) ±®±²®¨² ¢ § ¬¥¥ ¥¥ ®°¬ «¼®© ±¨±²¥-¬®© (15) m ³° ¢¥¨© ± m ¥¨§¢¥±²»¬¨. �§«®¦¥»©¬¥²®¤  §»¢ ¥²±¿ ±¯®±®¡®¬  ¨¬¥¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �¥¸¨²¼ ¯® ±¯®±®¡³  ¨¬¥¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© 2c = 3;3c = 4;4c = 5:� ¥ ¸ ¥  ¨ ¥. e1 = (2; 3; 4), f = (3; 4; 5): �®°¬ «¼ ¿ ±¨±²¥¬ ±¢®¤¨²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ª ®¤®¬³ ³° ¢¥¨¾:(e1; e1)c = (e1; f);². ¥. 29c = 40; c = 4029 :�«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ±¨±²¥¬  (13) ¥±²¼ ±¨±²¥¬  n ³° ¢-¥¨© ± ®¤¨¬ ¥¨§¢¥±²»¬x1c = y1;x2c = y2;. . . . . .xnc = yn; (130)



58 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i°¥¸¥¨¥ § ¯¨¸¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:c = (x; y)(x; x) = nPk=1xkyknPk=1x2k :�°¨¡«¨¦¥®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (130) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±-²®«ª®¢ ® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ª ª ¯°®¢¥¤¥¨¥ ·¥°¥§  · «®ª®®°¤¨ ² ¯°¿¬®©, ¯°®µ®¤¿¹¥© À¢®§¬®¦® ¡®«¥¥ ¡«¨§-ª®Á ®² ±®¢®ª³¯®±²¨ ²®·¥ª (x1; y1); (x2; y2); : : : ; (xn; yn).�¨±«® c ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ²®£¤  ³£«®¢®© ª®½´´¨¶¨¥² ² -ª®© ¯°¿¬®©.� ° ¨ ¬ ¥ ° 2. � ° ¨ ¡ « ¨ ¦ ¥  ¨ ¥ ´ ³  ª ¶ ¨ © ² ° ¨ £ ® - ® ¬ ¥ ² ° ¨ · ¥ ± ª ¨ ¬ ¨ ¬  ® £ ® · « ¥    ¬ ¨. �³±²¼ f(t)| ¥-ª®²®° ¿ ¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿, § ¤  ¿   ¨²¥°¢ «¥ (0; 2�). � -±²® ¡»¢ ¥² ³¦® ¯®¤®¡° ²¼ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ P (t)¤ ®£® ¯®°¿¤ª , ¢®§¬®¦® ¬¥¼¸¥ ®²«¨· ¾¹¨©±¿ ®² f(t). � ª -·¥±²¢¥ ¬¥°» ®²ª«®¥¨¿ P (t) ®² f(t) ¬» ¢®§¼¬¥¬ ª¢ ¤° ²¨·®¥³ª«®¥¨¥, ª®²®°®¥ § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©2�Z0 [f(t)� P (t)]2 dt: (16)�² ª, ²®· ¿ ¯®±² ®¢ª  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© § ¤ ·¨ ² ª®¢ : ±°¥¤¨¢±¥µ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬®£®·«¥®¢ ¯®°¿¤ª  nP (t) = a02 + a1 cos t+ b1 sin t+ : : :+ an cosnt+ bn sinnt (17) ©²¨ ²®², ª¢ ¤° ²¨·®¥ ³ª«®¥¨¥ ª®²®°®£® ®² § ¤ ®© ´³-ª¶¨¨ f(t) ¬¨¨¬ «¼®.�¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢® R ¥¯°¥°»¢»µ ´³ª-¶¨©   ®²°¥§ª¥ (0; 2�). �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ½²®¬ ¯°®±²° -±²¢¥ § ¤ ¤¨¬, ª ª ®¡»·®, ¨²¥£° «®¬(f; g) = 2�Z0 f(t)g(t)dt:�«¨  ¢¥ª²®°  ¢»° ¦ ¥²±¿ ²®£¤  ´®°¬³«®©jf j =sZ 2�0 [f(t)]2 dt;



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 59¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª¢ ¤° ²¨·®¥ ³ª«®¥¨¥ (16) ¥±²¼ ¢  ¸¥¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ ¯°®±²® ª¢ ¤° ² ° ±±²®¿¨¿ ®² f(t) ¤® P (t). �°¨£®®-¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¬®£®·«¥» ¢¨¤  (17) ®¡° §³¾² ¢ R ¯®¤¯°®±²° -±²¢® R1 ° §¬¥°®±²¨ 2n+1. � ¬ ³¦®  ©²¨ ½«¥¬¥² ¨§ R1,  -µ®¤¿¹¨©±¿   ¬¨¨¬ «¼®¬ ° ±±²®¿¨¨ ®² f(t). �²  § ¤ ·  ±®¢ °¥¸ ¥²±¿ ®¯³±ª ¨¥¬ ¯¥°¯¥¤¨ª³«¿°  ¨§ ²®·ª¨ f(t)   ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® R1.� ª ª ª ´³ª¶¨¨e0 = 1p2� ; e1 = cos tp� ; e2 = sin tp� ; : : : ; e2n�1 = cos ntp� ; e2n = sinntp�®¡° §³¾² ®°²®£® «¼»© ¨ ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± ¢ ½²®¬ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢¥ (±¬. ¯°¨¬¥° 2 ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯³ª² ), ²® °¥¸¥¨¥¬ ½²®©§ ¤ ·¨ ±«³¦¨² «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢P (t) = 2nXk=0 ckek; (18)£¤¥ ck = (f; ek);². ¥., ¢±¯®¬¨ ¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ¨¬¥¥¬:c0 = 1p2� 2�Z0 f(t) dt; c2k�1 = 1p� 2�Z0 f(t) cos kt dt;c2k = 1p� 2�Z0 f(t) sin kt dt (k = 1; : : : ; n):�®¤±² ¢«¿¿ ck ¨ ek (k = 1; : : : ; n) ¢ ´®°¬³«³ (18), ¬» ¯°¨µ®¤¨¬,² ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ±«¥¤³¾¹¥¬³ °¥§³«¼² ²³: ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ®¯°¥-¤¥«¨²¼ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥P (t) = a02 + nXk=1(ak cos kt+ bk sin kt);ª¢ ¤° ²¨·®¥ ³ª«®¥¨¥ ª®²®°®£® ®² § ¤ ®© ´³ª¶¨¨ f(t) ¬¨-¨¬ «¼®,  ¤® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª®½´´¨¶¨¥²» ak; bk ¯® ´®°¬³« ¬a0 = 1� 2�Z0 f(t)dt; ak = 1� 2�Z0 f(t) cos kt dt; bk = 1� 2�Z0 f(t) sin kt dt:� ª ®¯°¥¤¥«¥»¥ ·¨±«  ak; bk  §»¢ ¾²±¿ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨�³°¼¥ ´³ª¶¨¨ f(t).



60 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i3. �§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢. �» ° ±-±¬®²°¥«¨ °¿¤ ¯°¨¬¥°®¢ n-¬¥°»µ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®-±²° ±²¢. �²¨ ¯°®±²° ±²¢  ®²«¨· «¨±¼ ®¤® ®² ¤°³-£®£® ¢® ¢±¿ª®¬ ±«³· ¥ ±¯®±®¡®¬ § ¤ ¨¿ ¢¥ª²®°®¢ (² ª,¢ ¯°¨¬¥°¥ 2 x 2 ¢¥ª²®° ¥±²¼ ±®¢®ª³¯®±²¼ n ·¨±¥«, ¢¯°¨¬¥°¥ 5 x 2|¬®£®·«¥ ¨ ². ¤.).�®§¨ª ¥² ¢®¯°®±: ª ª¨¥ ¨§ ½²¨µ ¯°®±²° ±²¢ ¤¥©-±²¢¨²¥«¼® ° §«¨·» ¨ ¤«¿ ª ª¨µ ° §«¨·¨¥ ¿¢«¿¥²±¿«¨¸¼ ·¨±²® ¢¥¸¨¬, ². ¥. ° §«¨·» «¨¸¼ ±¯®±®¡» § -¤ ¨¿ ½²¨µ ¯°®±²° ±²¢?�«¿ ²®£® ·²®¡» ¢®¯°®± ¡»« ²®·® ¯®±² ¢«¥, ³¦-® ®¯°¥¤¥«¨²¼, ª ª¨¥ ¤¢  ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢  ¬»¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ «¨¸¼ ¥±³¹¥±²¢¥® ° §«¨· ¾¹¨¬¨±¿(¨§®¬®°´»¬¨).� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 3. �¢  ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±-²¢  R ¨ R1  §»¢ ¾²±¿ ¨§®¬®°´»¬¨, ¥±«¨ ¬¥¦¤³ ¨µ½«¥¬¥² ¬¨ ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥±®®²¢¥²±²¢¨¥ x$ x0 (x 2 R, x0 2 R0) ² ª, ·²®:1� �±«¨ x $ x0 ¨ y $ y0, ²® x + y $ x0 + y0, ². ¥.¥±«¨ ¢¥ª²®°³ x 2 R ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®° x0 2 R0,  ¢¥ª²®°³ y 2 R ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®° y0 2 R0, ²®±³¬¬¥ x+ y ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±³¬¬  x0 + y0.2� �±«¨ x$ x0, ²® �x$ �x0.3� �±«¨ x$ x0 ¨ y $ y0, ²® (x; y) = (x0; y0), ². ¥. ±ª -«¿°»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯ ° ¢¥ª²®°®¢° ¢» ¬¥¦¤³ ±®¡®©.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥¢ª«¨¤®¢» ¯°®±²° ±²¢  R1 ¨ R2¨§®¬®°´», ¥±«¨ ®¨ ¨§®¬®°´» ª ª «¨¥©»¥ ¯°®±-²° ±²¢  ¨ ½²®² ¨§®¬®°´¨§¬ ² ª®¢, ·²® ® ±®µ° ¿¥²±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢¥ª²®°®¢.�±«¨ ¢ ª ª®¬-¨¡³¤¼ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²-° ±²¢¥ R ¤®ª §   ²¥®°¥¬ , ±´®°¬³«¨°®¢  ¿ ¢ ²¥°-¬¨ µ ±«®¦¥¨¿, ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«  ¨ ±ª «¿°®£® ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢, ²® ½²  ¦¥ ²¥®°¥¬  ¢¥°  ¨ ¢ «¾¡®¬¨§®¬®°´®¬ ¥¬³ ¯°®±²° ±²¢¥. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ª ª



x 3] ¨§®¬®°´¨§¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ 61¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥, ² ª ¨ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ² ª®© ²¥®°¥¬»§ ¬¥¨²¼ ¢¥ª²®°» ¨§ R ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ¨¬ ¢¥ª²®° -¬¨ ¨§ R0, ²® ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢ 1�, 2�, 3� ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§®-¬®°´¨§¬  ¢±¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ®±² ³²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬¨,². ¥. ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ¢¥°  ¨ ¢ R0.�¥°¥¬±¿ ª ¢®¯°®±³, ¯®±² ¢«¥®¬³ ° ¥¥. �ª §»¢ -¥²±¿, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �±¥ ¥¢ª«¨¤®¢» ¯°®±²° ±²¢  ¤ -®© ° §¬¥°®±²¨ ¨§®¬®°´» ¬¥¦¤³ ±®¡®©.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¥ n-¬¥°-»¥ ¥¢ª«¨¤®¢» ¯°®±²° ±²¢  ¨§®¬®°´» ±¯¥¶¨ «¼®¢»¡° ®¬³ À±² ¤ °²®¬³Á n-¬¥°®¬³ ¯°®±²° ±²¢³.�¥¬ ± ¬»¬ ¡³¤¥² ¤®ª § ®, ·²® ¢±¥ n-¬¥°»¥ ¥¢ª«¨¤®-¢» ¯°®±²° ±²¢  ¨§®¬®°´» ¬¥¦¤³ ±®¡®©.� ª ·¥±²¢¥ ² ª®£® ±² ¤ °²®£® n-¬¥°®£® ¯°®±²-° ±²¢  R0 ¬» ¢®§¼¬¥¬ ° ±±¬®²°¥®¥ ¢ x 2 (¯°¨¬¥° 2)¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ ¢¥ª²®° ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±®-¢®ª³¯®±²¼ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥« x0 = (�1; �2; : : : ; �n),  ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ x0 = (�1; �2; : : : ; �n) ¨y0 = (�1; �2; : : : ; �n) § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©(x0; y0) = �1�1 + �2�2 + : : : + �n�n:�³±²¼  ¬ ¤ ® ª ª®¥-«¨¡® n-¬¥°®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®-±²° ±²¢® R; ¢»¡¥°¥¬ ¢ ¥¬ ®°¬¨°®¢ »© ®°²®£®- «¼»© ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en (¬» ¤®ª § «¨ ° ¥¥, ·²® ¢®¢±¿ª®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ² ª®© ¡ §¨± ±³¹¥±²¢³-¥²). �®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢¥ª²®°³x = �1e1 + �2e2 + : : : + �nen;±®¢®ª³¯®±²¼ n ·¨±¥« �1; �2; : : : ; �n, ². ¥. ¢¥ª²®°x0 = (�1; �2; : : : ; �n)¨§ R0.�®ª ¦¥¬, ·²® ³±² ®¢«¥®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¥±²¼ ¨§®-¬®°´¨§¬.



62 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®. �³¦® ¯°®-¢¥°¨²¼, ·²® ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿ 1�{3� ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨§®-¬®°´¨§¬ .�¢®©±²¢  1� ¨ 2� ®·¥¢¨¤».�°®¢¥°¨¬ ±¢®©±²¢® 3�, ². ¥. ° ¢¥±²¢® ±ª «¿°»µ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¤°³£ ¤°³£³ ¯ ° ¢¥ª-²®°®¢. �®«¼§³¿±¼ ¢»¢¥¤¥®© ¢»¸¥ (±²°. 49) ´®°¬³«®©¤«¿ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢ ®°²®£® «¼®¬ ®°¬¨-°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥, ¨¬¥¥¬:(x; y) = �1�1 + �2�2 + : : :+ �n�n:� ¤°³£®© ±²®°®», ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R0 (¯°¨¬¥° 2 x 2) ¨¬¥¥¬:(x0; y0) = �1�1 + �2�2 + : : : + �n�n:� ª¨¬ ®¡° §®¬, (x; y) = (x0; y0);². ¥. ° ¢¥±²¢® ±ª «¿°»µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ¤®ª § ®.�¥®°¥¬  ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼ ½²³ ²¥®°¥¬³ ¬¥²®¤®¬,   «®£¨·-»¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¢ ¯. 4 x 1.�§ ²¥®°¥¬» ®¡ ¨§®¬®°´¨§¬¥ ¬®¦® ¢»¢¥±²¨ ¨²¥-°¥±®¥ ±«¥¤±²¢¨¥: «¾¡®¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥® ¤¢³µ ¨«¨ ²°¥µ ¢¥ª²®° µ ¤®±² ²®·® ¯°®¢¥°¨²¼ ¢ ¨§-¢¥±²®¬ ¨§ ½«¥¬¥² °®© £¥®¬¥²°¨¨ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±-²° ±²¢¥ �). � ± ¬®¬ ¤¥«¥, «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ½²¨µ¢¥ª²®°®¢ ®¡° §³¥² ¯®¤¯°®±²° ±²¢®  ¸¥£® ¯°®±²° -±²¢  ¥ ¡®«¥¥ ²°¥µ ¨§¬¥°¥¨©. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» ® ¨§®-¬®°´¨§¬¥ ½²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¨§®¬®°´® ®¡»·®¬³²°¥µ¬¥°®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ («¨¡® ¥£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢³)�) �¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ²¥®°¥¬®© ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ³²¢¥°¦¤¥-¨¥ ® ¢¥ª²®° µ, ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ±´®°¬³«¨°®¢ ® ¢ ²¥°¬¨ µ±«®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°®¢, ³¬®¦¥¨¿ ¨µ   ·¨±«  ¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¿.



x 4] ¡¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» 63¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®±² ²®·® ¯°®¢¥-°¨²¼ ¢ ¯®±«¥¤¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥.� · ±²®±²¨, ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ¥° ¢¥±²¢  �®¸¨{�³¿ª®¢±ª®£® (¿¢«¿¾¹¥£®±¿ ³²¢¥°¦¤¥¨¥¬ ® ¯ °¥ ¢¥ª-²®°®¢) ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ®® ¢¥°® ¢ ½«¥¬¥² °®©£¥®¬¥²°¨¨ (±¬. ¯°¨¬¥° 1, ±²°. 42). �» ¯®«³· ¥¬, ² -ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¢®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¥° ¢¥±²¢  �®¸¨{�³¿ª®¢±ª®£®.�¹¥ ®¤¨ ¯°¨¬¥°. � x 2 ¬» ¤®ª § «¨ ¥° ¢¥±²¢® (7)jx+ yj 6 jxj+ jyj:� ½«¥¬¥² °®© £¥®¬¥²°¨¨ ½²® ¥° ¢¥±²¢® ®§ · ¥²,·²® ¤«¨  ¤¨ £® «¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬  ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²±³¬¬» ¤«¨ ¤¢³µ ±¬¥¦»µ ±²®°®, ¨ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¢«¾¡®¬ ³·¥¡¨ª¥ ½«¥¬¥² °®© £¥®¬¥²°¨¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼-®, ¢ ±¨«³ ±ª § ®£® ° ¥¥, ½²® ¥° ¢¥±²¢® ±¯° ¢¥¤-«¨¢® ¢ «¾¡®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �¥®°¥¬  ® ¨§®-¬®°´¨§¬¥ ¤ ¥²  ¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢®§¬®¦®±²¼ ¯®«³-·¨²¼,  ¯°¨¬¥°, ¥° ¢¥±²¢®vuuut bZa (f(t) + g(t))2 dt 6vuuut bZa f2(t) dt+vuuut bZa g2(t) dt;¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ¥° ¢¥±²¢®¬ (7) x 2 ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ´³-ª¶¨© (¯°¨¬¥° 4 x 2) ª ª ¥¯®±°¥¤±²¢¥®¥ ±«¥¤±²¢¨¥²®«¼ª® ·²® ±´®°¬³«¨°®¢ ®© ²¥®°¥¬» ¨§ ½«¥¬¥² °-®© £¥®¬¥²°¨¨.x 4. �¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬»� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¡³¤¥¬ ®¯¿²¼ § ¨¬ ²¼±¿  ´-´¨»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬,   ¨¬¥®, ¡³¤¥¬ ¨§³· ²¼ ¯°®-±²¥©¸¨¥ ·¨±«®¢»¥ ´³ª¶¨¨ ®² ¢¥ª²®°®¢ ¢  ´´¨®¬¯°®±²° ±²¢¥.



64 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i1. �¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿. �°®±²¥©¸¥© ´³ª¶¨¥© ¢  ´-´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �®¢®°¿², ·²® ¢  ´´¨®¬¯°®±²° ±²¢¥ § ¤   «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ («¨¥© ¿´®°¬ ), ¥±«¨ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ x ¯®±² ¢«¥® ¢ ±®®²-¢¥²±²¢¨¥ ·¨±«® f(x), ² ª ·²® ¯°¨ ½²®¬ ¢»¯®«¥»³±«®¢¨¿:1� f(x+ y) = f(x) + f(y):2� f(�x) = �f(x):�»¡¥°¥¬ ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯°®¨§¢®«¼»© ¡ -§¨± e1; e2; : : : ; en. � ª ª ª ª ¦¤»© ¢¥ª²®° x ¬®¦® ¯°¥¤-±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥x = �1e1 + �2e2 + : : : + �nen;²® ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢ «¨¥©®© ´³ª¶¨¨ ¨¬¥¥¬:f(x) = f(�1e1 + �2e2 + : : :+ �nen) == �1f(e1) + �2f(e2) + : : : + �nf(en):�² ª: ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ± § ¤ »¬ ¡ §¨±®¬«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥f(x) = a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n; (1)£¤¥ ai = f(ei)|¯®±²®¿»¥, § ¢¨±¿¹¨¥ «¨¸¼ ®² ¢»-¡®°  ¡ §¨± ,   �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  ¢½²®¬ ¡ §¨±¥.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤ ®¥ ¢»¸¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ «¨¥©®©´³ª¶¨¨ ±®¢¯ ¤ ¥², ¯® ±³¹¥±²¢³, ± ¯°¨¿²»¬ ¢  «£¥¡°¥®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ «¨¥©®© ´³ª¶¨¨ («¨¥©®© ´®°¬»);  -¤® «¨¸¼ ¨¬¥²¼ ¢ ¢¨¤³, ·²® ¢  ¸¥¬ ±«³· ¥ ª®½´´¨¶¨-¥²» § ¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± .�»¿±¨¬, ª ª ¬¥¿¾²±¿ ª®½´´¨¶¨¥²» «¨¥©®©´³ª¶¨¨ ¯°¨ § ¬¥¥ ®¤®£® ¡ §¨±  ¤°³£¨¬.�³±²¼ e1; e2; : : : ; en ¨ e01; e02; : : : ; e0n |¤¢  ¡ §¨±  ¢ R.�³±²¼, ¤ «¥¥, ¢¥ª²®°» e0i ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ¡ §¨± e1;



x 4] ¡¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» 65e2; : : : ; en ´®°¬³« ¬¨e01 = �11e1 + �21e2 + : : : + �n1en;e02 = �12e1 + �22e2 + : : : + �n2en;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e0n = �1ne1 + �2ne2 + : : :+ �nnen:�³±²¼ ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ¢»° ¦ -¥²±¿ ´®°¬³«®©f(x) = a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n;  ¢ ¡ §¨±¥ e01; e02; : : : ; e0n|´®°¬³«®©f(x) = a01�01 + a02�02 + : : :+ a0n�0n:� ª ª ª ai = f(ei),   a0k = f(e0k), ²®a0k = f(�1ke1 + �2ke2 + : : : + �nken) == �1kf(e1) + �2kf(e2) + : : :+ �nkf(en) == �1ka1 + �2ka2 + : : :+ �nkan:�» ¢¨¤¨¬, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·²® ª®½´´¨¶¨¥²» «¨¥©®©´®°¬» ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³² ª ¦¥, ª ª ¢¥ª²®°» ¡ §¨±  (¨«¨, ª ª ¨®£¤  £®¢®°¿²,ª®£°¥¤¨¥²® ¢¥ª²®° ¬ ¡ §¨± ).� ° ¨ ¬ ¥ ° 1. � ¯°®±²° ±²¢¥, ¢¥ª²®° ¬¨ ª®²®°®£®¿¢«¿¾²±¿ ¥¯°¥°»¢»¥ ´³ª¶¨¨ '(t), § ¤ »¥   ®²-°¥§ª¥ [a; b], ° ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾ f('), § ¤ ³¾ ´®°-¬³«®© f(') = bZa '(t) dt:�²  ´³ª¶¨¿ «¨¥© , ² ª ª ª ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ 1�¨ 2�.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯¥°¢®¥ ¨§ ¨µ ®§ · ¥², ·²® ¨²¥-£° « ±³¬¬» ° ¢¥ ±³¬¬¥ ¨²¥£° «®¢,   ¢²®°®¥ ®§ · -¥², ·²® ¯®±²®¿»© ¬®¦¨²¥«¼ ¬®¦® ¢»®±¨²¼ §  § ª¨²¥£° « .



66 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i� ° ¨ ¬ ¥ ° 2. � ²®¬ ¦¥ ¯°®±²° ±²¢¥ ° ±±¬®²°¨¬´³ª¶¨¾ f('), ®¯°¥¤¥«¥³¾ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �»-¡¥°¥¬   ®²°¥§ª¥ [a; b] ¥ª®²®°®¥ § ·¥¨¥ t = t0 ¨ ¯®-«®¦¨¬ f(') = '(t0):�°®¢¥°¼²¥, ·²® ½²  ´³ª¶¨¿ f(') ² ª¦¥ «¨¥© .2. �¨«¨¥©»¥ ´®°¬». �³¹¥±²¢¥³¾ °®«¼ ¢ ¤ «¼-¥©¸¥¬ ¡³¤³² ¨£° ²¼ ¡¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´³-ª¶¨¨ (´®°¬»).� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �» £®¢®°¨¬, ·²® A(x; y)¥±²¼ ¡¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ (¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ ) ®² ¢¥ª-²®°®¢ x ¨ y, ¥±«¨:1� ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ y A(x; y) ¥±²¼ «¨¥© ¿ ´³-ª¶¨¿ ®² x,2� ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ x A(x; y) ¥±²¼ «¨¥© ¿ ´³-ª¶¨¿ ®² y.�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ «¨¥©®© ´³ª-¶¨¨ ³±«®¢¨¿ 1� ¨ 2� ®§ · ¾² ±®®²¢¥²±²¢¥®1� A(x1 + x2; y) = A(x1; y) +A(x2; y);A(�x; y) = �A(x; y):2� A(x; y1 + y2) = A(x; y1) +A(x; y2);A(x;�y) = �A(x; y):� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. � ±±¬®²°¨¬ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²-¢®, ¢ ª®²®°®¬ ¢¥ª²®° ¥±²¼ ±®¢®ª³¯®±²¼ n ·¨±¥«. �®«®-¦¨¬ A(x; y) = a11�1�1 + a12�1�2 + : : :+ a1n�1�n ++ a21�2�1 + a22�2�2 + : : :+ a2n�2�n +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ an1�n�1 + an2�n�2 + : : :+ ann�n�n; (2)£¤¥ x ¥±²¼ ¢¥ª²®° (�1; �2; : : : ; �n),   y|¢¥ª²®°(�1; �2; : : : ; �n). �®°¬³«  (2) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¡¨«¨¥©-³¾ ´³ª¶¨¾. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ § ´¨ª±¨°®¢ ²¼ y,



x 4] ¡¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» 67². ¥. ±·¨² ²¼ �1; �2; : : : ; �n ¯®±²®¿»¬¨, ²® nPi;k=1 aik�i�k§ ¢¨±¨² ®² �i «¨¥©®, ². ¥. ¥±²¼ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿®² x = (�1; �2; : : : ; �n),   ¯°¨ ¯®±²®¿»µ �1; �2; : : : ; �n´®°¬  A(x; y)|«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ®² y.2. � ¯°®±²° ±²¢¥, ¢ ª®²®°®¬ ¢¥ª²®° ¬¨ ¿¢«¿¾²-±¿ ¥¯°¥°»¢»¥ ´³ª¶¨¨ f(t), ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨©¯°¨¬¥° ¡¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨. �³±²¼ K(s; t)|¥ª®²®-° ¿ ¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥¬¥»µ s ¨ t. �®«®¦¨¬A(f ; g) = bZa bZa K(s; t)f(s)g(t) ds dt:A(f ; g) ¥±²¼ ¡¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ f ¨ g.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ³±«®¢¨¿ 1� ¨ 2� ¯°®¢¥°¿¾²±¿ ² ª ¦¥,ª ª ¨ ¢ ¯°¨¬¥°¥ 1 ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯³ª² .�±«¨ K(s; t) � 1, ²®A(f ; g) = bZa bZa f(s)g(t) ds dt = bZa f(s) ds bZa g(t) dt;². ¥. A(f; g) ¥±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©bZa f(s) ds ¨ bZa g(t) dt.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ f(x) ¨ g(y)| «¨¥©»¥´³ª¶¨¨, ²® ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ f(x) �g(y) ¥±²¼ ¡¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 3. �¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ (´®°-¬ )  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¢¥ª-²®°®¢ x ¨ y ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢®A(x; y) = A(y;x):� ¯°¨¢¥¤¥®¬ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°¥ 1 ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ´®°¬³-«®© (2) ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  A(x; y) ±¨¬¬¥²°¨·  ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  aik = aki ¤«¿ «¾¡»µ i ¨ k.



68 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ (x; y) ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²-° ±²¢¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨¬¥°®¬ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¡¨«¨¥©-®© ´®°¬».� ± ¬®¬ ¤¥«¥,  ª±¨®¬» 1�, 2�, 3� ±ª «¿°®£® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¿ (x 2) ª ª ° § ¨ ®§ · ¾², ·²® ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¥ ¥±²¼ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ .3. � ²°¨¶  ¡¨«¨¥©®© ´®°¬». �» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ¡¨-«¨¥©³¾ ´®°¬³  ª±¨®¬ ²¨·¥±ª¨. �»¡¥°¥¬ ²¥¯¥°¼ ¢n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ª ª®©-«¨¡® ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en ¨¢»° §¨¬ ¡¨«¨¥©³¾ ´®°¬³ A(x; y) ·¥°¥§ ª®®°¤¨ ²»�1; �2; : : : ; �n ¨ �1; �2; : : : ; �n ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥.�» ¨¬¥¥¬:A(x; y) = A(�1e1+�2e2+: : :+�nen; �1e1+�2e2+: : :+�nen):� ±¨«³ ±¢®©±²¢ 1� ¨ 2� ¡¨«¨¥©®© ´®°¬»A(�1e1 + �2e2 + : : : + �nen; �1e1 + �2e2 + : : : + �nen) == �1�1A(e1; e1) + �1�2A(e1; e2) + : : :+ �1�nA(e1; en) ++ �2�1A(e2; e1) + �2�2A(e2; e2) + : : :+ �2�nA(e2; en) +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ �n�1A(en; e1) + �n�2A(en; e2) + : : :+ �n�nA(en; en);¨«¨, ª®°®·¥ A(x; y) = nXi;k=1A(ei; ek)�i�k:�¡®§ ·¨¬ ¯®±²®¿»¥ A(ei; ek) ·¥°¥§ aik. �®£¤  ¨¬¥¥¬:¯°¨ § ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ¢±¿ª ¿ ¡¨«¨¥© ¿´®°¬  ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± -  ¢ ¢¨¤¥ A(x; y) = nXi;k=1 aik�i�k; (3)£¤¥ �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x,   �1; �2; : : :: : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  y ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨±¥.



x 4] ¡¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» 69�¨±«  aik § ¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨±  ¨ ¢»·¨±«¿¾²±¿¯® ´®°¬³« ¬ aik = A(ei; ek): (4)� ²°¨¶  A = kaikk  §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ¡¨«¨¥©-®© ´®°¬» A(x; y) ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ª ¦¤®¬ ¡ §¨±¥ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ A(x; y) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¥© ¬ ²°¨¶¥© A = kaikk.� ° ¨ ¬ ¥ °. �³±²¼ R|²°¥µ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢¥ª²®° ¬¨ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿ ²°®©ª¨ ·¨±¥« (�1; �2; �3). � ¤ ¤¨¬ ¢ R ¡¨«¨-¥©³¾ ´®°¬³ A(x; y) ´®°¬³«®©A(x; y) = �1�1 + 2�2�2 + 3�3�3:�®§¼¬¥¬ ¢ R ¢ ª ·¥±²¢¥ ¡ §¨±  ²°¨ ¢¥ª²®° e1 = (1; 1; 1); e2 = (1; 1;�1); e3 = (1;�1;�1):� ©¤¥¬ ¬ ²°¨¶³ A ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y) ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥.� ±¨«³ (4) ¯®«³·¨¬:a11 = 1 � 1 + 2 � 1 � 1 + 3 � 1 � 1 = 6;a12 = a21 = 1 � 1 + 2 � 1 � 1 + 3 � 1 � (�1) = 0;a22 = 1 � 1 + 2 � 1 � 1 + 3 � (�1) � (�1) = 6;a13 = a31 = 1 � 1 + 2 � 1 � (�1) + 3 � 1 � (�1) = �4;a23 = a32 = 1 � 1 + 2 � 1 � (�1) + 3 � (�1) � (�1) = 2;a33 = 1 � 1 + 2 � (�1) � (�1) + 3 � (�1) � (�1) = 6;². ¥. A = 0@ 6 0 �40 6 2�4 2 61A :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ®¡®§ ·¨²¼ ·¥°¥§ (�01; �02; �03) ¨ �01; �02; �03 ª®®°-¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; e3, ²®A(x; y) = 6�01�01 � 4�01�03 + 6�02�02 + 2�02�03 � 4�03�01 + 2�03�02 + 6�03�03:4. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¬ ²°¨¶» ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¯°¨¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨± . �³±²¼ ¤ » ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²-¢¥ ¤¢  ¡ §¨± : e1; e2; : : : ; en ¨ f1; f2; : : : ; fn. �³±²¼ ¢¥ª-²®°» f1; f2; : : : ; fn ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ¡ §¨± 



70 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. ie1; e2; : : : ; en ´®°¬³« ¬¨f1 = c11e1 + c21e2 + : : : + cn1en;f2 = c12e1 + c22e2 + : : : + cn2en;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .fn = c1ne1 + c2ne2 + : : : + cnnen:9>>>=>>>; (5)� ª¨¬ ®¡° §®¬, c1k; c2k; : : : ; cnk |ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®-°  fk ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en. � ²°¨¶³C = 0B@c11 c12 : : : c1nc21 c22 : : : c2n: : : : : : : : : : : : :cn1 cn2 : : : cnn1CA §®¢¥¬ ¬ ²°¨¶¥© ¯¥°¥µ®¤  ®² ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ª ¡ -§¨±³ f1; f2; : : : ; fn.�³±²¼ A = kaikk ¥±²¼ ¬ ²°¨¶  ¡¨«¨¥©®© ´®°¬»A(x; y) ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en,   B = kbikk|¬ ²°¨¶ ²®© ¦¥ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¢ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn. � ¸ § ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ¯® ¬ ²°¨¶¥ kaikk  ©²¨¬ ²°¨¶³ kbikk.�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ [´®°¬³«  (4)] bpq = A(fp; fq), ². ¥.bpq |§ ·¥¨¥ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y) ¯°¨ x = fp,y = fq; ¤«¿ ²®£® ·²®¡»  ©²¨ ¥£®, ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿´®°¬³«®© (3), ¯®¤±² ¢¨¢ ¢ ¥¥ ¢¬¥±²® �1; �2; : : : ; �n ¨�1; �2; : : : ; �n ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ fp ¨ fq ¢ ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; en, ². ¥. ·¨±«  c1p; c2p; : : : ; cnp ¨ c1q; c2q; : : : ; cnq.�®«³·¨¬: bpq = A(fp; fq) = nXi;k=1 aikcipckq: (6)�²® ¥±²¼ ¨±ª®¬ ¿ ´®°¬³« .� ¯¨¸¥¬ ¥¥ ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥. �«¿ ½²®£® ¯®«®-¦¨¬ c0pi = cip; ² ª¨¬ ®¡° §®¬, c0pi ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥² ¬¨



x 4] ¡¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» 71¬ ²°¨¶» C 0, ²° ±¯®¨°®¢ ®© ª ¬ ²°¨¶¥ C. �®£¤ bpq = nXi;k=1 c0piaikckq:� ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥ ½²® ®§ · ¥² �):B = C 0AC: (7)�² ª: ¥±«¨ A ¨ B ±³²¼ ¬ ²°¨¶» ¡¨«¨¥©®© ´®°-¬» A(x; y) ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢ ¡ §¨± µ e1; e2; : : : ; en ¨f1; f2; : : : ; fn, ²® B = C 0AC, £¤¥ C|¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®-¤  ®² ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ª ¡ §¨±³ f1; f2; : : : ; fn,   C 0|¬ ²°¨¶ , ²° ±¯®¨°®¢  ¿ ª ¬ ²°¨¶¥ C.5. �¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬».� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 4. �³±²¼ A(x; y)|±¨¬¬¥²°¨-·¥±ª ¿ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ . �³ª¶¨¿ A(x;x), ª®²®° ¿¯®«³· ¥²±¿ ¨§ A(x; y), ¥±«¨ ¯®«®¦¨²¼ y = x,  §»¢ -¥²±¿ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®©.�) �°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¬ ²°¨¶ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿, ª ª ¨§¢¥±²®,² ª: ½«¥¬¥² ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¬ ²°¨¶, ±²®¿¹¨©   ¯¥°¥±¥·¥¨¨ i-©±²°®ª¨ ¨ k-£® ±²®«¡¶ , ° ¢¥ ±³¬¬¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ½«¥¬¥²®¢ i-© ±²°®ª¨ ¯¥°¢®© ¬ ²°¨¶»   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ½«¥¬¥²» k-£®±²®«¡¶  ¢²®°®© ¬ ²°¨¶». �¤®¡¥¥ ½²® ¯° ¢¨«® § ¯¨±»¢ ²¼ ¢ ¢¨¤¥´®°¬³«» cik = nX�=1 ai�b�k;£¤¥ ai� | ½«¥¬¥²» ¯¥°¢®© ¬ ²°¨¶»,   b�k |½«¥¬¥²» ¢²®°®© ¬ -²°¨¶». �²±¾¤ , ¯°¨¬¥¿¿ ½²® ¯° ¢¨«® ¤¢ ¦¤», ¬®¦® ¯®«³·¨²¼,·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ²°¥µ ¬ ²°¨¶ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ² ª: ¥±«¨ D = ABC,²® dik = nX�;�=1ai�b��c�k:�±«¨ A0 |¬ ²°¨¶ , ²° ±¯®¨°®¢  ¿ ª ¬ ²°¨¶¥ A, ²® ½«¥¬¥-²» ¬ ²°¨¶» A0BC ¨¬¥¾² ¢¨¤ nP�;�=1a�ib��c�k.



72 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. iA(x; y)  §»¢ ¥²±¿ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®©, ¯®«¿°®© ªª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬¥ A(x;x).�°¥¡®¢ ¨¥ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ ´®°¬» A(x; y) ¢ ®¯°¥-¤¥«¥¨¨ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ®¯° ¢¤»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾-¹¨¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¥¬, ª®²®°®¥ ¡¥§ ½²®£® ¡»«® ¡» ¥¢¥°®.�®«¿° ¿ ´®°¬  A(x; y) ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿±¢®¥© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®© A(x;x).� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¡¨«¨¥©®©´®°¬» «¥£ª® ±«¥¤³¥², ·²®A(x+ y;x+ y) = A(x;x) +A(x; y) +A(y;x) +A(y; y):�²±¾¤  ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ (². ¥. ° ¢¥±²¢  A(x; y) == A(y;x)) ¯®«³· ¥¬:A(x; y) = 12 [A(x+ y;x+ y)�A(x;x)�A(y; y)]:� ¯° ¢®© · ±²¨ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ±²®¿² § ·¥¨¿ ª¢ ¤° -²¨·®© ´®°¬»; ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ¡¨«¨-¥© ¿ ´®°¬  A(x; y) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¥© ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬®© �).�»¸¥ ¬» ³¦¥ ¤®ª § «¨, ·²® ¢±¿ª ¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  A(x; y) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ·¥°¥§ ª®®°¤¨-�) �³ª¶¨¿ A(x;x), ¯®«³·¥ ¿ ¨§ ¯°®¨§¢®«¼®© (¥ ®¡¿§ -²¥«¼® ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®©) ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y), ¬®¦¥² ¡»²¼¯®«³·¥  ¨ ¨§ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®©. �¥©±²¢¨²¥«¼-®, ¯³±²¼ A(x; y)| ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ ; ²®£¤ A1(x; y) = 12 [A(x; y) +A(y;x)]¥±²¼ ±®¢  ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ¨ ¯°¨²®¬, ª ª ¬®¦® ¢¨¤¥²¼, ±¨¬-¬¥²°¨·¥±ª ¿. �®A1(x;x) = 12 [A(x;x) +A(x;x)] = A(x;x);². ¥. A1(x; y) ¯°¨¢®¤¨²  ± (¯°¨ y = x) ª ²®© ¦¥ ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬¥, ·²® ¨ A(x; y).



x 4] ¡¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» 73 ²» ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y ¢ ¢¨¤¥A(x; y) = nXi;k=1 aik�i�k;£¤¥ aik = aki. �®½²®¬³:¢±¿ª ¿ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  A(x;x) ¯°¨ § ¤ ®¬¡ §¨±¥ ¢»° ¦ ¥²±¿ ´®°¬³«®©A(x;x) = nXi;k=1 aik�i�k;£¤¥ aik = aki. �¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ®¤® ¢ ¦®¥� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 5. �¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  A(x;x) §»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾-¡®£® ¢¥ª²®°  x 6= 0 A(x;x) > 0:� ° ¨ ¬ ¥ °. A(x;x) = �21+ �22 + : : :+ �2n ¿¢«¿¥²±¿, ®·¥-¢¨¤®, ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°-¬®©.�³±²¼ A(x;x)|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ª¢ ¤° -²¨· ¿ ´®°¬  ¨ A(x; y)| ¥¥ ¯®«¿° ¿ ´®°¬ . � ±¨«³±´®°¬³«¨°®¢ »µ ¢»¸¥ ®¯°¥¤¥«¥¨© ½²® ®§ · ¥²:1� A(x; y) = A(y;x).2� A(x1 + x2; y) = A(x1; y) +A(x2; y).3� A(�x; y) = �A(x; y).4� A(x;x) > 0 ¨ A(x;x) > 0 ¯°¨ x 6= 0.�» ¢¨¤¨¬, ·²® ½²¨ ³±«®¢¨¿ ±®¢¯ ¤ ¾² ±  ª±¨®¬ -¬¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ±´®°¬³«¨°®¢ »¬¨ ¢ x 2.�«¥¤®¢ ²¥«¼®,±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥±²¼ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ , ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®© ª¢ ¤° -²¨·®© ´®°¬¥, ¨ «¾¡ ¿ ² ª ¿ ´®°¬  ¬®¦¥² ¡»²¼¯°¨¿²  §  ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥.�®½²®¬³ ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° -±²¢® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.



74 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬  §»¢ ¥²±¿  ´´¨®¥¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ ¢»¡°   ª ª ¿-¨¡³¤¼ ´¨ª-±¨°®¢  ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ª¢ ¤° ²¨· ¿´®°¬  A(x;x). � ·¥¨¥ A(x; y) ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© �)¥© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ±·¨² ¥²±¿ ¯°¨ ½²®¬ ±ª «¿°»¬¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ��) ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y.x 5. �°¨¢¥¤¥¨¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬»ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢�» § ¥¬ ³¦¥, ·²® ¢»° ¦¥¨¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬»A(x;x) ·¥°¥§ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®° ¡ §¨± . � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¡³¤¥² ¯®ª § ®, ª ª ¯°¨¢¥±²¨ª¢ ¤° ²¨·³¾ ´®°¬³ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢, ². ¥. ¢»¡° ²¼² ª®© ¡ §¨± (±¨±²¥¬³ ª®®°¤¨ ²), ¢ ª®²®°®¬ ª¢ ¤° -²¨· ¿ ´®°¬  ¨¬¥¥² ¯°®±²®© ¢¨¤A(x;x) = �1�21 + �2�22 + : : : + �n�2n: (1)�³±²¼ ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn ¨¬¥¥¬ ° ¢¥-±²¢® A(x; x) = nXi;k=1aik�i�k; (2)£¤¥ �1; �2; : : : ; �n |ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x ¢ ½²®¬ ¡ §¨-±¥. �³¤¥¬ ¯®±²¥¯¥® ¯°¥®¡° §®¢»¢ ²¼ ¡ §¨± ² ª, ·²®-¡» ¢ ´®°¬³«¥ (2) ¯°®¯ ¤ «¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ª®®°¤¨ ²± ° §«¨·»¬¨ ¨¤¥ª± ¬¨. � ª ª ª ª ¦¤®¬³ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¾ ¡ §¨±  ®²¢¥· ¥² ®¯°¥¤¥«¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ª®®°¤¨ ² (±¬. x 1, ¯. 6) ¨ ®¡° ²®, ²® ¬» ¬®¦¥¬ ¯¨± ²¼´®°¬³«» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ª®®°¤¨ ².�«¿ ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ´®°¬» A(x;x) ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ ¬ ³¦® ¡³¤¥², ·²®¡» µ®²¼ ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢�) �» ³¦¥ ¤®ª § «¨, ·²® ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  A(x; y) ®¤®§ ·-® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¥© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®© A(x;x).��) �»¸¥ ®® ®¡®§ · «®±¼ (x; y),   ¥ A(x; y).



x 5] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 75akk (ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ �2k) ¡»« ®²«¨·¥ ®² ³«¿. �²®£®¢±¥£¤  ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬,·²® ´®°¬  A(x;x), ¥ ° ¢ ¿ ²®¦¤¥±²¢¥® ³«¾, ¥ ±®-¤¥°¦¨² ¨ ®¤®£® ª¢ ¤° ²  ¯¥°¥¬¥®£®; ²®£¤  ®  ±®-¤¥°¦¨² µ®²¿ ¡» ®¤® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥,  ¯°¨¬¥°, 2a12�1�2.� ¬¥¨¬ ª®®°¤¨ ²» �1 ¨ �2 ¯® ´®°¬³« ¬�1 = �01 + �02;�2 = �01 � �02;¥ ¨§¬¥¿¿ ®±² «¼»µ ¯¥°¥¬¥»µ. �°¨ ½²®¬ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¨ ·«¥ 2a12�1�2 ¯¥°¥©¤¥² ¢ 2a12(�021 � �022 ), ¨ ² ªª ª, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾, a11 = a22 = 0, ²® ® ¨ ± ·¥¬ ¥¬®¦¥² ±®ª° ²¨²¼±¿, ². ¥. ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ �021 ®²«¨·¥®² ³«¿.�³¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ±·¨² ²¼, ·²® ³¦¥ ¢ ´®°¬³«¥ (2) ª®-½´´¨¶¨¥² a11 6= 0 �). �»¤¥«¨¬ ¢  ¸¥© ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬¥ ·«¥», ±®¤¥°¦ ¹¨¥ �1:a11�21 + 2a12�1�2 + : : : + 2a1n�1�n:�®¯®«¨¬ ½²³ ±³¬¬³ ¤® ¯®«®£® ª¢ ¤° ² , ². ¥. § ¯¨¸¥¬¥¥ ¢ ¢¨¤¥a11�21 + 2a12�1�2 + : : :+ 2a1n�1�n == 1a11 (a11�1 + : : :+ a1n�n)2 �B; (3)£¤¥ ·¥°¥§ B ¬» ®¡®§ ·¨«¨ ·«¥», ±®¤¥°¦ ¹¨¥ «¨¸¼ª¢ ¤° ²» ¨ ¯®¯ °»¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ·«¥®¢ a12�2; : : :: : : ; a1n�n. �®±«¥ ¯®¤±² ®¢ª¨ ¢»° ¦¥¨¿ (3) ¢ (2) ° ±-±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯°¨¬¥² ¢¨¤A(x;x) = 1a11 (a11�1 + : : :+ a1n�n)2 + : : : ;�) �±«¨ a11 = 0, ® ®²«¨·¥ ®² ³«¿ ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ª¢ -¤° ²¥ ª ª®©-¨¡³¤¼ ¤°³£®© ª®®°¤¨ ²», ²® ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¬³±«³· ¾ ¬®¦® ¯°¨©²¨, ¨ ·¥ § ³¬¥°®¢ ¢ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en,·²® ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¥ª®²®°»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ½²®£® ¡ §¨± .



76 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i£¤¥ ¥¢»¯¨± »¥ ·«¥» ±®¤¥°¦ ² ²®«¼ª® ¯¥°¥¬¥»¥�2; : : : ; �n.�®«®¦¨¬ ��1 = a11�1 + a12�2 + : : :+ a1n�n;��2 = �2;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .��n = �n:�®£¤  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯°¨¬¥² ¢¨¤A(x;x) = 1a11 ��21 + nXi;k=2a�ik��i ��k:�»° ¦¥¨¥ nPi;k=1a�ik��i ��k ¢¯®«¥   «®£¨·® ¯° ¢®©· ±²¨ ´®°¬³«» (2) ± ²®© ²®«¼ª® ° §¨¶¥©, ·²® ®® ¥±®¤¥°¦¨² ¯¥°¢®© ª®®°¤¨ ²». �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª®½´-´¨¶¨¥² a�22 6= 0 (½²®£®, ª ª ¬» ¢¨¤¥«¨, ¢±¥£¤  ¬®¦®¤®¡¨²¼±¿ ¯°®±²»¬¨ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨-¿¬¨). �®£¤  ¬®¦® ¯°®¨§¢¥±²¨ ®¢®¥,   «®£¨·®¥ ¯¥°-¢®¬³, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯¥°¥¬¥»µ ¯® ´®°¬³« ¬���1 = ��1 ;���2 = a�22��2 + a�23��3 + : : :+ a�2n��n;���3 = ��3 ;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .���n = ��n:� ®¢»µ ¯¥°¥¬¥»µ ´®°¬  ¯°¨¬¥² ¢¨¤A(x;x) = 1a11 ���21 + 1a�22 ���22 + nXi;k=3 a��ik���i ���k :�°®¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®¶¥±±, ¬» ¯®±«¥ ª®¥·®£® ·¨±« ¸ £®¢ ¯°¨¤¥¬ ª ¯¥°¥¬¥»¬ �1; �2; : : : ; �n, ¢ ª®²®°»µ



x 5] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 77´®°¬  A(x;x) ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤A(x;x) = �1�21 + �2�22 + : : :+ �m�2m;¯°¨·¥¬ m 6 n.�» ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¢»¯¨± ²¼ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ ¡ §¨± , ®²¢¥· ¾¹¥¥ ª ¦¤®¬³ ¨§ ¯°®¨§¢¥¤¥»µ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ª®®°¤¨ ² (±¬. ¯. 6 x 1), ¨ ³¡¥¤¨²¼±¿,·²®  ¸¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¯¥°¥¢®¤¿² ¡ -§¨± ±®¢  ¢ ¡ §¨±, ². ¥. ·²® ¯®«³·¥»¥ ¨§ ¡ §¨±  ¢ °¥-§³«¼² ²¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢¥ª²®°» ±®¢  «¨¥©® ¥§ -¢¨±¨¬».�®« £ ¿ ¢ ±«³· ¥ m < n, ·²® �m+1 = : : : = �n = 0,¬» ¯°¨µ®¤¨¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥:� ¥ ® ° ¥ ¬  . �³±²¼ ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ § -¤   ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  A(x;x). �®£¤ ¢ R ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en, ¢ ª®²®°®¬ ½² ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x;x) = �1�21 + �2�22 + : : : + �n�2n;£¤¥ �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x ¢ ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; en.�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥° ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ±³¬¬¥ª¢ ¤° ²®¢ ¯® ®¯¨± ®¬³ ¬¥²®¤³. �³±²¼ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° -±²¢¥ ± ¥ª®²®°»¬ ¡ §¨±®¬ f1; f2; f3 § ¤   ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ A(x;x) = 2�1�2 + 4�1�3 � �22 � 8�23 :�®«®¦¨¬ �1 = �02;�2 = �01;�3 = �03:�®£¤  ¯®«³·¨¬:A(x;x) = ��012 + 2�01�02 + 4�02�03 � 8�032:� «¼¸¥, ¯®« £ ¿ ��1 =� �01 + �02;��2 = �02;��3 = �03;



78 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¬» ¯®«³·¨¬ ®¢®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬»:A(x;x) = ���1 2 + ��2 2 + 4��2��3 � 8��3 2:�°¥®¡° §®¢ ¨¥ �1 =��1 ;�2 = ��2 + 2��3 ;�3 = ��3¢»¤¥«¨² ¨§  ¸¥© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ¥¹¥ ®¤¨ ¯®«»© ª¢ -¤° ², ¯®±«¥ ·¥£® ´®°¬  ¯°¨¬¥² ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤:A(x;x) = ��21 + �22 � 12�23 :�¬¥¿ ´®°¬³«», ¢»° ¦ ¾¹¨¥ ��1 ; ��2 ; : : : ; ��n ·¥°¥§ �1;�2; : : : ; �n, § ²¥¬ ���1 ; : : : ; ���n ·¥°¥§ ��1 ; ��2 ; : : : ; ��n ¨ ². ¤.,¬» ¬®¦¥¬ ¯®«³·¨²¼ ¢»° ¦¥¨¥ ª®®°¤¨ ² �1; �2; : : : ; �n·¥°¥§ ¯¥°¢® · «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» �1; �2; : : : ; �n:�1 = c11�1 + c12�2 + : : :+ c1n�n;�2 = c21�1 + c22�2 + : : :+ c2n�n;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�n = cn1�1 + cn2�2 + : : : + cnn�n:� ª, ¢ ¯°¨¢¥¤¥®¬ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°¥ ½²¨ ´®°¬³«» ¨¬¥¾² ¢¨¤�1 = �1 � �2;�2 = �1 + 2�3;�3 = �3:�±¯®¬¨ ¿ (x 1, ¯. 6), ·²® ¬ ²°¨¶ , ¤ ¾¹ ¿ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ ª®®°¤¨ ², ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²®© ¨ ²° ±¯®¨°®-¢ ®© ª ¬ ²°¨¶¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¡ §¨± , ¬» ¬®¦¥¬¢»° §¨²¼ ¢¥ª²®°» ®¢®£® ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ·¥°¥§ ¢¥ª-²®°» ±² °®£® ¡ §¨±  f1; f2; : : : ; fn:e1 = d11f1 + d12f2 + : : :+ d1nfn;e2 = d21f1 + d22f2 + : : :+ d2nfn;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .en = dn1f1 + dn2f2 + : : :+ dnnfn:



x 6] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 79�±«¨ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯°¨¢¥¤¥¨¿  ¬ ¨ ° §³ ¥ ¯°¨µ®¤¨«®±¼¯°®¨§¢®¤¨²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¬¥¿¾¹¥£® ±° §³ ¤¢¥ ª®-®°¤¨ ²» (² ª®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ª ª ¬» ¯®¬¨¬, ¯°¨-µ®¤¨²±¿ ±®¢¥°¸ ²¼, ª®£¤  ¢ ¯°¥®¡° §³¥¬®© ´®°¬¥ ®²-±³²±²¢³¾² ª¢ ¤° ²» ª®®°¤¨ ², «¨¡® ¥±«¨ ¯°¨µ®¤¨«®±¼¬¥¿²¼ ³¬¥° ¶¨¾), ²® ´®°¬³«» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨¬¥-¾² ¢¨¤ �1 = c11�1 + c12�2 + : : : + c1n�n;�2 = c22�2 + : : : + c2n�n;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�n = cnn�n;². ¥. ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ ² ª  §»¢ ¥¬®©²°¥³£®«¼®© ¬ ²°¨¶¥©. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¬ ²°¨¶ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¡ §¨±  ¡³¤¥² ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ² ª¦¥ ²°¥-³£®«¼®© ¬ ²°¨¶¥© ¢¨¤ e1 = d11f1;e2 = d21f1 + d22f2;. . . . . . . . . . . . . .en = dn1f1 + dn2f2 + : : :+ dnnfn:�¤¥±¼ d�� | «£¥¡° ¨·¥±ª®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ½«¥¬¥²  c��¬ ²°¨¶» kcikk, ¤¥«¥®¥   ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ½²®© ¬ ²°¨-¶».x 6. �°¨¢¥¤¥¨¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ±³¬¬¥ª¢ ¤° ²®¢ ²°¥³£®«¼»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬1. � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ³ª ¦¥¬ ¥¹¥ ®¤¨ ±¯®±®¡ ¯®-±²°®¥¨¿ ¡ §¨± , ¢ ª®²®°®¬ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯°¨-¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢. � ®²«¨·¨¥ ®² ¯°¥¤»¤³¹¥£®¯ ° £° ´  ¬» ¤ ¤¨¬ ´®°¬³«», ¢»° ¦ ¾¹¨¥ ¨±ª®¬»©¡ §¨± e1; e2; : : : ; en ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ·¥°¥§ ¨±µ®¤»© ¡ -§¨± (  ¥ ¢ ¥±ª®«¼ª® ¸ £®¢, ª ª ¢ x 5).



80 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�°¨ ½²®¬, ®¤ ª®, ¬» ¤®«¦» ¡³¤¥¬   ´®°¬³A(x; y) ¨ ¨±µ®¤»© ¡ §¨± f1; f2; : : : ; fn  «®¦¨²¼ ±«¥¤³-¾¹¥¥ ®£° ¨·¥¨¥: ¯³±²¼ kaikk|¬ ²°¨¶  ¡¨«¨¥©®©´®°¬» A(x; y) ¢ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn. �» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬,·²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ¬¨®°» ¬ ²°¨¶» kaikk ¢±¥ ®²«¨·» ®²³«¿ �):�1 = a11 6= 0; �2 = ����a11 a12a21 a22���� 6= 0; : : : ;�n = �������a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann������� 6= 0: (1)� ª ¦¤®¬ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ A(x;x) ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x; x) = nXi;k=1aik�i�k; £¤¥ aik = A(fi; fk):� ¸  ¶¥«¼| ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en ² ª,·²®¡»A(ei; ek) = 0 ¯°¨ i 6= k (i; k = 1; 2; : : : ; n): (2)�°®¶¥±±, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°®£® ½²® ¡³¤¥² ±¤¥« ®, ±®-¢¯ ¤ ¥² ± ¯°®¶¥±±®¬ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨, ®¯¨± »¬ ¢ ¯. 1x 3, ¥±«¨ § ¬¥¨²¼ ¢ ½²®¬ ¯°®¶¥±±¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¥ ¢¥ª²®°®¢ ¯°®¨§¢®«¼®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®© A(x; y),³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¿¬ (1).�) �®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ½²® ²°¥¡®¢ ¨¥ ° ¢®±¨«¼® ²®¬³,·²® ¯°¨ ¯°¨¢¥¤¥¨¨ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ ¯®¬¥²®¤³, ®¯¨± ®¬³ ¢ x 5, a11 6= 0, a�22 6= 0 ¨ ². ¤.



x 6] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 81�³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en ¢ ¢¨¤¥e1 = �11f1;e2 = �21f1 + �22f2;. . . . . . . . . . . . . .en = �n1f1 + �n2f2 + : : :+ �nnfn:9>>>=>>>; (3)�®½´´¨¶¨¥²» �ik ¬®¦® ¡»«® ¡»  ©²¨ ¨§ ³±«®¢¨©(2), ¯®¤±² ¢¨¢ ¢ ½²¨ ³±«®¢¨¿ ¢¬¥±²® e1; e2; : : : ; en ¨µ ¢»-° ¦¥¨¿ ¨§ (3). �¤ ª® ½²® ¥³¤®¡® ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨©,² ª ª ª ¯°¨¸«®±¼ ¡» °¥¸ ²¼ ³° ¢¥¨¿ ¢²®°®© ±²¥¯¥¨®²®±¨²¥«¼® �ik. �®±²³¯¨¬ ¯®½²®¬³ ¥±ª®«¼ª® ¨ ·¥.�±«¨ A(ek; fi) = 0 ¤«¿ i = 1; 2; : : : ; k � 1;²® ¨ A(ek; ei) = 0 ¤«¿ i = 1; 2; : : : ; k � 1:�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯®¤±² ¢«¿¿ ¢¬¥±²® ei ¢»° ¦¥¨¥�i1f1 + �i2f2 + : : :+ �iifi;¯®«³· ¥¬:A(ek; ei) = A(ek; �i1f1 + �i2f2 + : : :+ �iifi) == �i1A(ek; f1) + �i2A(ek; f2) + : : :+ �iiA(ek; fi):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ A(ek; fi) = 0 ¤«¿ «¾¡®£® k ¨ ¤«¿«¾¡®£® i < k, ²® ¨ A(ek; ei) = 0 ¤«¿ i < k, ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼-®, ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¨ ¤«¿ i > k,². ¥. e1; e2; : : : ; en|²°¥¡³¥¬»© ¡ §¨±. � ¸  § ¤ ·  ±¢¥-¤¥ , ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ±«¥¤³¾¹¥©:®¯°¥¤¥«¨²¼ ª®½´´¨¶¨¥²» �k1; �k2; : : : ; �kk ² ª, ·²®-¡» ¢¥ª²®° ek = �k1f1 + �k2f2 + : : :+ �kkfk³¤®¢«¥²¢®°¿« ³±«®¢¨¿¬A(ek; fi) = 0; i = 1; 2; : : : ; k � 1: (4)



82 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�²¨¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¢¥ª²®° ek ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ± ²®·®-±²¼¾ ¤® ¯®±²®¿®£® ¬®¦¨²¥«¿. � ´¨ª±¨°³¥¬ ½²®²¬®¦¨²¥«¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ²°¥¡®¢ ¨¿A(ek; fk) = 1: (5)�» ³¢¨¤¨¬ ±¥©· ±, ·²® ³±«®¢¨¿¬¨ (4) ¨ (5) ¢¥ª²®° ek®¯°¥¤¥«¥ ³¦¥ ®¤®§ ·®.�®¤±² ¢¨¢ ¢ (4) ¨ (5) ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ek, ¬» ¯®«³·¨¬±«¥¤³¾¹³¾ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨ ®²®±¨-²¥«¼® �ki:�k1A(f1; f1) + �k2A(f1; f2) +: : :+ �kkA(f1; fk) = 0;�k1A(f2; f1) + �k2A(f2; f2) +: : :+ �kkA(f2; fk) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�k1A(fk�1; f1) + �k2A(fk�1; f2) + : : :: : :+ �kkA(fk�1; fk) = 0;�k1A(fk; f1) + �k2A(fk; f2) +: : :+ �kkA(fk; fk) = 1:
9>>>>>>>=>>>>>>>; (6)�¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ½²®© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ° ¢¥�k = �������A(f1; f1) A(f1; f2) : : : A(f1; fk)A(f2; f1) A(f2; f2) : : : A(f2; fk): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :A(fk; f1) A(fk; f2) : : : A(fk; fk)������� (7)¨ ¯® ³±«®¢¨¾ (1) ®²«¨·¥ ®² ³«¿. �®½²®¬³ °¥¸¥¨¥ ±¨-±²¥¬» (6) ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¤¨±²¢¥®. � ª¨¬ ®¡° §®¬,§ ¤ ·   µ®¦¤¥¨¿ ¢¥ª²®°  ek  ¬¨ °¥¸¥  ¤«¿ «¾¡®-£® k.� ©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª®½´´¨¶¨¥²» bik ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬» A(x;x) ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en. � ª  ¬ ³¦¥ ¨§-¢¥±²®, bik = A(ei; ek):�® ¯®±²°®¥¨¾ ½²®£® ¡ §¨± , A(ei; ek) = 0 ¯°¨ i 6= k,². ¥. bik = 0 ¯°¨ i 6= k.



x 6] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 83�»·¨±«¨¬ bkk = A(ek; ek):A(ek; ek) = A(ek; �k1f1 + �k2f2 + : : : + �kkfk) == �k1A(ek; f1) + �k2A(ek; f2) + : : :+ �kkA(ek; fk) �)¨ ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨© (4) ¨ (5)A(ek; ek) = �kk:�¨±«® �kk ¬®¦®  ©²¨ ¨§ ±¨±²¥¬» (6); ±®£« ±® ¯° -¢¨«³ �° ¬¥°  �kk = �k�1�k ;£¤¥ �k�1|®¯°¥¤¥«¨²¥«¼,   «®£¨·»© (7) ¯®°¿¤ª k � 1, ¨ £¤¥ ¯®«®¦¥® �0 = 1.� ª¨¬ ®¡° §®¬,bkk = A(ek; ek) = �k�1�k :�² ª, ¤®ª §   ±«¥¤³¾¹ ¿� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �³±²¼ ¢ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn ª¢ ¤° -²¨· ¿ ´®°¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x;x) =X aik�i�k; £¤¥ aik = A(fi; fk):�³±²¼, ¤ «¥¥, ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨�1 = a11; �2 = ����a11 a12a21 a22���� ; : : : ;�n = �������a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann�������®²«¨·» ®² ³«¿. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨± e1; e2; : : :: : : ; en, ¢ ª®²®°®¬ A(x;x) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬»�) �»ª« ¤ª  ±¨«¼® ³±«®¦¨« ±¼ ¡», ¥±«¨ ¡» ¬» § ¬¥¨«¨ ek¥£® ¢»° ¦¥¨¥¬ ·¥°¥§ fi ¨   ¯¥°¢®¬, ¨   ¢²®°®¬ ¬¥±²¥.



84 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. iª¢ ¤° ²®¢ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:A(x;x) = �0�1 �21 + �1�2 �22 + : : : + �n�1�n �2n;£¤¥ �k|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en.�²®² ±¯®±®¡ ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ±³¬-¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ ®¡»·®  §»¢ ¥²±¿ ¬¥²®¤®¬ �ª®¡¨.�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. � ¯°®¶¥±±¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥-¬» ¬» ¯°¨¸«¨ ª ¥ª®²®°®¬³ ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥®¬³ ¡ -§¨±³ e1; e2; : : : ; en. �²®, ª®¥·®, ¥ ®§ · ¥², ·²® ¡ -§¨±, ¢ ª®²®°®¬ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ±³¬-¬¥ ª¢ ¤° ²®¢, ¢®®¡¹¥ ¥¤¨±²¢¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨¢§¿²¼ ¤°³£®© ¨±µ®¤»© ¡ §¨± f1; f2; : : : ; fn (¤ ¦¥ ¯°®-±²®, ¥±«¨ § ³¬¥°®¢ ²¼ ¥£® ¢¥ª²®°» ¢ ¤°³£®¬ ¯®°¿¤ª¥),²® ®¯¨± »© ¢»¸¥ ¯°®¶¥±± ¯°¨¢¥¤¥²  ±, ¢®®¡¹¥ £®-¢®°¿, ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³ e1; e2; : : : ; en (¥ £®¢®°¿ ³¦¥ ®²®¬, ·²® ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¨±ª ²¼ ¢ ¢¨-¤¥ (3)).� ° ¨ ¬ ¥ °. � ±±¬®²°¨¬ ª¢ ¤° ²¨·³¾ ´®°¬³2�21 + 3�1�2 + 4�1�3 + �22 + �23¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ± ¡ §¨±®¬f1 = (1; 0; 0); f2 = (0; 1; 0); f3 = (0; 0; 1):�®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¥© ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x; y) = 2�1�1 + 32�1�2 + 2�1�3 + 32�2�1 + �2�2 + 2�3�1 + �3�3:�»·¨±«¨¢ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨ �1, �2 ¨ �3, ¯®«³·¨¬, ·²® ®¨ ° ¢»±®®²¢¥²±²¢¥® 2, �14 ¨ �414 , ². ¥. ¨ ®¤¨ ¨§ ¨µ ¥ ³«¼. �±«®¢¨¿²¥®°¥¬», ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»¯®«¥». �®«®¦¨¬e1 = �11f1 = (�11; 0; 0);e2 = �21f1 + �22f2 = (�21; �22; 0);e3 = �31f1 + �32f2 + �33f3 = (�31; �32; �33):�®½´´¨¶¨¥² �11  µ®¤¨¬ ¨§ ³±«®¢¨¿A(e1; f1) = 1;



x 6] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 85². ¥. 2�11 = 1, ¨«¨ �11 = 12 ¨, § ·¨²,e1 = 12f1 = �12 ; 0; 0� :�«¿ �21 ¨ �22 ¨¬¥¥¬ ³° ¢¥¨¿A(e2; f1) = 0 ¨ A(e2; f2) = 1;¨«¨ 2�21 + 32�22 = 0; 32�21 + �22 = 1;®²ª³¤  �21 = 6; �22 = �8;². ¥. e2 = 6f1 � 8f2 = (6;�8; 0).� ª®¥¶, ¤«¿ �31; �32; �33 ¨¬¥¥¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©A(e3; f1) = 0; A(e3; f2) = 0; A(e3; f3) = 1;². ¥. 2�31 + 32�32 + 2�33 = 0;32�31 + �32 = 0;2�31 + �33 = 1;®²ª³¤  �31 = 817 ; �32 = �1217 ; �33 = 117 ;². ¥. e3 = 817f1 � 1217f2 + 117f3 = � 817 ;�1217 ; 117� :�¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; e3 ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x;x) = 1�1 �21 + �1�2 �22 + �2�3 �23 = 12�21 � 8�22 + 117 �23 ;£¤¥ �1; �2; �3 |ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; e3.2. �»¸¥ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 1 ¬» ¥ ²®«¼-ª® ¯®±²°®¨«¨ ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¤  ¿ ª¢ ¤° ²¨· ¿´®°¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª ±³¬¬  ª¢ ¤° ²®¢ ª®®°¤¨ ²,® ¨ ¯®«³·¨«¨ ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ª®-½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ ½²¨µ ª¢ ¤° ² µ,   ¨¬¥®:1�1 ; �1�2 ; : : : ; �n�1�n ;² ª ·²® ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤1�1 �21 + �1�2 �22 + : : :+ �n�1�n �2n: (8)



86 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�²® ¤ ¥²  ¬ ¢®§¬®¦®±²¼  ©²¨ ·¨±«® ¯®«®¦¨²¥«¼»µ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ ª¢ ¤° ² µ. �¬¥-®, ¥±«¨ �i�1 ¨ �i ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥ § ª¨, ²® ª®½´´¨-¶¨¥² ¯°¨ �2i ¯®«®¦¨²¥«¥, ¥±«¨ ¦¥ ¨µ § ª¨ ° §«¨·»,²® ½²®² ª®½´´¨¶¨¥² ®²°¨¶ ²¥«¥, ². ¥. ·¨±«® ®²°¨¶ -²¥«¼»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ ª¢ ¤° ² µ ° ¢® ·¨±«³ ¯¥-°¥¬¥ § ª  ¢ °¿¤³1;�1;�2; : : : ;�n:�² ª, ¤®ª §   ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �¨±«® ®²°¨¶ ²¥«¼»µ ª®½´´¨¶¨¥-²®¢ ¯°¨ ª¢ ¤° ² µ ª®®°¤¨ ² ¢ ª ®¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥ (8)ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ° ¢® ·¨±«³ ¯¥°¥¬¥ § ª  ¢ ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©1;�1;�2; : : : ;�n �):�³±²¼, ¢ · ±²®±²¨, �1 > 0, �2 > 0, : : : , �n > 0. �®-£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en, ¢ ª®²®°®¬ ª¢ ¤° -²¨· ¿ ´®°¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x;x) = �1�21 + �2�22 + : : : + �n�2n;¯°¨·¥¬ ¢±¥ �i > 0. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, A(x;x) > 0 ¤«¿ ¢±¿-ª®£® x, ¨ ¯°¨²®¬ ° ¢¥±²¢®A(x;x) =X �i�2i = 0¢®§¬®¦®, «¨¸¼ ¥±«¨�1 = �2 = : : : = �n = 0:� ·¥ £®¢®°¿:�±«¨ �1 > 0, �2 > 0, : : : , �n > 0, ²® ª¢ ¤° ²¨· ¿´®°¬  A(x;x)|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿.�) �» ¯®ª § «¨, ª ª  ©²¨ ·¨±«® ¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¨ ®²°¨¶ -²¥«¼»µ ª¢ ¤° ²®¢ ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥®¬ ±¯®±®¡¥ ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ª¢ -¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢. � ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯ ° £° ´¥¡³¤¥² ¯®ª § ®, ·²® ½²® ·¨±«®| ®¤® ¨ ²® ¦¥ ¯°¨ ¢±¥µ ±¯®±®¡ µ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ´®°¬» ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢.



x 6] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 87�¡° ²®, ¯³±²¼ A(x;x)|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥- ¿ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ . �®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥�k > 0 (k = 1; 2; : : : ; n);¤«¿ ½²®£® ¯®ª ¦¥¬ ° ¼¸¥, ·²® �k 6= 0. �°¥¤¯®«®¦¨¬¯°®²¨¢®¥, ². ¥. ·²®�k = �������A(f1; f1) A(f1; f2) : : : A(f1; fk)A(f2; f1) A(f2; f2) : : : A(f2; fk): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :A(fk; f1) A(fk; f2) : : : A(fk; fk)������� = 0;²®£¤  ®¤  ¨§ ±²°®ª ½²®£® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¥±²¼ «¨¥© ¿ª®¬¡¨ ¶¨¿ ®±² «¼»µ, ². ¥.�1A(f1; fi) + �2A(f2; fi) + : : :+ �kA(fk; fi) = 0;i = 1; 2; : : : ; k, £¤¥ ¥ ¢±¥ �j ° ¢» ³«¾. �® ²®£¤ A(�1f1 + �2f2 + : : :+ �kfk; fi) = 0 (i = 1; 2; : : : ; k);  ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,A(�1f1+ �2f2+ : : :+�kfk; �1f1+�2f2+ : : :+�kfk) = 0;¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª�1f1 + �2f2 + : : :+ �kfk 6= 0;·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥-«¥®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬».�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 1, A(x;x) ¬®¦®¯°¨¢¥±²¨ ª ¢¨¤³A(x;x) = �1�21 + : : :+ �n�2n;£¤¥ �k = �k�1�k :� ª ª ª ¤«¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®© ª¢ ¤° ²¨·-®© ´®°¬» ¢±¥ �k > 0, ²® ¨ ¢±¥ �k > 0. (� ¯®¬¨¬, ·²®�0 = 1.)



88 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�² ª,  ¬¨ ¤®ª §  � ¥ ® ° ¥ ¬   3. �³±²¼ A(x; y)|±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ¨ f1; f2; : : : ; fn|¡ §¨± ¢ n-¬¥°®¬¯°®±²° ±²¢¥ R. �«¿ ²®£® ·²®¡» ª¢ ¤° ²¨· ¿´®°¬  A(x;x) ¡»«  ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©,¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡»�1 > 0; �2 > 0; : : : ; �n > 0:�²  ²¥®°¥¬   §»¢ ¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬ �¨«¼¢¥±²°  ¯®«®-¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬».�» ¬®£«¨ ¡» ¢§¿²¼ ¢¬¥±²® f1; f2; : : : ; fn ª ª®©-«¨¡® ¤°³£®©¡ §¨± ¨  ¯¨± ²¼ ³±«®¢¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ´®°-¬» A(x;x) ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ½²®£® ®¢®£® ¡ §¨± . � · ±²®±²¨, ¥±-«¨ ¬» ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¢®£® ¡ §¨±  ¢®§¼¬¥¬ ²¥ ¦¥ ± ¬»¥ ¢¥ª²®°»f1; f2; : : : ; fn, ® ²®«¼ª® ¢ ¤°³£®¬ ¯®°¿¤ª¥, ²® ®¢»¬¨ ¬¨®° -¬¨ �1;�2; : : : ;�n ¡³¤³² ° §«¨·»¥ £« ¢»¥ ¬¨®°» �) ¬ ²°¨¶»kaikk. �²±¾¤  ¢»²¥ª ¥² ¨²¥°¥±®¥� « ¥ ¤ ± ² ¢ ¨ ¥. �±«¨ ¢±¥ £« ¢»¥ ¬¨®°» �1;�2; : : : ;�n ¬ -²°¨¶» kaikk ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» A(x;x) ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ ¯®«®-¦¨²¥«¼», ²® ¢®®¡¹¥ ¢±¥ £« ¢»¥ ¬¨®°» ½²®© ¬ ²°¨¶» ¯®«®-¦¨²¥«¼».� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ¢±¥ ¬¨®°» �k ¬ ²°¨¶» kaikk ¯®«®¦¨-²¥«¼», ²® ´®°¬  A(x;x) ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿. �³±²¼ �|ª ª®©-«¨¡® £« ¢»© ¬¨®° ¬ ²°¨¶» kaikk ¨ ¯³±²¼ p1; p2; : : : ; pk |®¬¥°  ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ¥£® ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢ ½²®© ¬ ²°¨¶» (² ªª ª ¬¨®°| £« ¢»©, ²® ½²¨ ®¬¥°  ¤«¿ ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢ ®¤-¨ ¨ ²¥ ¦¥). �¥°¥±² ¢¨¢ ¢ ¨±µ®¤®¬ ¡ §¨±¥ ¢¥ª²®°» ± ®¬¥° ¬¨p1; p2; : : : ; pk   ¯¥°¢®¥, ¢²®°®¥ ¨ ². ¤., k-¥ ¬¥±²® ¨ § ¯¨± ¢ ¢ ½²®¬®¢®¬ ¡ §¨±¥ ³±«®¢¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ´®°¬», ¯®-«³·¨¬ � > 0.3. �¯°¥¤¥«¨²¥«¨ �° ¬ . �¥§³«¼² ²» ½²®£® ¯ ° £° -´  ¬» ¨§«®¦¨¬ ±¥©· ± ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ¢ ª ·¥±²¢¥ ª¢ -¤° ²¨·®© ´®°¬» ¢»¡° ® ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ². ¥.A(x;x) � (x; x):�) �« ¢»¬¨ ¬¨®° ¬¨  §»¢ ¾²±¿ ²¥, ¯°¨ ±®±² ¢«¥¨¨ ª®²®-°»µ ¢»¤¥«¿¾²±¿ ±²®«¡¶» ± ²¥¬¨ ¦¥ ®¬¥° ¬¨, ·²® ¨ ±²°®ª¨.



x 6] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 89�» § ¥¬, ·²® ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°  ± ±®¡®©¥±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ ,¨ ®¡° ²®, ª ¦¤ ¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°-¬ , ª®²®°®© ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ , ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¿²  §  ±ª «¿°-®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥. �®½²®¬³ ¢±¿ª ¿ ²¥®°¥¬  ® ¯®«®¦¨-²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»µ ª¢ ¤° ²¨·»µ ´®°¬ µ ¿¢«¿¥²±¿®¤®¢°¥¬¥® ¥ª®²®°®© ²¥®°¥¬®© ® ¢¥ª²®° µ ¢ ¥¢ª«¨-¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.�³±²¼ e1; e2; : : : ; ek |¢¥ª²®°» ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²-° ±²¢¥.�¯°¥¤¥«¨²¥«¼�������(e1; e1) (e1; e2) : : : (e1; ek)(e2; e1) (e2; e2) : : : (e2; ek): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :(ek; e1) (ek; e2) : : : (ek; ek)������� §»¢ ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬ �° ¬  ½²®© ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®-°®¢.� ¥ ® ° ¥ ¬   4. �¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬  «¾¡®© ±¨±²¥-¬» ¢¥ª²®°®¢ ¢±¥£¤  ¡®«¼¸¥ ¨«¨ ° ¢¥ ³«¾. � ° -¢¥ ³«¾ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢¥ª²®°»e1; e2; : : : ; ek «¨¥©® § ¢¨±¨¬».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; ek«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». � ±±¬®²°¨¬ ¡¨«¨¥©³¾ ´®°¬³A(x; y) � (x; y);£¤¥ (x; y)| ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y. �®-£¤  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬  ¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �k, ° ±-±¬®²°¥»© ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ [±¬. ´®°¬³«³ (7)]. � ªª ª A(x;x)|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ª¢ ¤° ²¨·- ¿ ´®°¬ , ²®, ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 3, �k > 0.�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ «¨¥©® § ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬  ° ¢¥ ³«¾. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨e1; e2; : : : ; ek «¨¥©® § ¢¨±¨¬», ²® µ®²¼ ®¤¨ ¨§ ¨µ,  -



90 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¯°¨¬¥° ek, ¥±²¼ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ®±² «¼»µ:ek = �1e1 + �2e2 + : : :+ �k�1ek�1:�®½²®¬³ ¯®±«¥¤¿¿ ±²°®ª  ¢ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥ �° ¬  ¥±²¼«¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ®±² «¼»µ. � ·¨², ® ° ¢¥ ³-«¾. �¥®°¥¬  ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ° ±±¬®²°¨¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y:�2 = ����(x; x) (x; y)(y; x) (y; y)���� :�²¢¥°¦¤¥¨¥, ·²® �2 > 0, ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥¢ ¥° ¢¥±²¢® �®¸¨{�³¿ª®¢±ª®£®.� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. � ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (¨«¨  ¯«®±ª®±²¨) ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼�2 = ����(x; x) (x; y)(y; x) (y; y)����¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«: �2 ° ¢® ª¢ ¤° ²³ ¯«®-¹ ¤¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µ x ¨ y. � ± ¬®¬¤¥«¥, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿(x; y) = (y; x) = jxjjyj cos';£¤¥ '|³£®« ¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ x ¨ y. �®½²®¬³�2 = jxj2jyj2 � jxj2jyj2 cos2 ' = jxj2jyj2(1� cos2 ') = jxj2jyj2 sin2 ';². ¥. �2 ° ¢® ª¢ ¤° ²³ ¯«®¹ ¤¨ ¯ ° ««¥«®£° ¬¬ , ¯®±²°®¥®£®  ¢¥ª²®° µ x ¨ y.2. � ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®¡º¥¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®-±²°®¥®£®   ¢¥ª²®° µ x; y; z, ª ª ¯®ª §»¢ ¥²±¿ ¢   «¨²¨·¥±ª®©£¥®¬¥²°¨¨, ° ¢¥  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿v = ������x1 x2 x3y1 y2 y3z1 z2 z3 ������ ;£¤¥ xi; yi; zi |ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ x; y; z ¢ ®°²®£® «¼®¬ ¡ -§¨±¥. �»·¨±«¨¬ ª¢ ¤° ² ½²®£® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿, ³¬®¦ ¿ ±²°®ª¨  



x 6] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ 91±²°®ª¨. �» ¯®«³·¨¬:v2 = ������� x21+x22+x23 x1y1+x2y2+x3y3 x1z1+x2z2+x3z3y1x1+y2x2+y3x3 y21+y22+y23 y1z1+y2z2+y3z3z1x1+z2x2+z3x3 z1y1+z2y2+z3y3 z21+z22+z23 ������� == ������(x; x) (x; y) (x; z)(y; x) (y; y) (y; z)(z; x) (z; y) (z; z)������ :� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬  ¢¥ª²®°®¢ x; y; z ° ¢¥ ª¢ -¤° ²³ ®¡º¥¬  ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®±²°®¥®£®   ½²¨µ ¢¥ª²®° µ.� «®£¨·® ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬  k ¢¥ª²®-°®¢ x; y; : : : ; w ¢ k-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ �) ° ¢¥ ª¢ ¤° ²³ ®¯°¥-¤¥«¨²¥«¿ �������x1 x2 : : : xky1 y2 : : : yk: : : : : : : : : : : : :w1 w2 : : : wk������� ; (9)£¤¥ xi, ±®®²¢¥²±²¢¥® yi ¨ ². ¤. | ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x, ±®®²-¢¥²±²¢¥® y ¨ ². ¤. ¢ ª ª®¬-¨¡³¤¼ ®°²®£® «¼®¬ ¡ §¨±¥.�®   «®£¨¨ ± ²°¥µ¬¥°»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¬®¤³«¼ ®¯°¥¤¥«¨-²¥«¿ (9)  §»¢ ¾² ®¡º¥¬®¬ k-¬¥°®£® ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ®¯°¥¤¥-«¿¥¬®£® ¢¥ª²®° ¬¨ x; y; : : : ; w.3. � ¯°®±²° ±²¢¥ ´³ª¶¨© (¯°¨¬¥° 4 x 2) ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬ ¯¨¸¥²±¿ ² ª:
� = ��������������������

bZa f21 (t)dt bZa f1(t)f2(t)dt : : : bZa f1(t)fk(t)dtbZa f2(t)f1(t)dt bZa f22 (t)dt : : : bZa f2(t)fk(t)dt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .bZa fk(t)f1(t)dt bZa fk(t)f2(t) dt : : : bZa f2k (t)dt
�������������������� ;�) �«¿  ±, ª®¥·®, ¥±³¹¥±²¢¥®, ·²® ° §¬¥°®±²¼ ¯°®±-²° ±²¢  ° ¢  k. � ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨ ¯°®±²° ±²¢® R ¬®¦¥²¨¬¥²¼ ¯°®¨§¢®«¼®¥ (¤ ¦¥ ¡¥±ª®¥·®¥) ·¨±«® ¨§¬¥°¥¨©, ¯®-±ª®«¼ª³  ¸¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¬®£³² ¡»²¼ ®²¥±¥» ª ¯®¤¯°®±²° -±²¢³, ¯®°®¦¤¥®¬³ ¢¥ª²®° ¬¨ x; y; : : : ; w.



92 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¨ ¤®ª §  ¿  ¬¨ ²¥®°¥¬  ®§ · ¥²:�¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬  ±¨±²¥¬» ´³ª¶¨© > 0. �«¿ «¨¥©®© § -¢¨±¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ´³ª¶¨© ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡»¨µ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ �° ¬  ¡»« ° ¢¥ ³«¾.x 7. � ª® ¨¥°¶¨¨1. � ª® ¨¥°¶¨¨. �°¨¢®¤¿ ª¢ ¤° ²¨·³¾ ´®°¬³A(x;x) ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢, ¬®¦® ¯®-° §®¬³ ¢»¡¨° ²¼²®² ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ½²  ´®°¬  ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¥ª¢ ¤° ²®¢, ². ¥. ª ¢¨¤³A(x;x) = nXi=1 �i�2i : (1)�±¥ ²¥ �i, ª®²®°»¥ ®²«¨·» ®² ³«¿, ¬®¦®, § ¬¥-¿¿ ¢¥ª²®°» ¡ §¨±  ¨¬ ¯°®¯®°¶¨® «¼»¬¨, ±¤¥« ²¼° ¢»¬¨ �1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ ´®°-¬» A(x;x) ¢ ¥ª®²®°®¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ¯®-¤®¡° ®¬ ¡ §¨±¥ ¢¯®«¥ ¬®¦® µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ª®«¨-·¥±²¢®¬ ª®½´´¨¶¨¥²®¢, ° ¢»µ ±®®²¢¥²±²¢¥® ³«¾,+1 ¨ �1. � ª ª ª ¬» ¬®¦¥¬ ¯®-° §®¬³ ¢»¡¨° ²¼ ²®²¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢¢¨¤¥ ±³¬¬» ª¢ ¤° ²®¢, ²® ¢®§¨ª ¥² ¢®¯°®±, § ¢¨±¨² «¨ª®«¨·¥±²¢® ª®½´´¨¶¨¥²®¢, ° ¢»µ ³«¾, +1 ¨ �1, ®²¢»¡®°  ¡ §¨±  ¨«¨ ¦¥ ½²¨ ·¨±«  § ¢¨±¿² «¨¸¼ ®² ª¢ -¤° ²¨·®© ´®°¬» A(x;x) (¿¢«¿¾²±¿ ¥¥ ¨¢ °¨ ² ¬¨).� ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  A(x;x) ¢ ¥ª®-²®°®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ¨¬¥¥² ¬ ²°¨¶³kaikk;£¤¥ aik = A(ei; ek) ¨ ¢±¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨�1 = a11; �2 = ����a11 a12a21 a22���� ; : : : ; �n = �������a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann�������



x 7] § ª® ¨¥°¶¨¨ 93®²«¨·» ®² ³«¿, ²®, ª ª ¬» ¯®ª § «¨ ¢ ¯. 2 ¯°¥¤»¤³-¹¥£® ¯ ° £° ´ , ¢±¥ �i ¢ ´®°¬³«¥ (1) ®²«¨·» ®² ³«¿¨ ¯°¨ ¯°¨¢¥¤¥¨¨ A(x;x) ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ ¯® ®¯¨-± ®¬³ ² ¬ ±¯®±®¡³ ·¨±«® ®²°¨¶ ²¥«¼»µ ª®½´´¨¶¨-¥²®¢ ° ¢® ·¨±«³ ¯¥°¥¬¥ § ª  ¢ °¿¤³ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©1;�1;�2; : : : ;�n.�® ¬» ¬®£«¨ ¢§¿²¼ ¤°³£®© ¨±µ®¤»© ¡ §¨± e01; e02; : : :: : : ; e0n ( ¯°¨¬¥°, µ®²¿ ¡» ¢§¿²¼ ²¥ ¦¥ ± ¬»¥ ¢¥ª²®°»,® ¢ ¤°³£®¬ ¯®°¿¤ª¥); ¯°¨ ½²®¬ ¯®«³· ¥²±¿ ¤°³£ ¿ ¬ -²°¨¶  ka0ikk ¨ ¤°³£¨¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨�01; �02; : : : ; �0n;¨ § ° ¥¥ ±®¢¥°¸¥® ¥¿±®, ¯®·¥¬³ ·¨±«® ¯¥°¥¬¥ § -ª  ¢ ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ¤®«¦® ¡»²¼ ®¤® ¨ ²® ¦¥.� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¡³¤¥² ¤®ª §   ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥-¬ ,  §»¢ ¥¬ ¿ § ª®®¬ ¨¥°¶¨¨ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬»:� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �±«¨ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯°¨¢¥¤¥-  ¤¢³¬¿ ° §«¨·»¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨ (². ¥. ¢ ¤¢³µ ° §«¨·»µ¡ §¨± µ ) ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢, ²® ·¨±«® ¯®«®¦¨²¥«¼»µª®½´´¨¶¨¥²®¢, ² ª ¦¥ ª ª ¨ ·¨±«® ®²°¨¶ ²¥«¼»µ,¢ ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ®¤® ¨ ²® ¦¥.� ª ª ª ®¡¹¥¥ ·¨±«® ª®½´´¨¶¨¥²®¢ �i ¢ ª ®¨·¥-±ª®¬ ¢¨¤¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ° ¢® n, ²® ®²±¾¤  ¥-¯®±°¥¤±²¢¥® ±«¥¤³¥², ·²® ·¨±«® ª®½´´¨¶¨¥²®¢ �i,° ¢»µ ³«¾, ² ª¦¥ ¥±²¼ ¨¢ °¨ ² ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; enª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  A(x;x) ¨¬¥¥² ¢¨¤ �)A(x;x) = �21 + �22 + : : :+ �2p � �2p+1 � : : : � �2p+q; (2)�) �®½´´¨¶¨¥²» �i ¢ ´®°¬³«¥ (1) ¬®¦®, ª ª ¬» § ¥¬, ±¤¥-« ²¼ ° ¢»¬¨ �1 ¨«¨ 0. �¥ ·«¥», ¤«¿ ª®²®°»µ �i = 0, ¬» ¢´®°¬³« µ (2) ¨ (3) ®¯³±ª ¥¬.



94 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i¯°¨ ½²®¬ �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x, ². ¥.x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �pep + �p+1ep+1 + : : :: : :+ �p+qep+q + : : :+ �nen:�³±²¼ ¢ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn ½²  ¦¥ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x;x) = �21 + �22 + � � �+ �2p0 � �2p0+1 � : : : � �2p0+q0 ; (3)£¤¥ �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  ¢ ¡ §¨±¥f1; f2; : : : ; fn. � ¬ ³¦® ¤®ª § ²¼, ·²® p = p0 ¨q = q0. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ½²® ¥ ² ª,  ¯°¨¬¥°, ¯³±²¼p > p0.� ±±¬®²°¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R0, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ «¨-¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; ep. �® ¨¬¥¥²p ¨§¬¥°¥¨©. �®¤¯°®±²° ±²¢® R00, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ «¨-¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ¢¥ª²®°®¢ fp0+1; fp0+2; : : : ; fn, ¨¬¥-¥² n � p0 ¨§¬¥°¥¨©. � ª ª ª n � p0 + p > n (¨¡®¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨«¨, ·²® p > p0), ²® ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®°x 6= 0, «¥¦ ¹¨©   ¯¥°¥±¥·¥¨¨ R0 ¨ R00, ². ¥. ² ª®©,·²® x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �pep¨ x = �p0+1fp0+1 + : : :+ �p0+q0fp0+q0 + : : :+ �nfn:� ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ½²®² ¢¥ª²®° ¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²»�1; �2; : : : ; �p; 0; : : : ; 0, ¢ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn ® ¨¬¥¥² ª®-®°¤¨ ²» 0; 0; : : : ; 0; �p0+1; : : : ; �n. �®¤±² ¢«¿¿ ½²¨ ª®®°-¤¨ ²» ¢ ´®°¬³«» (2) ¨ (3), ¬» ¯®«³·¨¬, ± ®¤®© ±²®-°®», A(x;x) = �21 + �22 + : : :+ �2p > 0 (4)



x 7] § ª® ¨¥°¶¨¨ 95(² ª ª ª ¥ ¢±¥ ·¨±«  �1; �2; : : : ; �p ° ¢» ³«¾),   ± ¤°³-£®© ±²®°®»,A(x;x) = ��2p0+1 � �2p0+2 � : : :� �2p0+q0 6 0 �): (5)�» ¯°¨¸«¨ ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥° ¢¥-±²¢® p > p0 ¥¢®§¬®¦®. �®·® ² ª ¦¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿¥¢®§¬®¦®±²¼ ¥° ¢¥±²¢ p < p0, q > q0 ¨ q < q0. � -ª¨¬ ®¡° §®¬, § ª® ¨¥°¶¨¨ ¤«¿ ª¢ ¤° ²¨·»µ ´®°¬¤®ª § .2. � £ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬».� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �¨±«® ®²«¨·»µ ®² ³«¿ ª®-½´´¨¶¨¥²®¢ �i ¢ ª ®¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥ ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬»  §»¢ ¥²±¿ ° £®¬ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬».� ª ³¦¥ ¡»«® ³ª § ® ¢»¸¥, ¨§ ¤®ª § ®£®  ¬¨§ ª®  ¨¥°¶¨¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ±«¥¤³¥², ·²® ° £ ª¢ -¤° ²¨·®© ´®°¬» § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ± ¬®© ´®°¬»,  ¥ ®² ±¯®±®¡  ¥¥ ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ª ª ®¨·¥±ª®¬³ ¢¨¤³.�®±¬®²°¨¬, ª ª ´ ª²¨·¥±ª¨  ©²¨ ° £ ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬». �«¿ ½²®£® ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ° £ ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬», ¥ ¯°¨¡¥£ ¿ ª ¥¥ ª ®¨·¥±ª®¬³ ¢¨¤³. �®¯³²-® ¬» ¯®«³·¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ®¤®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ,²¥±® ±¢¿§ ®£® ± ¤ ®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®©.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �³«¥¢»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬¤ ®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y) ¬»  §»¢ ¥¬ ±®¢®-ª³¯®±²¼ R0 ¢¥ª²®°®¢ y, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾A(x; y) = 0 ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  x 2 R.�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® R0 ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¥±²¼ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³±²¼ y1; y2 2 R0, ². ¥.A(x; y1) = 0 ¨ A(x; y2) = 0 ¤«¿ «¾¡®£® x 2 R. �®£¤ A(x; y1 + y2) = 0 ¨ A(x;�y1) = 0 ¤«¿ «¾¡»µ x ¨ �, ². ¥.y = y1 + y2 2 R0 ¨ �y1 2 R0.�) � ´®°¬³«¥ (5) ¥«¼§¿ ¢¬¥±²® § ª  6 ¯®±² ¢¨²¼ § ª <,² ª ª ª, µ®²¿ ±°¥¤¨ ·¨±¥« �p0+1; : : : ; �n ¥±²¼ ®²«¨·»¥ ®² ³«¿, ®¢®§¬®¦®, ·²® �p0+1 = �p0+2 = : : : = �p0+q0 = 0:



96 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�®±² ¢¨¬ ¢®¯°®±: ª ª  ©²¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R0?�³±²¼ f1; f2; : : : ; fn|ª ª®©-«¨¡® ¡ §¨± ¢ R. �«¿ ²®£®·²®¡» ¢¥ª²®° y = �1f1 + �2f2 + : : :+ �nfn (6)¯°¨ ¤«¥¦ « ³«¥¢®¬³ ¯®¤¯°®±²° ±²¢³, ¤®±² ²®·®,·²®¡» A(fi; y) = 0 ¤«¿ i = 1; 2; : : : ; n: (7)�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ½²¨ ° ¢¥±²¢  ¢»¯®«¥», ²® ¨ ¤«¿«¾¡®£® x ¨¬¥¥¬ A(x; y) = 0, ² ª ª ª ¢±¿ª¨© ¢¥ª²®° x¥±²¼ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢.�®¤±² ¢«¿¿ ¢ (7) ¢¬¥±²® y ¥£® ¢»° ¦¥¨¥ (6), ¬»¯°¨µ®¤¨¬ ª ±«¥¤³¾¹¥© ±¨±²¥¬¥ ³° ¢¥¨©:A(f1; �1f1 + �2f2 + : : :+ �nfn) = 0;A(f2; �1f1 + �2f2 + : : :+ �nfn) = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A(fn; �1f1 + �2f2 + : : :+ �nfn) = 0;¨«¨, ¥±«¨ ¯®«®¦¨²¼ A(fi; fk) = aik, ª ±¨±²¥¬¥a11�1 + a12�2 + : : : + a1n�n = 0;a21�1 + a22�2 + : : : + a2n�n = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n = 0:�®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ y, ª®®°¤¨ ²» �1; �2; : : : ; �n ª®-²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ °¥¸¥¨¿¬¨ ½²®© ±¨±²¥¬», ¨ ®¡° §³¥²³«¥¢®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R0. � ª ¨§¢¥±²® ¨§ ²¥®°¨¨«¨¥©»µ ³° ¢¥¨©, ° §¬¥°®±²¼ ½²®£® ¯®¤¯°®±²° -±²¢  ° ¢  n� r, £¤¥ r|° £ ¬ ²°¨¶» kaikk.�» ¬®¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ±¤¥« ²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ¢»¢®¤:� £ ¬ ²°¨¶» kaikk ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y) ¢ ¥-ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ½²®£® ¡ §¨± (µ®²¿ ± ¬  ¬ ²°¨¶  kaikk, ª ª ¬» § ¥¬ ¨§ x 5, § ¢¨±¨²®² ¢»¡®°  ¡ §¨± ).



x 7] § ª® ¨¥°¶¨¨ 97� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ° £ ½²®© ¬ ²°¨¶» ° ¢¥ n � r0, £¤¥r0|° §¬¥°®±²¼ ³«¥¢®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ . �³«¥¢®¥¦¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¨ ®² ª ª®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²¢®®¡¹¥ ¥ § ¢¨±¨².�¢¿¦¥¬ ° £ ¬ ²°¨¶» ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ± ° -£®¬ ± ¬®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬». � £®¬ ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬» ¬»  §¢ «¨ ·¨±«® ®²«¨·»µ ®² ³«¿ ª¢ ¤° ²®¢¢ ª ®¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬». �® ¢ ª ®-¨·¥±ª®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶  ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ¨¬¥¥²¢¨¤ 0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA¨ ° £ ½²®© ¬ ²°¨¶» ° ¢¥ r, £¤¥ r|·¨±«® ª®½´´¨-¶¨¥²®¢, ®²«¨·»µ ®² ³«¿, ². ¥. ° ¢¥ ° £³ ª¢ ¤° -²¨·®© ´®°¬». � ª ª ª ° £ ¬ ²°¨¶» ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬», ª ª ¬» ¤®ª § «¨, ¥ § ¢¨±¨² ®² ±¨±²¥¬» ª®-®°¤¨ ², ²® ¨ ¢ «¾¡®© ¤°³£®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ° £¬ ²°¨¶» ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ° ¢¥ ° £³ ± ¬®© ª¢ -¤° ²¨·®© ´®°¬» �).�² ª,  ¬¨ ¤®ª §   ±«¥¤³¾¹ ¿� ¥ ® ° ¥ ¬   2. � ²°¨¶» ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ¢° §«¨·»µ ±¨±²¥¬ µ ª®®°¤¨ ² ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥° £ r. �²®² ° £ ° ¢¥ ·¨±«³ ª¢ ¤° ²®¢ ¢ ª ®¨·¥-±ª®¬ ¢¨¤¥ ´®°¬», ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ª®²®°»µ ®²«¨·-» ®² ³«¿.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ²®£® ·²®¡»  ©²¨ ° £ ª¢ ¤° -²¨·®© ´®°¬», ³¦® ¢»·¨±«¨²¼ ° £ ¥¥ ¬ ²°¨¶» ¢ª ª®©-¨¡³¤¼ ®¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ².�) �®«¼§³¿±¼ ²¥¬ ¨§¢¥±²»¬ ¨§ ²¥®°¨¨ ¬ ²°¨¶ ´ ª²®¬, ·²®° £ ¬ ²°¨¶» ¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ ³¬®¦¥¨¨ ¥¥   «¾¡³¾ ¥®±®¡¥-³¾ ¬ ²°¨¶³, ½²®² °¥§³«¼² ² ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®¨§ ¢»¢¥¤¥®© ¢ x 4 ´®°¬³«» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¬ ²°¨¶» ¡¨«¨¥©-®© ´®°¬» ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨±  B = C0AC.



98 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. ix 8. �®¬¯«¥ª±®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®�® ¢±¥µ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¯ ° £° ´ µ ¬» ¢±¾¤³, ª°®¬¥²¥µ ±«³· ¥¢, ª®£¤  ½²® ®±®¡® ®£®¢ °¨¢ «®±¼, ¨¬¥«¨ ¤¥«®± ¯°®±²° ±²¢®¬  ¤ ¯®«¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«. �¿¤¨§«®¦¥»µ ¢»¸¥ °¥§³«¼² ²®¢ ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¤«¿ «¾¡®-£® ®±®¢®£® ¯®«¿. �«¿ ¤ «¼¥©¸¥£® ®±®¡®¥ § ·¥¨¥,ª°®¬¥ ¯°®±²° ±²¢   ¤ ¯®«¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥«, ¡³-¤¥² ¨¬¥²¼ ¯°®±²° ±²¢®  ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥«.� §¡¥°¥¬ ±®¤¥°¦ ¨¥ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¯ ° £° ´®¢ ¯°¨¬¥-¨²¥«¼® ª ½²®¬³ ±«³· ¾.1. �®¬¯«¥ª±®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®. � ª ³ª §»-¢ «®±¼ ¢ x 1, ¢±¥ ¨§«®¦¥»¥ ² ¬ °¥§³«¼² ²» ±¯° ¢¥¤-«¨¢» ¤«¿ ¯°®±²° ±²¢   ¤ «¾¡»¬ ¯®«¥¬ ¨, § ·¨²,¢ · ±²®±²¨ ¤«¿ ¯°®±²° ±²¢   ¤ ¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ª±»µ·¨±¥«.2. �®¬¯«¥ª±®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢®. �®¬¯«¥ª±-»¬ ¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬  §»¢ ¥²±¿ ª®¬¯«¥ª±-®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ ¢¢¥¤¥® ±ª «¿°-®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ². ¥. ª ¦¤®© ¯ °¥ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y ¯®-±² ¢«¥® ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«® (x; y), ¯°¨-·¥¬ ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥  ª±¨®¬»:1� (x; y) = (y; x) (¯®¤ (y; x) ¬» ¯®¨¬ ¥¬ ·¨±«®, ª®¬-¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥®¥ ± (y; x));2� (�x; y) = �(x; y);3� (x1 + x2; y) = (x1; y) + (x2; y);4� (x; x) ¥±²¼ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ·¨±«®,° ¢®¥ ³«¾ «¨¸¼ ¯°¨ x = 0.�§  ª±¨®¬ 1� ¨ 2� ±«¥¤³¥², ·²® (x; �y) = �(x; y). �¥©-±²¢¨²¥«¼®,(x; �y) = (�y; x) = � (y; x) = �(x; y):� «¥¥, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥±²¢® (x; y1 + y2) = (x; y1) ++ (x; y2). � ± ¬®¬ ¤¥«¥,(x; y1+y2) = (y1 + y2; x) = (y1; x)+(y2; x) = (x; y1)+(x; y2):



x 8] ª®¬¯«¥ª±®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 99�ª±¨®¬  1� ®²«¨· ¥²±¿ ®² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©  ª±¨®¬» 1� ¤«¿¢¥¹¥±²¢¥®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ ; ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ª®¬¯«¥ª±-®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ ¬» ¥ ¬®£«¨ ¡» ±®µ° ¨²¼  ª±¨®¬» 1�, 2�, 4�¢¥¹¥±²¢¥®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¡¥§ ¨§¬¥¥¨©. � ± ¬®¬¤¥«¥, ¥±«¨ ¡» (x; y) = (y; x);²® (x; �y) = �(x; y):�® ²®£¤  (�x; �x) = �2(x; x);±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ · ±²®±²¨(ix; ix) = �(x; x);². ¥. ·¨±«  (x; x) ¨ (y; y), £¤¥ y = ix, ¡»«¨ ¡» ° §»µ § ª®¢, ·²®¯°®²¨¢®°¥·¨²  ª±¨®¬¥ 4�.� ° ¨ ¬ ¥ ° » ª ® ¬ ¯ « ¥ ª ±  » µ ¥ ¢ ª « ¨ ¤ ® ¢ » µ¯ ° ® ± ² °    ± ² ¢. 1. �¥ª²®°®¬ ¯°®±²° ±²¢  R ¬» §®¢¥¬ ±¨±²¥¬³ n ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥«. �«®¦¥¨¥ ¢¥ª-²®°®¢ ¨ ³¬®¦¥¨¥ ¨µ   ·¨±«  ®¯°¥¤¥«¨¬ ®¡»·»¬®¡° §®¬. �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢x = (�1; �2; : : : ; �n) ¨ y = (�1; �2; : : : ; �n)§ ¤ ¤¨¬ ´®°¬³«®©(x; y) = �1�1 + �2�2 + : : :+ �n�n:�» ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®  ª±¨®¬»1�{4� ¢»¯®«¥». � · ±²®±²¨, ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¢¥ª²®°  ± ± ¬¨¬ ±®¡®© § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©(x; x) = �1�1+ �2�2+ : : :+ �n�n = j�1j2+ j�2j2+ : : :+ j�nj2:2. �¥ª²®°» ¢ ¯°®±²° ±²¢¥R ®¯°¥¤¥«¨¬, ª ª ¨ ¢ ¯°¨-¬¥°¥ 1. �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ § ¤ ¥¬ ´®°¬³«®©(x; y) = nXi;k=1aik�i�k;£¤¥ aik |§ ¤ »¥ ª®¬¯«¥ª±»¥ ·¨±« , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-¹¨¥ ³±«®¢¨¿¬:



100 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�) aik = aki,�) P aik�i�k > 0 ¤«¿ «¾¡»µ �1; �2; : : : ; �n ¨ ®¡° ¹ ¥²-±¿ ¢ ³«¼ «¨¸¼ ¯°¨ �1 = �2 = : : : = �n = 0.3. �¥ª²®° ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  R ¬» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼´³ª¶¨¨ ®² t, § ¤ »¥   ®²°¥§ª¥ [a; b] ¨ ¯°¨¨¬ -¾¹¨¥ ª®¬¯«¥ª±»¥ § ·¥¨¿. �ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¤¢³µ ² ª¨µ ´³ª¶¨© ®¯°¥¤¥«¨¬ ´®°¬³«®©(f(t); g(t)) = bZa f(t)g(t) dt:�®¦® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢±¥  ª±¨®¬» ±ª «¿°®£® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¿ ¯°¨ ½²®¬ ¢»¯®«¥».�«¨®© ¢¥ª²®°  x  §®¢¥¬ p(x; x). �§  ª±¨®¬» 4�±«¥¤³¥², ·²® ¤«¨  ¢¥ª²®°  ¥®²°¨¶ ²¥«¼  ¨ ®¡° ¹ -¥²±¿ ¢ ³«¼ «¨¸¼ ¤«¿ ³«¥¢®£® ¢¥ª²®° . � ª ª ª ±ª «¿°-®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ª®¬-¯«¥ª±®, ²® ¬» ¥ ¡³¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¿²¼ ³£«  ¬¥¦¤³ ¢¥ª-²®° ¬¨,   ¢¢¥¤¥¬ «¨¸¼ ¯®¿²¨¥ ®°²®£® «¼®±²¨ ¤¢³µ¢¥ª²®°®¢.�¥ª²®°» x ¨ y  §»¢ ¾²±¿ ®°²®£® «¼»¬¨, ¥±«¨(x; y) = 0.3. �°²®£® «¼»© ¡ §¨±. �§®¬®°´¨§¬ ª®¬¯«¥ª±»µ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢. �°²®£® «¼»¬ ¡ §¨±®¬ ¢n-¬¥°®¬ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥  §»-¢ ¥²±¿ ±®¢®ª³¯®±²¼ n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ¥ ° ¢-»µ ³«¾ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; en. � ª ¦¥, ª ª ¢ x 3, ¤®-ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬», ². ¥. ®¡° §³¾² ¡ §¨±.�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®°²®£® «¼®£® ¡ §¨±  ¢ ª®¬¯«¥ª±-®¬ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿¯°®¶¥±±®¬ ®°²®£® «¨§ ¶¨¨, ¢ ²®·®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¬± ¯°¨¢¥¤¥»¬ ¢ x 3.�»° §¨¬ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ x¨ y ·¥°¥§ ¨µ ª®®°¤¨ ²» �1; �2; : : : ; �n ¨ �1; �2; : : : ; �n ¢



x 8] ª®¬¯«¥ª±®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 101®°²®£® «¼®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥. �» ¨¬¥¥¬:x = �1e1+�2e2+: : :+�nen ¨ y = �1e1+�2e2+: : :+�nen:�®£¤ (x; y) = (�1e1+�2e2+: : :+�nen; �1e1+�2e2+: : :+�nen) == �1�1 + �2�2 + : : :+ �n�n:(�°. ¯°¨¬¥° 1 ½²®£® ¯ ° £° ´ .)�»° §¨¬ ª®®°¤¨ ²» �i ¢¥ª²®°  x ¢ ®°²®£® «¼®¬®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ¡ §¨±  ¨ ± ¬ ¢¥ª-²®° x. �¬¥¥¬:x = �1e1 + �2e2 + : : : + �nen:�¬®¦ ¿ ±ª «¿°® ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢    ei, ¯®«³·¨¬:(x; ei) = �1(e1; ei)+�2(e2; ei)+: : :+�i(ei; ei)+: : :+�n(en; ei)¨«¨ (x; ei) = �i:� ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ x 3, ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¢±¥ ª®¬¯«¥ª±-»¥ ¥¢ª«¨¤®¢» ¯°®±²° ±²¢  ¤ ®£® ·¨±«  ¨§¬¥°¥-¨© n ¨§®¬®°´» ¬¥¦¤³ ±®¡®©.4. �¨«¨¥©»¥ ¨ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬». �±¥ ®¯°¥-¤¥«¥¨¿ («¨¥©®© ´³ª¶¨¨, ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬»¨ ². ¤.), ¢¢¥¤¥»¥ ¢ x 4 (§  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ¯®¿²¨¿ ¯®-«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨), ¨¬¥¾² ±¬»±« ¤«¿ «¨¥©-®£® ¯°®±²° ±²¢   ¤ «¾¡»¬ ¯®«¥¬, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¨  ¤¯®«¥¬ ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥«. �¤ ª® ¢ ±«³· ¥ ª®¬¯«¥ª±®-£® «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  ¬®¦® ¥¹¥ ¯®-¤°³£®¬³ ¢¢¥-±²¨ ½²¨ ¯®¿²¨¿; ¤«¿  ± ¨¬¥® ½²®² ¢²®°®© ±¯®±®¡¡³¤¥² ¤ ¦¥ ¡®«¥¥ ±³¹¥±²¢¥»¬.� ¨  ¥ ©  » ¥ ´ ³  ª ¶ ¨ ¨ ¯ ¥ ° ¢ ® £ ® ¨ ¢ ² ® -° ® £ ® ° ® ¤  . �³ª¶¨¿, ±² ¢¿¹ ¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª -¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«®,  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©-®© ´³ª¶¨¥© ¯¥°¢®£® °®¤ , ¥±«¨ ®  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²



102 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬:1� f(x+ y) = f(x) + f(y);2� f(�x) = �f(x):�²® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ «¨¥©®© ´³ª¶¨¨ ¢ x 4.�¨¥©®© ´³ª¶¨¥© ¢²®°®£® °®¤   §»¢ ¥²±¿ ´³ª-¶¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±«®¢¨¿¬1� f(x+ y) = f(x) + f(y);2� f(�x) = �f(x):� ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ x 4, ¬®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ¢±¿ª ¿ «¨-¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¢®£® °®¤  ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢¢¨¤¥ f(x) = a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n;£¤¥ �i|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en,  ai|¯®±²®¿»¥, ai = f(ei).�±¿ª ¿ ¦¥ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ¢²®°®£® °®¤  ¬®¦¥²¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥f(x) = b1�1 + b2�2 + : : :+ bn�n:�·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ f(x)|«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¢®£®°®¤ , ²® f(x)| «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ¢²®°®£® °®¤ .� ª ¡»«® ®¯°¥¤¥«¥® ¢»¸¥ (¯. 2, x 4), ¡¨«¨¥©®©´³ª¶¨¥©  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ A(x; y),«¨¥© ¿ ¯® ª ¦¤®¬³ ¨§  °£³¬¥²®¢. � «¨·¨¥ ¢ ª®¬-¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¤¢³µ ²¨¯®¢ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©¯°¨¢®¤¨² ª ±³¹¥±²¢®¢ ¨¾ ¶¥«»µ ·¥²»°¥µ ²¨¯®¢ ¡¨-«¨¥©»µ ´³ª¶¨©|«¨¥©»µ ¯¥°¢®£® °®¤  ¨ ¯® x ¨¯® y, ¯¥°¢®£® °®¤  ¯® x ¨ ¢²®°®£® °®¤  ¯® y, ¢²®°®-£® °®¤  ¯® x ¨ ¯¥°¢®£® ¯® y ¨ ¢²®°®£® °®¤  ¯® ®¡®¨¬ °£³¬¥² ¬. �® ²°¥²¨© ¨ ·¥²¢¥°²»© ²¨¯» ª®¬¯«¥ª±-® ±®¯°¿¦¥» ±®®²¢¥²±²¢¥® ª® ¢²®°®¬³ ¨ ¯¥°¢®¬³,  ¡¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ ¯¥°¢®£® ²¨¯  ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢ ª®¬-¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¡³ª¢ «¼® ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¢¥-¹¥±²¢¥®¬. �®½²®¬³ ¬» ®±² ®¢¨¬±¿ ¯®¤°®¡¥¥ «¨¸¼



x 8] ª®¬¯«¥ª±®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 103  ¡¨«¨¥©»µ ´®°¬ µ ¢²®°®£® ²¨¯ . �«¿ ª° ²ª®±²¨¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¨µ ¯°®±²® ¡¨«¨¥©»¬¨. �² ª, ¢¢¥¤¥¬±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥:� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® A(x; y)¥±²¼ ¡¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ (´®°¬ ) ®² ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y,¥±«1̈� ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ y A(x; y) ¥±²¼ «¨¥© ¿ ´³-ª¶¨¿ ¯¥°¢®£® °®¤  ®² x;2� ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ x A(x; y) ¥±²¼ «¨¥© ¿ ´³-ª¶¨¿ ¢²®°®£® °®¤  ®² y. �«¨, ¨ ·¥:1� A(x1 + x2; y) = A(x1; y) +A(x2; y);A(�x; y) = �A(x; y);2� A(x; y1 + y2) = A(x; y1) +A(x; y2);A(x;�y) = �A(x; y):�°¨¬¥°®¬ ¡¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ±ª «¿°®¥¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥A(x; y) = (x; y);° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ª ª ´³ª¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y. �°³£¨¬¯°¨¬¥°®¬ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° -±²¢¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢»° ¦¥¨¥A(x; y) = nXi;k=1aik�i�k;° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ª ª ´³ª¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢x = �1e1+�2e2+: : :+�nen ¨ y = �1e1+�2e2+: : :+�nen:�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ³±«®¢¨¿, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ¡¨«¨¥©-³¾ ´³ª¶¨¾, ¯°¨ ½²®¬ ¢»¯®«¥».�³±²¼ e1; e2; : : : ; en |¥ª®²®°»© ¡ §¨± ¢ n-¬¥°®¬ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �³±²¼ A(x; y)|¡¨«¨¥© ¿´®°¬ , x ¨ y ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥x = �1e1+ �2e2+ : : :+ �nen; y = �1e1+ �2e2+ : : :+ �nen:



104 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�®£¤ A(x; y)=A(�1e1+�2e2+: : :+�nen; �1e1+�2e2+: : :+�nen)== nXi;k=1 �i�kA(ei; ek):� ²°¨¶  kaikk ¨§ ·¨±¥«aik = A(ei; ek) §»¢ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y) ¢ ¡ -§¨±¥ e1; e2; : : : ; en.�±«¨ ¢ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬¥ A(x; y) ¯®«®¦¨²¼ y = x,²® ¯®«³·¨²±¿ ´³ª¶¨¿ A(x;x),  §»¢ ¥¬ ¿ ª¢ ¤° ²¨·-®© ´®°¬®© (¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥). �¯° ¢¥¤«¨-¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥:�±¿ª ¿ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿±¢®¥© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®© �).� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ A(x;x)|ª¢ ¤° ²¨-· ¿ ´®°¬ ,   x ¨ y|¯°®¨§¢®«¼»¥ ¢¥ª²®°». �¥£ª®¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ²®¦¤¥±²¢® ��)A(x; y) = 14fA(x+ y;x+ y) + iA(x+ iy;x+ iy)��A(x� y;x� y)� iA(x� iy;x� iy)g: (1)�»° ¦¥¨¥, ±²®¿¹¥¥ ±¯° ¢  ¢ ´®°¬³«¥ (1), ¯°¥¤±² ¢«¿-¥² ±®¡®© ª®¬¡¨ ¶¨¾ § ·¥¨© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬»¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ x + y, x � y, x + iy ¨ x � iy. �«¥¢  ±²®¨²§ ·¥¨¥ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ¢¥ª²®-°®¢ x ¨ y. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ®¤®§ ·-® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¥© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®©.�) � ®²«¨·¨¥ ®² ®¯°¥¤¥«¥»µ ¢ x 4 ´®°¬ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥, ¤«¿ ª®²®°»µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±¯° ¢¥¤-«¨¢® «¨¸¼ ¤«¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¡¨«¨¥©»µ ´®°¬.��) �¨² ²¥«¼ ¤®«¦¥ ¯®¬¨²¼, ·²® A(x;�y) = �A(x; y) ¨, ±«¥-¤®¢ ²¥«¼®, ¢ · ±²®±²¨, A(x; iy) = �iA(x; y).



x 8] ª®¬¯«¥ª±®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 105� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �¨«¨¥© ¿ ´®°¬   §»¢ -¥²±¿ ½°¬¨²®¢®©, ¥±«¨A(x; y) = A(y;x):�²® ¯®¿²¨¥ ¿¢«¿¥²±¿   «®£®¬ ¯®¿²¨¿ ±¨¬¬¥²°¨-·¥±ª®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬¯°®±²° ±²¢¥.�«¿ ²®£® ·²®¡» ´®°¬  A(x; y) ¡»«  ½°¬¨²®¢®©, ¥®¡-µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¥¥ ¬ ²°¨¶  kaikk ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨±¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿«  ³±«®¢¨¾aik = aki:�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ´®°¬  A(x; y) ½°¬¨²®¢ , ²®aik = A(ei; ek) = A(ek; ei) = aki:�¡° ²®, ¥±«¨ aik = aki, ²®A(x; y) =X aik�i�k =X aki�k�i = A(y;x):�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �±«¨ ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ aik = aki, ²®½²® ¦¥ ³±«®¢¨¥ ¢»¯®«¥® ¤«¿ ¬ ²°¨¶» ½²®© ¡¨«¨¥©-®© ´®°¬» ¨ ¢ «¾¡®¬ ¤°³£®¬ ¡ §¨±¥. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨±¥ ° ¢¥±²¢® aik = aki ¨¬¥¥² ¬¥±²®, ²®A(x; y) ¿¢«¿¥²±¿ ½°¬¨²®¢®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®©; ® ²®-£¤  ¨ ¢ «¾¡®¬ ¤°³£®¬ ¡ §¨±¥ aik = aki.�±«¨ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ½°¬¨²®¢ , ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹ ¿ ¥© ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ²®¦¥  §»¢ ¥²±¿ ½°¬¨²®-¢®©.�«¿ ²®£® ·²®¡» ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  A(x; y) ¡»«  ½°-¬¨²®¢®©, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» A(x;x) ¡»-«® ¢¥¹¥±²¢¥® ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  x.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ ´®°¬  A(x; y) ½°¬¨-²®¢ , ². ¥. A(x; y) = A(y;x). �®£¤ , ¯®« £ ¿ x = y, ¯®«³-· ¥¬: A(x;x) = A(x;x);



106 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i². ¥. ·¨±«® A(x;x) ° ¢® ±¢®¥¬³ ±®¯°¿¦¥®¬³ ¨,§ ·¨², ¢¥¹¥±²¢¥®. �¡° ²®, ¯³±²¼ A(x;x) ¢¥¹¥-±²¢¥® ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  x. �®£¤  A(x+ y;x+ y),A(x+ iy;x+ iy), A(x� y;x� y), A(x� iy;x� iy) ¢¥¹¥-±²¢¥», ¨ ¯®½²®¬³ ¨§ ´®°¬³«» (1) ¥¯®±°¥¤±²¢¥®¢¨¤®, ·²® ¢»° ¦¥¨¿ A(x; y) ¨ A(y;x) ¿¢«¿¾²±¿ ª®¬-¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥»¬¨.� « ¥ ¤ ± ² ¢ ¨ ¥. �¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ½°¬¨²®¢  ¢²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ®  ¯°¨¨¬ ¥²²®«¼ª® ¢¥¹¥±²¢¥»¥ § ·¥¨¿.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ²®«¼ª® ·²® ¡»«® ¤®ª § ®, ·²® ¤«¿½°¬¨²®¢®±²¨ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y) ¥®¡µ®¤¨¬® ¨¤®±² ²®·®, ·²®¡» A(x;x) ¡»«  ¢¥¹¥±²¢¥  ¤«¿ ¢±¥µ x.�°¨¬¥°®¬ ½°¬¨²®¢®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ¿¢«¿¥²±¿´®°¬  A(x;x) = (x; x);£¤¥ (x; x) ®§ · ¥² ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°  x ±± ¬¨¬ ±®¡®©. �¥©±²¢¨²¥«¼®,  ª±¨®¬» 1�{3� ±ª «¿°®£®¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥®§ · ¾², ·²® (x; y) ¥±²¼ ½°¬¨²®¢  ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ ,¨ ¯®½²®¬³ (x; x) ¥±²¼ ½°¬¨²®¢  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ .�±«¨, ª ª ¨ ¢ x 4,  §¢ ²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥-®© ª¢ ¤° ²¨·³¾ ´®°¬³, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ³±«®¢¨¾A(x;x) > 0 ¯°¨ x 6= 0;²® ª®¬¯«¥ª±®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® ¬®¦® ®¯°¥¤¥-«¨²¼ ª ª ª®¬¯«¥ª±®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®-°®¬ § ¤   ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ½°¬¨²®¢  ª¢ -¤° ²¨· ¿ ´®°¬ .� «®£¨·® ²®¬³, ª ª ½²® ±¤¥« ® ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬¯°®±²° ±²¢¥, ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A ¨ B ±³²¼¬ ²°¨¶» ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y) ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢¡ §¨± µ e1; e2; : : : ; en ¨ f1; f2; : : : ; fn, ²®B = C�AC;



x 8] ª®¬¯«¥ª±®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 107£¤¥ C|¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ª ¡ -§¨±³ f1; f2; : : : ; fn,   C�|¬ ²°¨¶ , ²° ±¯®¨°®¢  ¿¨ ª®¬¯«¥ª±®-±®¯°¿¦¥ ¿ ª ¬ ²°¨¶¥ C.5. �°¨¢¥¤¥¨¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° -²®¢.� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �³±²¼ A(x;x)|½°¬¨²®¢  ª¢ ¤° -²¨· ¿ ´®°¬  ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²-¢¥ R. �®£¤  ¢ R ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en, ¢ ª®-²®°®¬ ½²  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x;x) = �1�1�1 + �2�2�2 + : : :+ �n�n�n;£¤¥ �i|¢¥¹¥±²¢¥».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ® ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ¯¥°¥®±¿¯®·²¨ ¤®±«®¢® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ²¥®-°¥¬» ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.�¤ ª® ¢¢¨¤³ ²®£®, ·²® ¢ x 5 ½²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¨§-«®¦¥® ¡¥§ ³¿±¥¨¿ ¥£® £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ±²®°®», ¬»§¤¥±¼ ¢ª° ²¶¥ ¯®¢²®°¨¬ ½²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ ¨®¬, ¡®-«¥¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®¬, ¨§«®¦¥¨¨. �«¿ ½²®£® ¬» ¡³¤¥¬®¤¨ §  ¤°³£¨¬ ¢»¡¨° ²¼ ¢¥ª²®°» ²®£® ¡ §¨± , ¢ ª®²®-°®¬ ´®°¬  ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢.�»¡¥°¥¬ ¢¥ª²®° ei ² ª, ·²®A(e1; e1) 6= 0; ½²® ¢®§¬®¦-®, ² ª ª ª ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¬» ¨¬¥«¨ ¡» A(x;x) = 0¤«¿ «¾¡®£® x,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ±¨«³ ´®°¬³«» (1),¨ A(x; y) � 0. � (n � 1)-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R(1),±®±²®¿¹¥¬ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ x, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾A(e1;x) = 0, ¢»¡¥°¥¬ ¢¥ª²®° e2 ² ª®©, ·²® A(e2; e2) 6= 0,¨ ². ¤. �²®² ¯°®¶¥±± ¯°®¤®«¦¨¬ ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ¬» ¥¯°¨¤¥¬ ª ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ R(r), ¢ ª®²®°®¬ A(x; y) � 0(R(r) ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ±®±²®¿¹¥¬ «¨¸¼ ¨§ ³«¿). �±«¨R(r) ®²«¨·® ®² ³«¿, ²® ¢»¡¥°¥¬ ¢ ¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»©¡ §¨± er+1; er+2; : : : ; en. �¬¥±²¥ ± ¯®±²°®¥»¬¨ ¢¥ª²®-° ¬¨ e1; e2; : : : ; er ®¨ ®¡° §³¾² ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en ¢±¥-£® R.



108 n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® [£«. i�® ¯®±²°®¥¨¾A(ei; ek) = 0 ¤«¿ i < k;  § ·¨², ¢ ±¨«³ ½°¬¨²®¢®±²¨ ´®°¬» A(x; y),A(ei; ek) = 0 ¨ ¤«¿ i > k;². ¥. A(ei; ek) = 0 ¤«¿ i 6= k:�®½²®¬³, ¥±«¨x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen|¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®°, ²®A(x;x) = �1�1A(e1; e1)+�2�2A(e2; e2)+: : :+�n�nA(en; en):�°¨ ½²®¬ ·¨±«  A(ei; ei) ¢¥¹¥±²¢¥», ª ª § ·¥¨¿½°¬¨²®¢®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬». �¡®§ · ¿ A(ei; ei)·¥°¥§ �i, ¨¬¥¥¬:A(x;x) = �1�1�1 + �2�2�2 + : : :+ �n�n�n == �1j�1j2 + �2j�2j2 + : : : + �nj�nj2:6. �°¨¢¥¤¥¨¥ ½°¬¨²®¢®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬»ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ ²°¥³£®«¼»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬.�³±²¼ A(x;x)| ½°¬¨²®¢  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¢ ª®¬-¯«¥ª±®¬ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨ e1; e2; : : : ; en |¡ -§¨±. �» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨�1 = a11; �2 = ����a11 a12a21 a22���� ; : : : ; �n = �������a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann������� ;£¤¥ aik = A(ei; ek), ®²«¨·» ®² ³«¿. �®£¤ , ² ª ¦¥ ª ª¨ ¢ x 6, ¬» ¬®¦¥¬  ¯¨± ²¼ ´®°¬³«³ ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿¡ §¨±®¢, ¢ ª®²®°»µ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢. �²¨ ´®°¬³«» ¢ ²®·®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¾²



x 8] ª®¬¯«¥ª±®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® 109± ´®°¬³« ¬¨ (3) ¨ (6) x 6. �°¨ ½²®¬ ± ¬  ª¢ ¤° ²¨· ¿´®°¬  ¢ ®¢®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x;x) = �0�1 j�1j2 + �1�2 j�2j2 + : : :+ �n�1�n j�nj2; (2)£¤¥ �0 = 1. �²±¾¤ , ¢ · ±²®±²¨, ±«¥¤³¥², ·²® ®¯°¥¤¥-«¨²¥«¨ �1;�2; : : : ;�n ¢¥¹¥±²¢¥»; ¤¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±-«¨ ½°¬¨²®¢  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯°¨¢¥¤¥  ª ª ®¨-·¥±ª®¬³ ¢¨¤³ (2), ²® ª®½´´¨¶¨¥²» �i ° ¢» A(ei; ei) ¨¢¥¹¥±²¢¥».� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®, ·²® ¥±«¨ ª¢ -¤° ²¨· ¿ ´®°¬  A(x;x) ½°¬¨²®¢ , ²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨ �1;�2; : : :: : : ;�n ¢¥¹¥±²¢¥».� ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ x 6, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²® ¤«¿ ²®-£® ·²®¡» ½°¬¨²®¢  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  A(x;x) ¡»-«  ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®-±² ²®·®, ·²®¡» ¯®±²°®¥»¥ ¯® ¥© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨�1;�2; : : : ;�n ¡»«¨ ¯®«®¦¨²¥«¼».�¨±«® ®²°¨¶ ²¥«¼»µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ ª¢ ¤° -² µ ¢ ª ®¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥ ½°¬¨²®¢®© ª¢ ¤° ²¨·®©´®°¬» ° ¢® ·¨±«³ ¯¥°¥¬¥ § ª  ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®-±²¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©1; �1; �2; : : : ; �n:7. � ª® ¨¥°¶¨¨. �¬¥¥² ¬¥±²® ²¥®°¥¬ , ¤®ª § ²¥«¼-±²¢® ª®²®°®© ¨·¥¬ ¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ²¥®°¥¬» ¢ x 7.� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �±«¨ ½°¬¨²®¢  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°-¬  ¨¬¥¥² ¢ ¤¢³µ ¡ §¨± µ ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤, ²® ·¨±«®¯®«®¦¨²¥«¼»µ, ®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¨ ³«¥¢»µ ª®½´´¨¶¨-¥²®¢ ¢ ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ®¤® ¨ ²® ¦¥.�®¿²¨¥ ° £  ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬», ¢¢¥¤¥®¥  -¬¨ ¢ x 7 ¤«¿ ±«³· ¿ ¢¥¹¥±²¢¥®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¯¥°¥-®±¨²±¿ ¡¥§ ¨§¬¥¥¨© ¨   ª®¬¯«¥ª±»© ±«³· ©.



����� II�������� ��������������x 9. �¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨1. �±®¢»¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. � ¯°¥¤»¤³¹¥© £« ¢¥ ¬»¨§³· «¨ ´³ª¶¨¨ ¢ n-¬¥°®¬ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥,¯°¨¨¬ ¾¹¨¥ ·¨±«¥»¥ § ·¥¨¿ («¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨,ª¢ ¤° ²¨·»¥ ¨ ². ¤.). �® ¢ °¿¤¥ ±«³· ¥¢ ¢®§¨ª ¥²¯®²°¥¡®±²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ´³ª¶¨¨ ¤°³£®£® ¢¨¤ ,  ¨¬¥®, ´³ª¶¨¨, ª®²®°»¥ ²®·ª ¬ ¯°®±²° ±²¢  ±² -¢¿² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ±®¢  ²®·ª¨ ²®£® ¦¥ ¯°®±²° ±²¢ (  ¥ ·¨±« ). �°®±²¥©¸¨¬¨ ±°¥¤¨ ´³ª¶¨© ² ª®£® °®¤ ¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �³±²¼ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ xn-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  ¯®±² ¢«¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥¢¥ª²®° y ½²®£® ¦¥ ¯°®±²° ±²¢ . �³ª¶¨¾ y = A(x)¬»  §®¢¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ¯°®±²° ±²¢  R.�°¥®¡° §®¢ ¨¥ A  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©»¬, ¥±«¨ ¢»-¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1� A(x1 + x2) = A(x1) +A(x2);2� A(�x) = �A(x):� ¬, £¤¥ ½²® ¥ ±¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª ¥¤®° §³¬¥¨¿¬,¢¬¥±²® A(x) ¬» ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ Ax.� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. � ±±¬®²°¨¬ ²°¥µ¬¥°®¥ ¥¢ª«¨¤®¢®¯°®±²° ±²¢® R ¨ ¢ ¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢¯®¢®°®²¥ R ¢®ª°³£ ª ª®©-«¨¡® ®±¨, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 111³«¼. � ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ x ±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢¥ª-²®° Ax, ¯®«³·¥»© ¨§ ¥£® ¤ »¬ ¯®¢®°®²®¬. �±«®-¢¨¿ 1� ¨ 2� ¯°®¢¥°¿¾²±¿ ¡¥§ ²°³¤ . �°®¢¥°¨¬,  ¯°¨-¬¥°, ³±«®¢¨¥ 1�. A(x1 + x2) ®§ · ¥², ·²® ¢¥ª²®°» x1¨ x2 ± · «  ±ª« ¤»¢ ¾²±¿,   § ²¥¬ ¯®«³·¥»© ¢¥ª-²®° ¯®¢®° ·¨¢ ¥²±¿. Ax1 + Ax2 ®§ · ¥², ·²® ¢¥ª²®°»x1 ¨ x2 ±¯¥°¢  ¯®¢®° ·¨¢ ¾²±¿,   § ²¥¬ ±ª« ¤»¢ ¾²±¿.�±®, ·²® ¢ ®¡®¨µ ±«³· ¿µ °¥§³«¼² ² ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥.2. �³±²¼ R0|¥ª®²®° ¿ ¯«®±ª®±²¼ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬¯°®±²° ±²¢¥R, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ³«¼. �®±² ¢¨¬ ¢ ±®-®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ x ¥£® ¯°®¥ª¶¨¾ x0 = Ax  ½²³ ¯«®±ª®±²¼. �±«®¢¨¿ 1� ¨ 2� ®¯¿²¼ «¥£ª® ¯°®¢¥-°¿¾²±¿. � ¯°¨¬¥°, 1� ®§ · ¥², ·²® ¯°®¥ª¶¨¿ ±³¬¬»° ¢  ±³¬¬¥ ¯°®¥ª¶¨©.3. � ±±¬®²°¨¬  ´´¨®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢ª®²®°®¬ ¢¥ª²®° ®¯°¥¤¥«¥ ª ª ±®¢®ª³¯®±²¼ n ·¨±¥«.�³±²¼ kaikk|¥ª®²®° ¿ ¬ ²°¨¶ . �®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²-¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³x = (�1; �2; : : : ; �n)¢¥ª²®° y = Ax = (�1; �2; : : : ; �n);£¤¥ �i ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬�i = nXk=1 aik�k:�±«®¢¨¿ 1� ¨ 2�, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥, ¯°®¢¥°¿¾²±¿ ¡¥§ ²°³¤ .4. � ±±¬®²°¨¬ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ½«¥¬¥² ¬¨ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿ ¬®£®·«¥» ±²¥¯¥¨ 6 n� 1.�®«®¦¨¬ AP (t) = P 0(t);£¤¥ P 0(t)|¯°®¨§¢®¤ ¿ ¬®£®·«¥  P (t).



112 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥| «¨¥©®¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®,1� (P1(t) + P2(t))0 = P 01(t) + P 02(t);2� (�P (t))0 = �P 0(t):5. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ ¢¥ª²®° ¬¨¿¢«¿¾²±¿ ¥¯°¥°»¢»¥ ´³ª¶¨¨ f(t), 0 6 t 6 1. �®«®-¦¨¬ Af(t) = tZ0 f(�) d�:�°¥®¡° §®¢ ¨¥ A|«¨¥©®¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®,1� A(f1 + f2) = tZ0 [f1(�) + f2(�)] d� == tZ0 f1(�) d� + tZ0 f2(�) d� = Af1 +Af2;2� A(�f) = tZ0 �f(�) d� = � tZ0 f(�) d� = �Af:6. � ±±¬®²°¨¬ ²® ¦¥ ¯°®±²° ±²¢®, ·²® ¨ ¢ ¯°¨¬¥-°¥ 5. �³±²¼ k(t; s)|¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿, § ¤  ¿ ¢ª¢ ¤° ²¥ 0 6 t 6 1, 0 6 s 6 1. �®«®¦¨¬'(t) � Af(t) = 1Z0 k(t; s)f(s) ds:�°®¢¥°¼²¥ ± ¬¨, ·²® ½²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ «¨¥©®.�°¥¤¨ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ®±®¡³¾ °®«¼ ¨£° -¾² ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯°®±²»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿:¥¤¨¨·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ E, ±² ¢¿¹¥¥ ¢ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ ½²®² ¦¥ ± ¬»© ¢¥ª²®°, ². ¥.Ex = x;



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 113³«¥¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ O, ±² ¢¿¹¥¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ x ³«¥¢®© ¢¥ª²®°:Ox = 0:2. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¬ ²°¨¶ ¬¨ ¨ «¨¥©»¬¨ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿¬¨. �³±²¼ e1; e2; : : : ; en|¥ª®²®°»© ¡ §¨± ¢n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ¨ A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ ¢ R.�«¿ «¾¡»µ n ¢¥ª²®°®¢ g1; g2; : : : ; gn ±³¹¥±²¢³¥² ®¤-® ¨ ²®«¼ª® ®¤® «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A, ² ª®¥·²® Ae1 = g1; Ae2 = g2; : : : ; Aen = gn:�®ª ¦¥¬ ½²®. �®ª ¦¥¬ ± · « , ·²® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ A ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢¥ª²®° ¬¨ Ae1; Ae2; : : :: : : ; Aen. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen (1)|¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° ¨§ R. �®£¤ Ax = A(�1e1 + �2e2 + : : : + �nen) == �1Ae1 + �2Ae2 + : : : + �nAen (2)¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, Ax ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® Ae1;Ae2; : : : ; Aen.�¥¯¥°¼ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ¢±¿ª¨µ ¢¥ª²®°®¢ g1;g2; : : : ; gn ±³¹¥±²¢³¥² «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A, ² -ª®¥, ·²® Aei = gi. �«¿ ½²®£® ¯®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥ ¢¥ª²®° ¬ ei ¢¥ª²®°» gi; ¯°®¨§¢®«¼®¬³ ¦¥ ¢¥ª-²®°³ x = �1e1 + : : : + �nen ¯®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥¢¥ª²®° �1g1 + : : : + �ngn. � ª ª ª ¢¥ª²®° x ¢»° ¦ ¥²-±¿ ·¥°¥§ e1 ®¤®§ ·®, ²® ¥¬³ ±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¥»© ¢¥ª²®° Ax. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®² ª ®¯°¥¤¥«¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A «¨¥©®.



114 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�¡®§ ·¨¬ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  gk ¢ ¡ §¨±¥ e1;e2; : : : ; en ·¥°¥§ a1k; a2k; : : : ; ank, ². ¥. ¯®«®¦¨¬gk = Aek = nXi=1 aikei: (3)�®¢®ª³¯®±²¼ ·¨±¥« aik (i; k = 1; 2; : : : ; n) ®¡° §³¥² ¬ -²°¨¶³ A = kaikk;ª®²®°³¾ ¬»  §®¢¥¬ ¬ ²°¨¶¥© «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en.�² ª, ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ¯°¨ § ¤ ®¬ ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; en ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A ®¤-®§ ·® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¬ ²°¨¶  kaikk, ¨, ®¡° ²®,ª ¦¤®© ¬ ²°¨¶¥ kaikk ®¤®§ ·® ®²¢¥· ¥² «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ´®°¬³« ¬¨ (3), (1), (2).�» ¢¨¤¨¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ ¬®¦® ®¯¨±»¢ ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ¬ ²°¨¶ ¨ ¬ ²°¨-¶» ¿¢«¿¾²±¿ ²¥¬   «¨²¨·¥±ª¨¬  ¯¯ ° ²®¬, ± ¯®¬®¹¼¾ª®²®°®£® ¨§³· ¾²±¿ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ª®¥·-®¬¥°»µ ¯°®±²° ±²¢ µ.� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¡ §¨±  ¬ ²°¨¶ , ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¤ ®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾, ¢®-®¡¹¥ £®¢®°¿, ¨§¬¥¨²±¿.� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. �³±²¼ R|²°¥µ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±-²¢®, A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ¯°®¥ª-²¨°®¢ ¨¨ ª ¦¤®£® ¢¥ª²®°    ¯«®±ª®±²¼ XY . �°¨¬¥¬§  ¡ §¨± ¥¤¨¨·»¥ ¢¥ª²®°» e1; e2; e3,  ¯° ¢«¥»¥ ¯®®±¿¬ ª®®°¤¨ ². �®£¤ Ae1 = e1; Ae2 = e2; Ae3 = 0;². ¥. ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤0@1 0 00 1 00 0 01A :



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 115� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. � ©²¨ ¬ ²°¨¶³ ²®£® ¦¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢¡ §¨±¥ e01; e02; e03, £¤¥e01 = e1; e02 = e2; e03 = e1 + e2 + e3:2. �³±²¼ E|¥¤¨¨·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¨ e1; e2; : : :: : : en|¡ §¨± ¢ R. �®£¤ Aei = ei (i = 1; 2; : : : ; n);². ¥. ¬ ²°¨¶  ¥¤¨¨·®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ «¾¡®¬ ¡ -§¨±¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ 0B@1 0 : : : 00 1 : : : 0: : : : : : : :0 0 : : : 11CA :�¥£ª® ² ª¦¥ ¢¨¤¥²¼, ·²® ¬ ²°¨¶  ³«¥¢®£® ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ ¢ «¾¡®¬ ¡ §¨±¥ ±®±²®¨² ±¯«®¸¼ ¨§ ³«¥©.3. �³±²¼ R|¯°®±²° ±²¢® ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨6 n� 1. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ A|¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥, ². ¥.AP (t) = P 0(t):�»¡¥°¥¬ ¢ R ¡ §¨± ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:e1 = 1; e2 = t; e3 = t22! ; : : : ; en = tn�1(n� 1)! :�®£¤ Ae1 = 10 = 0; Ae2 = t0 = 1; Ae3 = � t22 �0 = t = e2; : : :: : : ; Aen = � tn�1(n� 1)!�0 = tn�2(n� 2)! = en�1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ½²®¬



116 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii¡ §¨±¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ 0BBB@0 1 0 : : : 00 0 1 : : : 0: : : : : : : : : :0 0 0 : : : 10 0 0 : : : 01CCCA :�³±²¼ A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, e1; e2; : : : ; en|¡ §¨± ¢ R ¨ kaikk|¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ½²®¬¡ §¨±¥. �³±²¼ x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen; (4)Ax = �1e1 + �2e2 + : : : + �nee: (40)� ©¤¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ª®®°¤¨ ² �1; �2; : : : ; �n ¢¥ª²®°  Ax·¥°¥§ ª®®°¤¨ ²» �1; �2; : : : ; �n ¢¥ª²®°  x. �¬¥¥¬:Ax = A(�1e1 + �2e2 + : : :+ �nen) == �1(a11e1 + a21e2 + : : :+ an1en) ++ �2(a12e1 + a22e2 + : : :+ an2en) +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ �n(a1ne1 + a2ne2 + : : :+ annen) == (a11�1 + a12�2 + : : : + a1n�n)e1 ++ (a21�1 + a22�2 + : : : + a2n�n)e2 +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ (an1�1 + an2�2 + : : : + ann�n)en:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±° ¢¨¢ ¿ ± (40), ¯®«³· ¥¬:�1 = a11�1 + a12�2 + : : :+ a1n�n;�2 = a21�1 + a22�2 + : : :+ a2n�n;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�n = an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n;



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 117¨«¨ ª®°®·¥: �i = nXk=1 aik�k: (5)� ª¨¬ ®¡° §®¬: ¥±«¨ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A¨¬¥¥² ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ¬ ²°¨¶³ kaikk, ²®¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ±²®«¡-¶®¢ ½²®© ¬ ²°¨¶» [´®°¬³«  (3)],   ª®®°¤¨ ²» ¯°®¨§-¢®«¼®£® ¢¥ª²®° |± ¯®¬®¹¼¾ ¥¥ ±²°®ª [´®°¬³«  (5)].3. �«®¦¥¨¥ ¨ ³¬®¦¥¨¥ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.�¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¬®¦® ±ª« ¤»¢ ²¼ ¨ ³¬®-¦ ²¼.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ «¨¥©»µ¯°¥®¡° §®¢ ¨© A ¨ B  §»¢ ¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ C,±®±²®¿¹¥¥ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®¬ ¢»¯®«¥¨¨ ± · « ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ B,   § ²¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨: C = AB ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®-£® x Cx = A(Bx).�°®¨§¢¥¤¥¨¥ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¥±²¼ «¨¥©-®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ². ¥. ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ 1�¨ 2� ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1. �¥©±²¢¨²¥«¼®,C(x1 + x2) = A[B(x1 + x2)] = A(Bx1 +Bx2) == ABx1 +ABx2 = Cx1 +Cx2:�¥°¢®¥ ° ¢¥±²¢®  ¯¨± ®   ®±®¢ ¨¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿¯°®¨§¢¥¤¥¨¿, ¢²®°®¥   ®±®¢ ¨¨ ±¢®©±²¢  1� ¤«¿ B,²°¥²¼¥ ¢ ±¨«³ ²®£® ¦¥ ±¢®©±²¢  ¤«¿ A ¨,  ª®¥¶, ·¥²-¢¥°²®¥ ®¯¿²¼-² ª¨ ¢ ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿.� «®£¨·® ¯®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® C(�x) = �Cx.�±«¨ E|¥¤¨¨·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   A|¯°®¨§-¢®«¼®¥, ²® «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®AE = EA = A:� ª ®¡»·®, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ±²¥¯¥¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A:A2 = A � A; A3 = A2 �A; : : : ¨ ². ¤.



118 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ª ¨ ¤«¿ ·¨±¥«, ¯®« £ ¥¬, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, A0 = E.�·¥¢¨¤®, ·²® Am+n = Am � An:� ° ¨ ¬ ¥ °. R|¯°®±²° ±²¢® ¬®£®·«¥®¢ P (t)±²¥¯¥¨ ¥ ¢»¸¥ n � 1. �¯°¥¤¥«¨¬ ¢ ¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ D ´®°¬³«®© DP (t) = P 0(t);£¤¥ P 0(t)|¯°®¨§¢®¤ ¿ ¬®£®·«¥  P (t). �®£¤  ¤«¿ «¾-¡®£® P (t)D2P (t) = D(DP (t)) = (P 0(t))0 = P 00(t):�²® ° ¢¥±²¢® ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ D2. � -«®£¨·® ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ D3P (t) == P 000(t); : : : � ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ Dn = 0. �¥©-±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª ¢¥ª²®° ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  ¿¢«¿¾²±¿¬®£®·«¥» ±²¥¯¥¨ 6 n� 1, ²®DnP (t) = P (n)(t) = 0:� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �»¡¥°¥¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥-¯¥¨ ¥ ¢»¸¥, ·¥¬ n � 1, ¡ §¨±, ³ª § »© ¢ ¯°¨¬¥°¥ 3 ¯. 2½²®£® ¯ ° £° ´ . � ©²¨ ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨©D;D2; D3; : : :�» § ¥¬, ·²® ¯°¨ § ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ª -¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ ®²¢¥· ¥² ¬ ²°¨¶ .�³±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A ®²¢¥· ¥² ¬ ²°¨¶  kaikk, ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¾ B|¬ ²°¨¶  kbikk;  ©¤¥¬ ¬ ²°¨¶³ kcikk,®²¢¥· ¾¹³¾ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ C = AB. � ±¨«³ ®¯°¥¤¥-«¥¨¿ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ C ¬» ¨¬¥¥¬:Cek =Xi cikei: (6)� «¥¥,ABek = A nXj=1 bjkej! =Xj bjkAej =Xj;i bjkaijei: (7)



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 119�° ¢¨¢ ¿ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ei ¢ ° ¢¥±²¢ µ (6) ¨ (7),¯®«³· ¥¬: cik =Xj aijbjk: (8)�» ¢¨¤¨¬, ·²® ½«¥¬¥² cik ¬ ²°¨¶» C ¥±²¼ ±³¬¬  ¯°®-¨§¢¥¤¥¨© ½«¥¬¥²®¢ i-© ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» A   ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ½«¥¬¥²» k-£® ±²®«¡¶  ¬ ²°¨¶» B. � ª®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¬ ²°¨¶   §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¬ -²°¨¶» A   ¬ ²°¨¶³ B. �² ª, ¥±«¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A®²¢¥· ¥² ¬ ²°¨¶  kaikk,   ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ B|¬ ²°¨-¶  kbikk, ²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ½²¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ®²¢¥-· ¥² ¬ ²°¨¶  kcikk, ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¬ ²°¨¶kaikk ¨ kbikk. �°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°-¬³«¥ (8).� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 3. �³¬¬®© «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨© A ¨ B  §»¢ ¥²±¿ ² ª®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ C, ª®-²®°®¥ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ x ±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥¢¥ª²®° Ax + Bx; ¨ ·¥ £®¢®°¿, C = A + B ®§ · ¥²,·²® Cx = Ax+Bx ¤«¿ «¾¡®£® x.�³±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ C ¥±²¼ ±³¬¬  ¯°¥®¡° §®¢ ¨©A ¨ B. �®£¤ , § ¿ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨© A ¨ B, «¥£-ª®  ©²¨ ¬ ²°¨¶³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ C. �¥©±²¢¨²¥«¼®,¯³±²¼ kaikk, ±®®²¢¥²±²¢¥® kbikk, ±³²¼ ¬ ²°¨¶» ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A, ±®®²¢¥²±²¢¥® B, ². ¥.Aek =Xi aikei; Bek =Xi bikei;¨ kcikk|¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ C, ². ¥.Cek =Xi cikei:� ª ª ª C = A+B, ²®Cek = Aek +Bek =Xi (aik + bik)ei



120 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, cik = aik + bik:� ²°¨¶  kaik + bikk  §»¢ ¥²±¿ ±³¬¬®© ¬ ²°¨¶ kaikk¨ kbikk. �² ª: ¬ ²°¨¶  ±³¬¬» «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ -¨© ° ¢  ±³¬¬¥ ¬ ²°¨¶, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®²¤¥«¼-»¬ ±« £ ¥¬»¬.�¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨© ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ®¡»·»¬ ¤«¿ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®-¦¥¨¿ ³±«®¢¨¿¬,   ¨¬¥®:1� A+B = B +A;2� (A+B) + C = A+ (B + C);3� A(BC) = (AB)C;4� � (A+B)C = AC +BC;C(A+B) = CA+ CB:� ¬¥²¨¬, ·²® ³¬®¦¥¨¥ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©,¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ª®¬¬³² ²¨¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢®§¼-¬¥¬ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ± ¬ ²°¨¶¥© 1 10 1 ¨ «¨-¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ B ± ¬ ²°¨¶¥© 1 01 1. � ª ª ª1 10 11 01 1 = 2 11 1 ;  1 01 11 10 1 = 1 11 2 ;²® AB 6= BA:�» ¬®£«¨ ¡» ¡¥§ ¡®«¼¸®£® ²°³¤  ¤®ª § ²¼ ° ¢¥±²¢ 1�{4� ¥¯®±°¥¤±²¢¥®. �® ¢ ½²®¬ ¥² ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨.



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 121� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¬¥¦¤³ «¨¥©»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¨¬ ²°¨¶ ¬¨ ³±² ®¢«¥® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥, ¯°¨·¥¬ ±³¬¬¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±³¬¬ ,   ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¾|¯°®¨§¢¥¤¥¨¥. �«¿ ¬ ²°¨¶ ´®°¬³«» 1�{4� ¤®ª -§»¢ ¾²±¿ ¢ ª³°±¥  «£¥¡°»; ¢ ±¨«³ ³±² ®¢«¥®£® ±®®²-¢¥²±²¢¨¿ ®¨  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¯¥°¥®±¿²±¿   «¨¥©»¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.�¯°¥¤¥«¨¬ ¥¹¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ A   ·¨±«® �; ¯®¤ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ �A ¬» ¡³¤¥¬¯®¨¬ ²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ª®²®°®¥ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ x±² ¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¢¥ª²®° �(Ax). �±®, ·²® ¥±«¨ «¨-¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A ®²¢¥· ¥² ¬ ²°¨¶  kaikk, ²®¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ �A ®²¢¥· ¥² ¬ ²°¨¶  k�aikk.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �°®¢¥°¨²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ «¨¥©»µ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯°®±²° ±²¢  R ± ¢¢¥¤¥»¬¨ §¤¥±¼ ®¯¥° ¶¨¿¬¨±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«® ®¡° §³¾² «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®.� ª®¢  ¥£® ° §¬¥°®±²¼?�¬¥¿  µ®¤¨²¼ ±³¬¬³ ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ «¨¥©»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨©, ¬®¦® ²¥¯¥°¼  ©²¨ «¾¡®© ¬®£®·«¥ ®²¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �³±²¼ P (t) = a0tm + a1tm�1 + : : :: : :+am|¯°®¨§¢®«¼»© ¬®£®·«¥. �®£¤  ¯®¤ P (A) ¬»¯®¨¬ ¥¬ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ®¯°¥¤¥«¥®¥ ´®°-¬³«®© P (A) = a0Am + a1Am�1 + : : :+ amE:� ° ¨ ¬ ¥ °. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²° ±²¢® R, ½«¥¬¥² ¬¨ ª®²®°®-£® ¿¢«¿¾²±¿ ´³ª¶¨¨, ®¯°¥¤¥«¥»¥   ¨²¥°¢ «¥ (a; b) ¨ ¨¬¥-¾¹¨¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ¢±¥µ ¯®°¿¤ª®¢. � ½²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ° ±±¬®-²°¨¬ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ D, ª®²®°®¥ ª ¦¤®© ´³ª¶¨¨ ±² -¢¨² ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¥¥ ¯°®¨§¢®¤³¾, ². ¥.Df(t) = f 0(t):�³±²¼ ²¥¯¥°¼  ¬ § ¤  ¬®£®·«¥ P (t) = a0tm+a1tm�1+: : :+am.�®£¤  P (D) ¥±²¼ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ª®²®°®¥ ¯¥°¥¢®¤¨²´³ª¶¨¾ f(t) ¢P (D)f(t) = a0f (m)(t) + a1f (m�1)(t) + : : :+ amf(t):



122 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¢¢¥¤¥»¬¨ ¢»¸¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿¬¨±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿ ¬ ²°¨¶ ¬®£®·«¥ ®² ¬ ²°¨-¶» A ¬» § ¤ ¥¬ ´®°¬³«®©P (A) = a0Am + a1Am�1 + : : : + amE:� ° ¨ ¬ ¥ °. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® A|² ª  §»¢ ¥¬ ¿ ¤¨ £®- «¼ ¿ ¬ ²°¨¶ , ². ¥. ¬ ²°¨¶ , ³ ª®²®°®©   ¢±¥µ ¬¥±² µ, ª°®¬¥£« ¢®© ¤¨ £® «¨, ±²®¿² ³«¨. � ©¤¥¬ p(A). �» ¨¬¥¥¬A = 0B@�1 0 0 : : : 00 �2 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : �n1CA ;²®£¤ A2 = 0BB@�21 0 : : : 00 �22 : : : 0: : : : : : : : : : : :0 0 : : : �2n1CCA ; : : : ; Am = 0B@�m1 0 : : : 00 �m2 : : : 0: : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : �mn1CA :�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ P (t) = a0tm + : : :+ am�1t+ am, ²®P (A) = 0B@P (�1) 0 : : : 00 P (�2) : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : P (�n)1CA :� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �³±²¼ ¬ ²°¨¶  A ¨¬¥¥² ¢¨¤0BBBBB@0 1 0 0 : : : 00 0 1 0 : : : 00 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 0 : : : 10 0 0 0 : : : 01CCCCCA :� ©²¨ P (A).�®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¥ ²®«¼ª® ¬®£®·«¥ ®² ¬ ²°¨¶»,® ¨ ¢®®¡¹¥ ´³ª¶¨¾ ®² ¬ ²°¨¶»,  ¯°¨¬¥° eA, sinA,¨ ². ¤.�®¢®ª³¯®±²¼ ¬ ²°¨¶ n-£® ¯®°¿¤ª  ®¡° §³¥², ª ª¬» ³¦¥ ³¯®¬¨ «¨ ¢ x 1 (±²°. 9, ¯°¨¬¥° 5), «¨¥©®¥¯°®±²° ±²¢®, ¥±«¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±³¬¬³ ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ²°¨¶   ·¨±«®, ª ª ®¡»·®. �²® ¯°®±²° ±²¢® ¨¬¥¥²



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 123n2 ¨§¬¥°¥¨© (ª ¦¤ ¿ ¬ ²°¨¶  § ¤ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© n2·¨±¥«); ¯®½²®¬³ ¢±¿ª¨¥ n2 + 1 ¬ ²°¨¶ «¨¥©® § ¢¨±¨-¬». � ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±²¥¯¥¥© ¥ª®²®-°®© ¬ ²°¨¶» A: E; A; A2; : : : ; An2 :� ª ª ª ¨µ n2+1, ²® ®¨ «¨¥©® § ¢¨±¨¬», ². ¥. ±³¹¥-±²¢³¾² ·¨±«  a0; a1; a2; : : : ; an2 ² ª¨¥, ·²®a0E + a1A+ a2A2 + : : :+ an2An2 = 0:�» ¯®«³·¨«¨ ±«¥¤³¾¹¨© ¨²¥°¥±»© ¢»¢®¤: ¤«¿ ª -¦¤®© ¬ ²°¨¶» ¯®°¿¤ª  n ±³¹¥±²¢³¥² ¬®£®·«¥ ±²¥-¯¥¨ n2 ² ª®©, ·²® P (A) = 0. �ª § »© §¤¥±¼ ®·¥¼¯°®±²®© ¢»¢®¤ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¬®£®·«¥  P (t), ¤«¿ ª®-²®°®£® P (A) = 0, ®¡« ¤ ¥² ¤¢³¬¿ ¥¤®±² ²ª ¬¨. �®-¯¥°¢»µ, ¥ ³ª §  ±¯®±®¡ ¢»·¨±«¥¨¿ ² ª®£® ¬®£®·«¥-  ¨, ¢®-¢²®°»µ, ±²¥¯¥¼ ² ª®£® ¬®£®·«¥  § ¢»¸¥ .� ¤¥©±²¢¨²¥«¼®±²¨ ¬» ¥±ª®«¼ª® ¯®§¦¥ ¯®ª ¦¥¬, ·²®¤«¿ ª ¦¤®© ¬ ²°¨¶» A ±³¹¥±²¢³¥² ¬®£®·«¥ ±²¥¯¥-¨ n, ®·¥¼ ¯°®±²® ±¢¿§ »© ± ¬ ²°¨¶¥© ¨ ®¡° ¹ ¾-¹¨©±¿ ¢ ³«¼ ¯°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ ¢ ¥£® ½²®© ¬ ²°¨¶».4. �¡° ²®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �¤°® ¨ ®¡° § ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 4. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ B  §»¢ -¥²±¿ ®¡° ²»¬ ª A, ¥±«¨ AB = BA = E, £¤¥ E|¥¤¨¨·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥.� ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ E ½²® ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®-£® x B(Ax) = x, ². ¥. ¥±«¨ A ¯¥°¥¢®¤¨² x ¢ ¢¥ª²®° Ax,²® ®¡° ²®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ B ¯¥°¥¢®¤¨² ¢¥ª²®° Ax®¡° ²® ¢ ¢¥ª²®° x. �°¥®¡° §®¢ ¨¥, ®¡° ²®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¾ A, ®¡®§ · ¥²±¿ A�1.�¥ ¤«¿ ¢±¿ª®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±³¹¥±²¢³¥² ®¡° ²-®¥. � ¯°¨¬¥°, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ¯°®¥ª²¨-°®¢ ¨¨ ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢    ¯«®±ª®±²¼ XY(±¬. ¯°¨¬¥° 1 ¯. 1), ®·¥¢¨¤®, ¥ ¨¬¥¥² ®¡° ²®£®.



124 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ¯®¿²¨¥¬ ®¡° ²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±¢¿§ ® ¯®¿-²¨¥ ®¡° ²®© ¬ ²°¨¶». � ª ¨§¢¥±²®, ¤«¿ ª ¦¤®© ¬ -²°¨¶»A, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¾ Det(A) 6= 0, ¬®¦®®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬ ²°¨¶³ A�1, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ³±«®¢¨¾AA�1 = A�1A = E: (9)�²  ¬ ²°¨¶  A�1  §»¢ ¥²±¿ ®¡° ²®© ª ¬ ²°¨¶¥ A.�¥ ¬®¦®  ©²¨, °¥¸ ¿ ±¨±²¥¬³ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©,½ª¢¨¢ «¥²³¾ ¬ ²°¨·®¬³ ° ¢¥±²¢³ (9). �«¥¬¥²» ¥¥k-£® ±²®«¡¶  ®ª ¦³²±¿ ° ¢»¬¨ ¬¨®° ¬ k-© ±²°®ª¨¬ ²°¨¶» A, ¤¥«¥»¬   ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼. �¥£ª® ¯°®-¢¥°¨²¼, ·²® ² ª ±®±² ¢«¥ ¿ ¬ ²°¨¶  A�1 ³¤®¢«¥²¢®-°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ (9).� ª ª ª ¯°¨ § ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ ¬¥¦¤³ ¬ ²°¨¶ ¬¨ ¨ «¨-¥©»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¨¬¥¥²±¿ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·-®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥, ±®µ° ¿¾¹¥¥ ®¯¥° ¶¨¾ ³¬®¦¥¨¿,²®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¨¬¥«® ®¡° ²-®¥, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¥£® ¬ ²°¨¶ ¢ ª ª®¬-¨¡³¤¼ ¡ §¨±¥ ¨¬¥«  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼, ®²«¨·»©®² ³«¿, ². ¥. ¨¬¥«  ¡» ° £ n. �°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¨¬¥-¾¹¥¥ ®¡° ²®¥,  §»¢ ¾² ¥¢»°®¦¤¥»¬.� ¯°®¨§¢®«¼»¬ «¨¥©»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ A ±¢¿-§ » ¤¢  ¢ ¦»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ | ¿¤°® ¨ ®¡° § ½²®-£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 5. �®¢®ª³¯®±²¼ M ¢¥ª²®°®¢¢¨¤  Ax, £¤¥ x ¯°®¡¥£ ¥² ¢±¥ R,  §»¢ ¥²±¿ ®¡° §®¬¯°®±²° ±²¢  R ¯°¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ A.�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ®¡° § ¯°®±²° ±²¢ | ½²® ¬®¦¥-±²¢® ²¥µ ¢¥ª²®°®¢ y, ¤«¿ ª®²®°»µ ³° ¢¥¨¥ Ax = y¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤® °¥¸¥¨¥. �±®, ·²® ³ ®¡° ²¨¬®£®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° § ¥±²¼ ¢±¥ ¯°®±²° ±²¢®.�®ª ¦¥¬, ·²® M ¥±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²° -±²¢  R. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ y1 2M ¨ y2 2M .�²® § ·¨², ·²® ±³¹¥±²¢³¾² x1 ¨ x2 ² ª¨¥, ·²® y1 == Ax1 ¨ y2 = Ax2. �® ²®£¤  y1 + y2 = Ax1 + Ax2 =



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 125= A(x1 + x2) ¨, § ·¨², y1 + y2 2 M . � «®£¨·®, ¥±«¨y = Ax, ²® �y = �Ax = A�x, ². ¥. �y 2M .�«¥¤®¢ ²¥«¼®, M ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬. � §-¬¥°®±²¼ ½²®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢   §»¢ ¥²±¿ ° £®¬¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.� ° ¨ ¬ ¥ °. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A, ±®±²®¿-¹¥¥ ¢ ¯°®¥ª²¨°®¢ ¨¨ ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  R ¢¯«®±ª®±²¼XY (¯°¨¬¥° 1, ¯. 2). �·¥¢¨¤®, ·²® ®¡° § ½²®-£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¥±²¼ ¯«®±ª®±²¼ XY .� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. � ¯¨± ²¼ ¬ ²°¨¶³ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¡ §¨±¥, ¯¥°¢»¥ k ¢¥ª²®°®¢ ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿¡ §¨±®¬ ¢ ®¡° §¥ ¯°®±²° ±²¢  ¯°¨ ½²®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨.�°³£¨¬ ¢ ¦»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¿¤°®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢, ¯¥°¥-µ®¤¿¹¨µ ¯°¨ ½²®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ ¢ ³«¼.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 6. �®¢®ª³¯®±²¼ N ¢¥ª²®°®¢ x² ª¨µ, ·²® Ax = 0,  §»¢ ¥²±¿ ¿¤°®¬ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A.�±®, ·²® ¿¤°® ² ª¦¥ ¥±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²-° ±²¢  R. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ Ax1 = 0 ¨ Ax2 = 0, ²®A(x1+x2) = Ax1+Ax2 = 0. �®·® ² ª ¦¥, ¥±«¨ Ax = 0,²® A�x = �Ax = 0, ². ¥. N ¥±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.�·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ A|¥¢»°®¦¤¥®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥, ²® ¥£® ¿¤°® ±®±²®¨² ¨§ ³«¿ (². ¥. ±¨±²¥¬  ®¤®-°®¤»µ ³° ¢¥¨© ± ®²«¨·»¬ ®² ³«¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥¬¨¬¥¥² ²®«¼ª® ³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. � ¯¨± ²¼ ¬ ²°¨¶³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¡ -§¨±¥, ¯¥°¢»¥ k ¢¥ª²®°®¢ ª®²®°®£® ¥±²¼ ¡ §¨± ¿¤° .� ° ¨ ¬ ¥ °. �³±²¼ R|¯°®±²° ±²¢® ¬®£®·«¥®¢±²¥¯¥¨ 6 n� 1 ¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A|¤¨´´¥°¥¶¨°®-¢ ¨¥, ². ¥. AP (t) = P 0(t):



126 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�¤°® ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®±²®¨² ¨§ ¬®£®·«¥®¢P (t), ¤«¿ ª®²®°»µ P 0(t) = 0, ². ¥. ¨§ ª®±² ². � ª¨¬®¡° §®¬, ¿¤°® N §¤¥±¼ ®¤®¬¥°®.�¡° § A ±®±²®¨² ¨§ ¬®£®·«¥®¢ ¢¨¤  P 0(t), £¤¥ P (t)¨¬¥¥² ±²¥¯¥¼ 6 n � 1, ². ¥. M ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¬®£®-·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ 6 n� 2. � §¬¥°®±²¼ M ° ¢  n� 1.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A2, ª®²®°®¥ § -¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© A2P (t) = P 00(t):�«¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A2 ¿¤°® N ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¬®£®-·«¥®¢ ¥ ¢»¸¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨,   ®¡° § ¨§ ¢±¥µ ¬®£®-·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ 6 n � 3 (¯°®¢¥°¼²¥!), ². ¥. N ¤¢³¬¥°®,  M ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ n� 2.� «®£¨·® ³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A3 ¿¤°® ²°¥µ¬¥°®,  ®¡° § ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ n� 3 ¨ ². ¤.� ª®¥¶, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ An ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¥±²¼ ³-«¥¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �£® ¿¤°® N = R,   ®¡° § ±®±²®¨²²®«¼ª® ¨§ ³«¿.�  ½²®¬ ¯°¨¬¥°¥ ¢¨¤®, ·²® ¯°¨ ¢®§¢¥¤¥¨¨ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ±²¥¯¥¼ ¥£® ¿¤°® ° ±¸¨°¿¥²±¿,   ®¡° §, ®¡®°®², ³¬¥¼¸ ¥²±¿. �°¨ ½²®¬ ° §¬¥°®±²¼ ¿¤° ª ª ¡» µ ° ª²¥°¨§³¥² ±²¥¯¥¼ ¢»°®¦¤¥®±²¨ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿. �¥¬ ¡®«¼¸¥ ¿¤°®, ²¥¬ ¬¥¼¸¥ ®¡° § ¨²¥¬ À¡®«¥¥ ¢»°®¦¤¥»¬Á ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥.�° ©¨¬¨ ±«³· ¿¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ³«¥¢®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,¿¤°®¬ ª®²®°®£® ¿¢«¿¥²±¿ ¢±¥ R,   ®¡° § ° ¢¥ ³«¾,¨, ± ¤°³£®© ±²®°®», ®¡° ²¨¬®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ®¡° -§®¬ ª®²®°®£® ¿¢«¿¥²±¿ ¢±¥ ¯°®±²° ±²¢®,   ¿¤°® ° ¢®³«¾.�°¨ ½²®¬ ±³¬¬  ° §¬¥°®±²¥© ¿¤°  ¨ ®¡° §  ¢±¥£¤ ®±² ¥²±¿ ° ¢®© ° §¬¥°®±²¨ ¢±¥£® ¯°®±²° ±²¢ .�¬¥¥² ¬¥±²® ®¡¹ ¿ ²¥®°¥¬ .� ¥ ® ° ¥ ¬  . �³±²¼ A|¯°®¨§¢®«¼®¥ «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  R. �³¬¬ 



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 127° §¬¥°®±²¥© ¿¤°  ¨ ®¡° §  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ° ¢ ° §¬¥°®±²¨ ¢±¥£® ¯°®±²° ±²¢ .� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¿¤°® N¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨¬¥¥² ° §¬¥°®±²¼ k. �»¡¥°¥¬ ¢ N¡ §¨± ¨§ ¢¥ª²®°®¢ e1; : : : ; ek ¨ ¤®¯®«¨¬ ¥£® ¤® ¡ §¨± e1; : : : ; ek; ek+1; : : : ; en ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R.� ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®°» Aek+1; : : : ; Aen. �®¦¥±²¢® «¨-¥©»µ ª®¬¡¨ ¶¨© ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢ ®¡° §³¥² ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®, ª®²®°®¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± M |®¡° §®¬ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ y|¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®°¨§ M . �®£¤ , ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° x ² -ª®©, ·²® y = Ax. � ª ª ª e1; : : : ; en |¡ §¨± ¢ R, ²®x = 1e1 + : : : + nen. �® ² ª ª ª Ae1 = : : : = Aek = 0(e1; : : : ; ek |¡ §¨± ¢ ¿¤°¥), ²® y = Ax = k+1Aek+1 + : : :: : : + nAen.�®ª ¦¥¬, ·²® n�k ¢¥ª²®°®¢ Aek+1; : : : ; Aen «¨¥©®¥§ ¢¨±¨¬».�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ ±³¹¥±²¢³¾² ·¨±«  �j , ¥ ° ¢-»¥ ®¤®¢°¥¬¥® ³«¾ ¨ ² ª¨¥, ·²® �1Aek+1 + : : :: : : + �n�kAen = 0. � ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®° x = �1ek+1 + : : :: : : + �n�ken. �®£¤  Ax = A(�1ek+1 + : : : + �n�ken) == �1Aek+1+: : :+�n�kAen = 0, ². ¥. x ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¿¤°³.�» ¯°¨¸«¨ ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾, ¯®±ª®«¼ª³, ± ®¤®© ±²®°®-», x ª ª ½«¥¬¥² ¿¤°  ¯°¥¤±² ¢¨¬ ª ª «¨¥© ¿ ª®¬-¡¨ ¶¨¿ ¯¥°¢»µ k ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢,  , ± ¤°³£®© ±²®-°®», x = �1ek+1+ : : :+�n�ken ¡»« § ¤  ª ª «¨¥© ¿ª®¬¡¨ ¶¨¿ ek+1; : : : ; en. �²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¥¤¨±²¢¥-®±²¨ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¢¥ª²®°  x ·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ¡ §¨± .�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥ª²®°» Aek+1; : : : ; Aen «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬».�» ¯®ª § «¨, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² n� k «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ² ª¨µ, ·²® «¾¡®© ¢¥ª²®° ®¡° §  ¥±²¼¨µ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿, ². ¥. ° §¬¥°®±²¼ ®¡° §  ° ¢ n� k, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.



128 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii5. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¬ ²°¨¶ ¬¨ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ ¢ ° §«¨·»µ ¡ §¨± µ. �¤® ¨ ²® ¦¥ «¨¥©®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¬®¦¥² ¢ ° §«¨·»µ ¡ §¨± µ ¨¬¥²¼ ° §«¨·-»¥ ¬ ²°¨¶» (±¬.,  ¯°¨¬¥°, ³¯° ¦¥¨¥ ª ¯°¨¬¥°³ 1¯. 3 ½²®£® ¯ ° £° ´ ). �»¿±¨¬, ª ª ¨§¬¥¿¥²±¿ ¬ ²°¨-¶  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ®¤®£®¡ §¨±  ª ¤°³£®¬³.�³±²¼ ¢ R ¤ » ¤¢  ¡ §¨± : e1; e2; : : : ; en ¨ f1; f2; : : :: : : ; fn. � ²°¨¶³ ¯¥°¥µ®¤  ®² ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ª ¡ -§¨±³ f1; f2; : : : ; fn ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ C, ². ¥. ¯®«®¦¨¬f1 = c11e1 + c21e2 + : : : + cn1en;f2 = c12e1 + c22e2 + : : : + cn2en;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .fn = c1ne1 + c2ne2 + : : : + cnnen:9>>>=>>>; (10)�¢¥¤¥¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ C,¯®«®¦¨¢ Cei = fi:�£® ¬ ²°¨¶  ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ±®£« ±® ´®°¬³« ¬(2) ¨ (3) ¯. 3 ¡³¤¥² C.�¡®§ ·¨¬ ¬ ²°¨¶³ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ·¥°¥§ A = kaikk,   ¢ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : :: : : ; fn ·¥°¥§ B = kbikk. � ·¥ £®¢®°¿,Aek = nXi=1 aikei; (100)Afk = nXi=1 bikfi: (1000)� ¸  ¶¥«¼| ¢»° §¨²¼ ¬ ²°¨¶³ B ·¥°¥§ ¬ ²°¨¶» A¨ C. � ¬¥¨¬ ¤«¿ ½²®£® ¢ ¯° ¢®© ¨ «¥¢®© · ±²¿µ ´®°-



x 9] «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ 129¬³«» (1000) fk ·¥°¥§ Cek ¨ fi ·¥°¥§ Cei. �» ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼:ACek = nXi=1 bikCei:�°¨¬¥¨¬ ª ®¡¥¨¬ · ±²¿¬ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ C�1 (®® ±³¹¥±²¢³¥², ² ª ª ª ¢¥ª²®°»f1; f2; : : : ; fn «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»). �» ¯®«³·¨¬:C�1ACek = nXi=1 bikei:�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¨²¥°¥±³¾¹ ¿  ± ¬ ²°¨¶  kbikk¥±²¼ ² ª¦¥ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ C�1AC ¢ ¡ §¨-±¥ e1; e2; : : : ; en. �°¨ ¯¥°¥¬®¦¥¨¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¨µ¬ ²°¨¶» ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ¯¥°¥¬®¦ ¾²±¿.�®½²®¬³ B = C�1AC: (11)� ²°¨¶» A ¨ B, ±¢¿§ »¥ ±®®²®¸¥¨¥¬ (11),  §»-¢ ¾²±¿ ¯®¤°®¡»¬¨.�² ª, ¬ ²°¨¶  B ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¡ §¨±¥f1; f2; : : : ; fn ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¬ ²°¨¶» A ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ¯® ´®°¬³«¥ (11), £¤¥ C|¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ª ¡ §¨±³f1; f2; : : : ; fn (´®°¬³«  (10)).6. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢ R1 ¢ ¯°®-±²° ±²¢® R2. �¯°¥¤¥«¿¿ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A,¬» ´ ª²¨·¥±ª¨ ¨£¤¥ ¥ ¯®«¼§®¢ «¨±¼ ²¥¬, ·²® ¢¥ª²®°»x ¨ Ax ¯°¨ ¤«¥¦ ² ®¤®¬³ ¨ ²®¬³ ¦¥ ¯°®±²° ±²¢³.�®½²®¬³, ¯®¢²®°¿¿ ¤®±«®¢® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 ¯. 1, ¬®¦®®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª¦¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° -±²¢  R1 ¢ ¤°³£®¥ ¯°®±²° ±²¢® R2.�±¥ ±ª § ®¥ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¡¥§ ª ª¨µ-«¨¡® ±³-¹¥±²¢¥»µ ¨§¬¥¥¨© ¯¥°¥®±¨²±¿   ² ª¨¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿. �±² ®¢¨¬±¿   ®¯¥° ¶¨¿µ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®-¦¥¨¿ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.



130 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�³±²¼ A ¨ B|«¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯°®±²° -±²¢  R1 ¢ ¯°®±²° ±²¢® R2. �®£¤ , ª ª ¨ ¢ ¯. 3, ¬®¦®®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨µ ±³¬¬³ A + B: C = A + B ®§ · ¥², ·²®Cx = Ax+Bx ¤«¿ «¾¡®£® x 2 R1.�°®¨§¢¥¤¥¨¥ AB ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±¬»±«  ³¦¥ ¥ ¨¬¥-¥². �¤ ª® ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ AB ¢²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  B|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±-²° ±²¢  R1 ¢ R2,   A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®-±²° ±²¢  R2 ¢ R3. � ½²®¬ ±«³· ¥ AB ¥±²¼, ¯® ®¯°¥¤¥-«¥¨¾, «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢  R1 ¢ R3,±®±²®¿¹¥¥ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®¬ ¢»¯®«¥¨¨ ± · «  ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ B, ®²®¡° ¦ ¾¹¥£® R1 ¢ R2,   § ²¥¬ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²®¡° ¦ ¾¹¥£® R2 ¢ R3.�¢¥¤¥»¥ ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿ «¨¥©-»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²  ±±®¶¨ ²¨¢®¬³ ¨¤¨±²°¨¡³²¨¢®¬³ § ª® ¬.�   ¤   ·  . �±² ®¢¨²¼, ª ª ¨§¬¥¿¥²±¿ ¬ ²°¨¶  «¨-¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ R1 ¢ R2 ¯°¨ § ¬¥¥ ¡ §¨±®¢ ¢R1 ¨ R2.x 10. �¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ,±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿«¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿1. �¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ . �³±²¼ R1|¯®¤-¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²° ±²¢  R ¨ A|«¨¥©®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¢ R. �®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£®x 2 R1, Ax =2 R1 �). � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ R|¥¢ª«¨¤®¢ ¯«®±ª®±²¼, R1|¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¯°¿¬ ¿ ¨ A|¯®¢®°®²  ³£®« ' = �6 , ²® ®·¥¢¨¤®, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® x 6= 0 ¨ ¯°¨- ¤«¥¦ ¹¥£® R1, Ax =2 R1. �¤ ª® ¬®¦¥² ±«³·¨²¼±¿,�) � ¯¨±¼ Ax =2 R1 ®§ · ¥², ·²® ¢¥ª²®° Ax ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨²¯®¤¯°®±²° ±²¢³ R1.



x 10] ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  131·²® ¥ª®²®°»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¯¥°¥µ®¤¿² ± ¬¨ ¢ ±¥-¡¿ ¯°¨ «¨¥©®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ A. �¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥®¯°¥¤¥«¥¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �³±²¼ A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡-° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢  R. �¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° -±²¢® R1  §»¢ ¥²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬ ®²®±¨²¥«¼® A,¥±«¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¢¥ª²®°  x ¨§ R1 ¢¥ª²®° Ax ² ª¦¥¯°¨ ¤«¥¦¨² R1.�°¨ ¨§³·¥¨¨ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¨¢ -°¨ ²®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ R1 ¬®¦®, ² ª¨¬ ®¡° §®¬,° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ½²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ²®«¼ª® ¢ R1.�°¨¢¨ «¼»¬¨ ¨¢ °¨ ²»¬¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬¨¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ «¨¸¼ ¨§ ³«¿, ¨¢±¥ ¯°®±²° ±²¢®.� ° ¨ ¬ ¥ ° ». 1. �³±²¼ R|²°¥µ¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²-¢® ¨ A|¯®¢®°®² ¢®ª°³£ ¥ª®²®°®© ®±¨, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥-°¥§ ³«¼. �¢ °¨ ²»¬¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬¨ ¯°¨ ½²®¬¿¢«¿¾²±¿:  ) ®±¼ ¢° ¹¥¨¿ (®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥¯®¤¯°®±²° ±²¢®), ¡) ¯«®±ª®±²¼, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§  -· «® ª®®°¤¨ ² ¨ ®°²®£® «¼ ¿ ª ½²®© ®±¨ (¤¢³¬¥°®¥¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®).2. R|¯«®±ª®±²¼. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ A § ª«¾· ¥²±¿ ¢° ±²¿¦¥¨¨ ¯«®±ª®±²¨ ¢ �1 ° § ¢¤®«¼ ®±¨ X ¨ ¢ �2° § ¢¤®«¼ ®±¨ Y . � ·¥ £®¢®°¿, ¥±«¨ ¢¥ª²®° z ° ¢¥�1e1 + �2e2, ²® Az = �1�1e1 + �2�2e2, £¤¥ e1; e2 |¥¤¨-¨·»¥ ¢¥ª²®°»   ®±¿µ. �®®°¤¨ ²»¥ ®±¨ X ¨ Y¿¢«¿¾²±¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®¤®¬¥°»¬¨ ¨¢ °¨ ²»¬¨¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬¨. �±«¨ �1 = �2 = �, ²® A ¿¢«¿¥²±¿¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ¯®¤®¡¨¿ ± ª®½´´¨¶¨¥²®¬ ¯®¤®¡¨¿ �.� ½²®¬ ±«³· ¥ ª ¦¤ ¿ ¯°¿¬ ¿, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§  -· «® ª®®°¤¨ ², ¿¢«¿¥²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬ ¯®¤¯°®±²° -±²¢®¬.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ �1 6= �2, ²® ¢ ¯°¨¬¥°¥ 2¥² ¨ª ª¨µ ¤°³£¨µ ®¤®¬¥°»µ ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢,ª°®¬¥ ³ª § »µ ¢»¸¥.



132 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii3. R|±®¢®ª³¯®±²¼ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ ¥ ¢»¸¥n� 1. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A|¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ -¨¥, ². ¥. AP (t) = P 0(t):�®¢®ª³¯®±²¼ ¬®£®·«¥®¢, ±²¥¯¥¼ ª®²®°»µ ¬¥¼¸¥¨«¨ ° ¢  k, £¤¥ k 6 n� 1, ®¡° §³¥² ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ ¬®£®-·«¥ ±²¥¯¥¨ 6 k, ¬» ¯®«³·¨¬ ¬®£®·«¥, ±²¥¯¥¼ ª®-²®°®£® ±®¢  ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² k.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ¯°¨¬¥°¥ 3 ¨ª ª¨µ ¨¢ -°¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢, ª°®¬¥ ³ª § »µ, ¥².4. R|¯°®¨§¢®«¼®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®. �¨¥©-®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A § ¤ ¥²±¿ ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; en ¬ ²°¨¶¥© ¢¨¤ 0BBBBB@a11 : : : a1k a1;k+1 : : : a1n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ak1 : : : akk ak;k+1 : : : akn0 : : : 0 ak+1;k+1 : : : ak+1;n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 an;k+1 : : : ann
1CCCCCA :� ½²®¬ ±«³· ¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®R1, ¯®°®¦¤¥®¥ ¢¥ª²®-° ¬¨ e1; e2; : : : ; ek, ¨¢ °¨ ²®. �®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£®¬» ¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ·¨² ²¥«¾. �±«¨, ª°®¬¥ ²®£®,ai;k+1 = : : : = ain = 0 (1 6 i 6 k);²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ¯®°®¦¤¥®¥ ¢¥ª²®° ¬¨ ek+1;ek+2; : : : ; en, ² ª¦¥ ¡³¤¥² ¨¢ °¨ ²»¬.5. R|¯°®¨§¢®«¼®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®, A|¯°®¨§¢®«¼®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ½²®¬ ¯°®±²-° ±²¢¥.�®£¤  ®¡° § M ¨ ¿¤°® N ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¿¢«¿¾²-±¿ ¨¢ °¨ ²»¬¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬¨. �¥©±²¢¨²¥«¼-®, ¯³±²¼ y 2M . �®£¤  Ay 2M ¢ ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ M .



x 10] ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  133�®·® ² ª ¦¥, ¥±«¨ x 2 N , ²® Ax = 0 2 N .�²®² ¯°®±²®© ´ ª² ¡³¤¥² ¨±¯®«¼§®¢  ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬¯°¨ ¯°¨¢¥¤¥¨¨ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ª ¯°®-±²¥©¸¥¬³ ¢¨¤³.�³±²¼ ¤ ® ¯°®±²° ±²¢® R ¨ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ A ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® R ° §-«®¦¨¬® ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¤¢³µ ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢ R1 ° §¬¥°®±²¨ k ¨ R2 ° §¬¥°®±²¨ n�k (±¬.±²°. 27). �®£¤  ¢ ¡ §¨±¥ e1; : : : ; en, ¯¥°¢»¥ k ¢¥ª²®°®¢ ª®-²®°®£® «¥¦ ² ¢ R1,   ¯®±«¥¤¨¥ (n� k)|¢ R2, ¬ ²°¨-¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ±®±²®¨² ¨§ ¤¢³µ ª«¥²®ª ° §¬¥°®-±²¥© k ¨ n � k, ±²®¿¹¨µ   ¤¨ £® «¨,     ®±² «¼»µ¬¥±² µ ±²®¿² ³«¨, ². ¥.
A = 0BBBBBBBBB@

a11 : : : a1k 0 : : : 0a21 : : : a2k 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ak1 : : : akk 0 : : : 00 : : : 0 ak+1;k+1 : : : ak+1;n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 an;k+1 : : : an;n
1CCCCCCCCCA :

2. �®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿.�±®¡³¾ °®«¼ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¡³¤³² ¨£° ²¼ ®¤®¬¥°»¥¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ .�³±²¼ R1|®¤®¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ¯®°®-¦¤¥®¥ ¢¥ª²®°®¬ x 6= 0 (². ¥. ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢¢¨¤  �x). �±®, ·²® ¤«¿ ²®£® ·²®¡» R1 ¡»«® ¨¢ °¨- ²»¬, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¢¥ª²®° Ax«¥¦ « ¢ R1, ². ¥. ¡»« ª° ²¥ ¢¥ª²®°³ x:Ax = �x:� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �¥ª²®° x 6= 0, ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾¹¨© ±®®²®¸¥¨¾ Ax = �x,  §»¢ ¥²±¿ ±®¡-±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬,   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ·¨±«® �|



134 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ (µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ·¨-±«®¬) «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.�² ª, ¥±«¨ x|±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°, ²® ¢¥ª²®°» �x®¡° §³¾² ®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.�¡° ²®, ¢±¥ ®²«¨·»¥ ®² ³«¿ ¢¥ª²®°» ®¤®¬¥°®-£® ¨¢ °¨ ²®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥-»¬¨.� ¥ ® ° ¥ ¬   1. � ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ �) R¢±¿ª®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �»¡¥°¥¬ ¢ R ª ª®©-«¨¡®¡ §¨± e1; e2; : : : ; en. �¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A ¢½²®¬ ¡ §¨±¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥ª®²®° ¿ ¬ ²°¨¶  kaikk.�³±²¼ x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen|¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° ¨§ R. �®£¤  ª®®°¤¨ ²» �1;�2; : : : ; �n ¢¥ª²®°  Ax ¢»° ¦ ¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ´®°¬³-« ¬¨ (±¬. ¯. 2 x 9):�1 = a11�1 + a12�2 + : : :+ a1n�n;�2 = a21�1 + a22�2 + : : :+ a2n�n;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�n = an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n:�±«®¢¨¥ ²®£®, ·²® ¢¥ª²®° ±®¡±²¢¥»©, ². ¥. ° ¢¥±²¢®Ax = �x;�) �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ¯°¨£®¤® ¤«¿ ¯°®±²° ±²¢   ¤«¾¡»¬  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬ § ¬ª³²»¬ ¯®«¥¬, ² ª ª ª ¨±¯®«¼§³¥²±¿«¨¸¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ °¥¸¥¨¿ ³ ³° ¢¥¨¿ (2).



x 10] ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  135§ ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:a11�1 + a12�2 + : : :+ a1n�n = ��1;a21�1 + a22�2 + : : :+ a2n�n = ��2;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n = ��n¨«¨ (a11 � �)�1 + a12�2 + : : :+ a1n�n = 0;a21�1 + (a22 � �)�2 + : : :+ a2n�n = 0;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1�1 + an2�2 + : : :+ (ann � �)�n = 0: 9>>=>>; (1)�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ³¦® ¤®ª § ²¼, ² ª¨¬®¡° §®¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ·¨±«® � ¨ ·¨±«  �1; �2; : : : ; �n,¥ ¢±¥ ° ¢»¥ ³«¾, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±¨±²¥¬¥ (1).�±«®¢¨¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¥³«¥¢®£® °¥¸¥¨¿ ®¤®-°®¤®© ±¨±²¥¬» (1) ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® ³«¾ ¥¥ ®¯°¥-¤¥«¨²¥«¿ �������a11 � � a12 : : : a1na21 a22 � � : : : a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1 an2 : : : ann � �������� = 0: (2)�» ¯®«³·¨«¨ ³° ¢¥¨¥ ±²¥¯¥¨ n ®²®±¨²¥«¼® �. �²®³° ¢¥¨¥ ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨ (¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ª®¬-¯«¥ª±»©) ª®°¥¼ �0.�®¤±² ¢¨¢ ¢ ±¨±²¥¬³ (1) ¢¬¥±²® � ª®°¥¼ �0, ¬» ¯®-«³·¨¬ ®¤®°®¤³¾ ±¨±²¥¬³ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©, ®¯°¥-¤¥«¨²¥«¼ ª®²®°®© ° ¢¥ ³«¾, ¨ ¨¬¥¾¹³¾, ±«¥¤®¢ ²¥«¼-®, ¥³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥ �(0)1 ; �(0)2 ; : : : ; �(0)n . �®£¤  ¢¥ª²®°x(0) = �(0)1 e1 + �(0)2 e2 + : : : + �(0)n en¡³¤¥² ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬,   �0|±®¡±²¢¥»¬ § -·¥¨¥¬, ² ª ª ª Ax(0) = �0x(0):�¥®°¥¬  ¤®ª §  .



136 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. � ª ª ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬»®±² ¥²±¿ ¢ ±¨«¥, ¥±«¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼¥ ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥,   ¢ «¾¡®¬ ¥£® ¨¢ °¨ ²-®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥, ²® ¢ «¾¡®¬ ¨¢ °¨ ²®¬ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢¥ ±³¹¥±²¢³¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨ ±®¡±²¢¥»©¢¥ª²®° ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.�®£®·«¥, ±²®¿¹¨© ¢ «¥¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (2), §»¢ ¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬ ¬®£®·«¥®¬ ¬ ²°¨-¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A,   ± ¬® ³° ¢¥¨¥ (2) µ ° ª²¥-°¨±²¨·¥±ª¨¬ ¨«¨ ¢¥ª®¢»¬ ³° ¢¥¨¥¬ ½²®© ¬ ²°¨¶».� ¯°®¶¥±±¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¬» ¯®ª § «¨, ·²®ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ±³²¼ ±®¡±²¢¥-»¥ § ·¥¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨, ®¡° ²®, ±®¡±²¢¥-»¥ § ·¥¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ±³²¼ ª®°¨ µ ° ª²¥°¨-±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ .� ª ª ª ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¯°¥-¤¥«¥» ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± , ²®, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,¨ ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ² ª¦¥ ¥ § -¢¨±¿² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± . �» ¯®ª ¦¥¬ ¤ «¥¥ ¥±ª®«¼ª®¡®«¼¸¥ �),   ¨¬¥®, ·²® ± ¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®-£®·«¥ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± , ¨ ¯®½²®¬³ ¬» ¢¤ «¼¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¥£® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¬¬®£®·«¥®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A (  ¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-±ª¨¬ ¬®£®·«¥®¬ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A).3. �°¥¤¨ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¢ ¨§¢¥±²®¬±¬»±«¥ ¯°®±²¥©¸¨¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ²¥, ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² n «¨-¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢.�³±²¼ A|² ª®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   e1; e2; : : : ; en|¥£® «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°», ². ¥.Aei = �iei (i = 1; 2; : : : ; n):�) �§ ²®£®, ·²® ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ®¤¨¨ ²¥ ¦¥ ¤«¿ ° §»µ ¡ §¨±®¢, ¥¹¥ ¥ ±«¥¤³¥², ·²® ± ¬ ¬®£®·«¥¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± ;  ¯°¨®°¨ ¢®§¬®¦®, ·²® ¢ ° §»µ¡ §¨± µ ª° ²®±²¨ ½²¨µ ª®°¥© ° §«¨·».



x 10] ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  137�°¨¬¥¬ e1; e2; : : : ; en §  ¡ §¨± ¢ R. � ¢¥±²¢ Ae1 = �1e1;Ae2 = �2e2;. . . . . . . .Aen = �nen®§ · ¾², ·²® ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥¨¬¥¥² ¢¨¤ 0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA(¿¢«¿¥²±¿ ¤¨ £® «¼®© ¬ ²°¨¶¥©). � ª¨¬ ®¡° §®¬,¨¬¥¥² ¬¥±²®� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �±«¨ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A¨¬¥¥² n «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢,²®, ¢»¡° ¢ ¨µ §  ¡ §¨±, ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¬ ²°¨¶³ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥. �¡° ²®, ¥±«¨ ¢ ¥-ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤¨ £® «¼ ,²® ¢±¥ ¢¥ª²®°» ½²®£® ¡ §¨±  ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥»¬¨¢¥ª²®° ¬¨.�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �²¬¥²¨¬ ®¤¨ ¢ ¦»© ±«³· ©, ª®-£¤  «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ § ¢¥¤®¬® ¨¬¥¥² n «¨¥©-® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢. �°¥¤¢ °¨²¥«¼-® § ¬¥²¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥:�±«¨ e1; e2; : : : ; ek |±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ±®¡±²¢¥»¥ § -·¥¨¿ �1; �2; : : : ; �k, ¯®¯ °® ° §«¨·», ²® e1; e2; : : : ; ek«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬».�«¿ k = 1 ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¢¨¤®. �³±²¼  ¸¥ ³²¢¥°-¦¤¥¨¥ ¢¥°® ¤«¿ k�1 ¢¥ª²®°®¢; ¤®ª ¦¥¬ ¥£® ¤«¿ k ¢¥ª-²®°®¢. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ². ¥. ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®�1e1 + �2e2 + : : :+ �kek = 0; (3)



138 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii¯°¨·¥¬ µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ �i,  ¯°¨¬¥°�1, ®²«¨·¥ ®² ³«¿.�°¨¬¥¨¬ ª ®¡¥¨¬ · ±²¿¬ ° ¢¥±²¢  (3) ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ A. �®«³·¨¬A(�1e1 + �2e2 + : : :+ �kek) = 0;². ¥. �1�1e1 + �2�2e2 + : : : + �k�kek = 0:�»·¨² ¿ ¨§ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢  ° ¢¥±²¢® (3), ³¬®-¦¥®¥   �k, ¬» ¯®«³·¨¬ ¢»° ¦¥¨¥�1(�1 � �k)e1 + �2(�2 � �k)e2 + : : :: : :+ �k�1(�k�1 � �k)ek�1 = 0;£¤¥ ¯¥°¢»© ª®½´´¨¶¨¥² ¯®-¯°¥¦¥¬³ ®²«¨·¥ ®² ³«¿(² ª ª ª ¯® ³±«®¢¨¾ �i 6= �k ¯°¨ i 6= k). �» ¯°¨¸«¨ ª¯°®²¨¢®°¥·¨¾, ² ª ª ª ¯® ¨¤³ª²¨¢®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥-¨¾ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; ek�1 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �²-±¾¤  ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ±«¥¤³¥², ·²®:�±«¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A ¨¬¥¥² n ° §«¨·»µ ª®°¥©, ²® ¬ ²°¨¶  ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¢¥¤¥  ª ¤¨ £® «¼®©´®°¬¥.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ª ¦¤®¬³ ª®°¾ �k µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-±ª®£® ³° ¢¥¨¿ ®²¢¥· ¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨ ±®¡±²¢¥»©¢¥ª²®°. � ª ª ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ½²¨¬ ¢¥ª²®° ¬ ±®¡-±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ (ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ³° ¢-¥¨¿) ¢±¥ ° §«¨·», ²®, ±®£« ±® ¤®ª § ®¬³ ¢»¸¥,¬» ¨¬¥¥¬ n «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®-°®¢ e1; e2; : : : ; en. �±«¨ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en ¯°¨¿²¼ § ¡ §¨±, ²® ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¡³¤¥² ¤¨ £® «¼-®©.�±«¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¨¬¥¥² ª° ²»¥ ª®°¨, ²®·¨±«® «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¬®¦¥² ¡»²¼¬¥¼¸¥, ·¥¬ n. � ¯°¨¬¥°, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®-£®·«¥®¢ ±²¥¯¥¨ ¥ ¢»¸¥ n�1, ±² ¢¿¹¥¥ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³



x 10] ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  139¬®£®·«¥³ ¥£® ¯°®¨§¢®¤³¾, ¨¬¥¥² «¨¸¼ ®¤® ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥-¨¥ � = 0 ¨ ®¤¨ (± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯°®¯®°¶¨® «¼®±²¨) ±®¡±²¢¥-»© ¢¥ª²®° P (t) = const. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«¿ «¾¡®£® ¬®£®·«¥ P (t) ±²¥¯¥¨ k > 0 ¬®£®·«¥ P 0(t) ¨¬¥¥² ±²¥¯¥¼ k� 1, ¨ ¯®²®¬³° ¢¥±²¢® P 0(t) = �P (t) ¢®§¬®¦® «¨¸¼, ¥±«¨ � = 0 ¨ P (t) = const.�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨± ,¢ ª®²®°®¬ ¥¬³ ±®®²¢¥²±²¢®¢ «  ¡» ¤¨ £® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶ .� £« ¢¥ III ¡³¤¥² ¤®ª § ®, ·²® ¥±«¨ � ¥±²¼ m-ª° ²-»© ª®°¥¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿, ²® ¥¬³ ®²-¢¥· ¥² ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ m «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥-»µ ¢¥ª²®°®¢.�¨¦¥ (¢ xx 12 ¨ 13) ¬» ³ª ¦¥¬ ¥ª®²®°»¥ ª« ±±» «¨-¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ¯°¨¢®¤¨¬»µ ª ¤¨ £® «¼®©´®°¬¥. �®¯°®±³ ® ²®¬, ª ª ª®¬³ ¯°®±²¥©¸¥¬³ ¢¨¤³ ¬®-¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¢¥¤¥® ¯°®¨§¢®«¼®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥, ¡³¤¥² ¯®±¢¿¹¥  £« ¢  III.4. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥. � ¯. 2 ¬» ³¦¥®¯°¥¤¥«¨«¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ A ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A � �E, £¤¥ A|¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A,   E|¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨-¶ . �®ª ¦¥¬, ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¥ § -¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³ ¬ ²°¨¶  A ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¯°¨-¨¬ ¥² ¢¨¤ C�1AC, £¤¥ C ¥±²¼ ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ª®¢®¬³ ¡ §¨±³. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ®¢®¬ ¡ §¨±¥ µ ° ª-²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶»C�1AC � �E. �®jC�1AC��Ej = jC�1AC��C�1ECj = jC�1(A��E)Cj;¨ ² ª ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ° ¢¥ ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¾ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©, ²®jC�1AC � �Ej = jC�1jjA� �EjjCj = jA� �Ej;¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¢ ¤ «¼¥©-¸¥¬ ¬®¦¥¬ £®¢®°¨²¼ ® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¬ ¬®£®·«¥¥



140 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A (  ¥ ® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¬ ¬®£®-·«¥¥ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. � ©²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥¬ ²°¨¶» 0BBB@�0 0 0 : : : 0 01 �0 0 : : : 0 00 1 �0 : : : 0 0: : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 1 �01CCCA :2. � ©²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¬ ²°¨¶»0BBB@a1 a2 a3 : : : an�1 an1 0 0 : : : 0 00 1 0 : : : 0 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 1 0 1CCCA :�²¢¥². (�1)n(�n � a1�n�1 � a2�n�2 � : : :� an).�»° §¨¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¿¢® ·¥-°¥§ ½«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» A ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �»·¨±«¨¬± · «  ¡®«¥¥ ®¡¹¨© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ (ª®²®°»© ¯®§¦¥ ¢x 12  ¬ ²®¦¥ ¢±²°¥²¨²±¿): jA � �Bj, £¤¥ A ¨ B|¤¢¥§ ¤ »¥ ¬ ²°¨¶». � ¬ ³¦®, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢»·¨-±«¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ¬®£®·«¥ ®²®±¨²¥«¼® �:Q(�) = �������a11 � �b11 a12 � �b12 : : : a1n � �b1na21 � �b21 a22 � �b22 : : : a2n � �b2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1 � �bn1 an2 � �bn2 : : : ann � �bnn������� :� ª ª ª ¢ ½²®¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥ ª ¦¤»© ±²®«¡¥¶ ¥±²¼ ±³¬-¬  ¤¢³µ ±²®«¡¶®¢, ²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §«®-¦¥   ±³¬¬³ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©. �¢®¡®¤»© ·«¥ ¢ Q(�)¥±²¼ q0 = �������a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann������� : (4)



x 10] ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  141�±®, ·²® ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ (��)k ¢ Q(�) ° ¢¥ ±³¬¬¥®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ ¯®«³· ¥²±¿ § ¬¥-®© ¢ (4) ª ª¨µ-«¨¡® k ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶» kaikk ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ±²®«¡¶ ¬¨ ¬ ²°¨¶» kbikk.�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¢»·¨±«¥¨¾ jA � �Ej. �«¿ ¢»-·¨±«¥¨¿ ª®½´´¨¶¨¥²  ¯°¨ (��)k ¬» ¤®«¦» ¢§¿²¼±³¬¬³ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ ¯®«³· ¥²±¿§ ¬¥®© k ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶» kaikk k ±²®«¡¶ ¬¨ ¥¤¨-¨·®© ¬ ²°¨¶». �® ª ¦¤»© ² ª®© ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¥±²¼£« ¢»© ¬¨®° (n � k)-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» kaikk. � -ª¨¬ ®¡° §®¬, ®ª®· ²¥«¼®, µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®-£®·«¥ P (�) ¬ ²°¨¶» A ¨¬¥¥² ¢¨¤P (�) = (�1)n(�n � p1�n�1 + p2�n�2 � : : :� pn);£¤¥ p1 ¥±²¼ ±³¬¬  ¤¨ £® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢, p2|±³¬-¬  £« ¢»µ ¬¨®°®¢ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ². ¤.;  ª®¥¶pn ¥±²¼ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A.�¨±«  p1; p2; : : : ; pn, ¯®±²°®¥»¥ ¯® ¬ ²°¨¶¥ A ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A, § ¢¨±¿² «¨¸¼ ®² ± ¬®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿, ¯®±ª®«¼ª³ ½²¨¬ ±¢®©±²¢®¬, ª ª ¬» ¯®ª § «¨, ®¡« -¤ ¥² µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥. �°¥¤¨ ª®½´´¨¶¨-¥²®¢ pi  ¨¡®«¼¸³¾ °®«¼ ¨£° ¾² pn|®¯°¥¤¥«¨²¥«¼¬ ²°¨¶» A ¨ p1|±³¬¬  ¤¨ £® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¬ -²°¨¶»A. �³¬¬  ¤¨ £® «¼»µ ½«¥¬¥²®¢ ¬ ²°¨¶»  -§»¢ ¥²±¿ ±«¥¤®¬ ¬ ²°¨¶» A. �«¥¤ ¬ ²°¨¶»A ®¡®§ -· ¥²±¿ trA (®²  £«¨©±ª®£® ±«®¢  trace| ±«¥¤). �±®,·²® ±«¥¤ ¬ ²°¨¶» ° ¢¥ ±³¬¬¥ ¢±¥µ ª®°¥© µ ° ª²¥-°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  (±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©), ¯°¨-·¥¬ ª ¦¤»© ª®°¥¼ ±·¨² ¥²±¿ ± ²®© ª° ²®±²¼¾, ± ª®-²®°®© ® ¢µ®¤¨² ¢ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A ¨ B|¬ ²°¨¶»n-£® ¯®°¿¤ª , ²® trAB = trBA:2. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ C|¥¢»°®¦¤¥ ¿ ¬ ²°¨¶» n-£® ¯®-°¿¤ª , ²® ¤«¿ «¾¡®© ¬ ²°¨¶» A n-£® ¯®°¿¤ª  ¨¬¥¥¬:trC�1AC = trA:



142 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�»·¨±«¥¨¥ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ «¨¥©®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ ²°¥¡³¥² § ¨¿ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ¨,±«¥¤®¢ ²¥«¼®, °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ n-© ±²¥¯¥¨|µ -° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿. � ®¤®¬ ¢ ¦®¬ · ±²-®¬ ±«³· ¥ ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ ¬®¦®  ©²¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®.�±«¨ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ²°¥³£®«¼ ¿, ². ¥.¨¬¥¥² ¢¨¤ 0BBB@a11 a12 a13 : : : a1n0 a22 a23 : : : a2n0 0 a33 : : : a3n: : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : ann1CCCA ; (5)²® ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¡³¤³² ·¨±« , ±²®¿¹¨¥  ¤¨ £® «¨, ². ¥. a11; a22; : : : ; ann.� ± ¬®¬ ¤¥«¥, µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¤ -®© ¬ ²°¨¶» ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨ ¥±²¼P (�) = (a11 � �)(a22 � �) : : : (ann � �);¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥£® ª®°¨| a11; a22; : : : ; ann.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. � ©²¨ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°», ®²¢¥· ¾¹¨¥±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¿¬ a11; a22; a33 ²°¥³£®«¼®© ¬ ²°¨¶» (5).� § ª«¾·¥¨¥ ½²®£® ¯³ª²  ³ª ¦¥¬ ®¤® ¨²¥°¥±®¥ ±¢®©±²¢®µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ . � ª ¬» ³¦¥ ³ª §»¢ «¨ ¢ ¯. 3¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯ ° £° ´ , ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ¬®£®·«¥ P (t), ·²®¥±«¨ ¢ ¥£® ¯®¤±² ¢¨²¼ ¢¬¥±²® t ¬ ²°¨¶³ A, ²® ® ®¡° ²¨²±¿¢ ³«¼. �» ¯®ª ¦¥¬ ±¥©· ±, ·²® ®¤¨¬ ¨§ ² ª¨µ ¬®£®·«¥®¢¿¢«¿¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥. �®ª ¦¥¬ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼-® «¥¬¬³:� ¥ ¬ ¬  . �³±²¼ ¬®£®·«¥P (�) = a0�m + a1�m�1 + : : :+ am¨ ¬ ²°¨¶  A ±¢¿§ » ±®®²®¸¥¨¥¬P (�)E = (A� �E)C(�); (6)£¤¥ C(�)|¬®£®·«¥ ®² �, ª®½´´¨¶¨¥²» ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿¬ ²°¨¶ ¬¨, ². ¥.C(�) = C0�m�1 +C1�m�2 + : : :+Cm�1; Ci |¬ ²°¨¶»:�®£¤  P (A) = 0.



x 10] ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  143� ¬¥²¨¬, ·²® ½²  «¥¬¬  ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥¨¥¬   ¬®£®·«¥»± ¬ ²°¨·»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ²¥®°¥¬» �¥§³.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �» ¨¬¥¥¬:(A� �E)C(�) = ACm�1 + (ACm�2 �Cm�1)�++ (ACm�3 �Cm�2)�2 + : : :�C0�m: (7)�° ¢¨¢ ¿ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ®¤¨ ª®¢»µ ±²¥¯¥-¿µ � ¢ ®¡¥¨µ · ±²¿µ ° ¢¥±²¢  (6), ¬» ¯®«³· ¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¼ ° ¢¥±²¢: ACm�1 = amE;ACm�2 �Cm�1 = am�1E;ACm�3 �Cm�2 = am�2E;. . . . . . . . . . . . . . . . .AC0 �C1 = a1E;�C0 = a0E: (8)�¬®¦¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«¥¢  ¯¥°¢®¥ ° ¢¥±²¢®   E, ¢²®°®¥   A,²°¥²¼¥   A2, : : : , ¯®±«¥¤¥¥   Am ¨ ±«®¦¨¬ ¨µ. �» ¯®«³·¨¬±¯° ¢  P (A) = amE + am�1A + : : : + a0Am,   ±«¥¢  0. � ª¨¬®¡° §®¬, P (A) = 0 ¨ «¥¬¬  ¤®ª §   �).� ¥ ® ° ¥ ¬   3. �±«¨ P (�)| µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥¬ ²°¨¶» A, ²® P (A) = 0.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. � ±±¬®²°¨¬ ¬ ²°¨¶³, ®¡° ²³¾ ¬ -²°¨¶¥A��E. �» ¨¬¥¥¬ (A��E)(A��E)�1 = E. � ª ¨§¢¥±²®,®¡° ² ¿ ¬ ²°¨¶  ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥(A� �E)�1 = 1P (�)C(�);£¤¥ C(�) | ¬ ²°¨¶  ¨§ ¬¨®°®¢ (n � 1)-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶»A � �E,   P (�)| ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A � �E, ². ¥. µ ° ª²¥-°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¬ ²°¨¶» A. �²±¾¤ (A� �E)C(�) = P (�)E:�) �  «£¥¡°¥ ²¥®°¥¬  �¥§³ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¢ ° ¢¥-±²¢® (6) ¯®¤±² ¢«¿¥²±¿ A ¢¬¥±²® �. �¤¥±¼, ª®¥·®, ¬» ¥ ¢¯° ¢¥½²®£® ±¤¥« ²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®, ² ª ª ª � ¥±²¼ ·¨±«®,   A|¬ -²°¨¶ . �¤ ª®, ¯® ±³¹¥±²¢³, ¬» ±¤¥« «¨ ²® ¦¥ ± ¬®¥. �¥©±²¢¨-²¥«¼®, k-¥ ¨§ ° ¢¥±²¢ (8) ¯®«³·¨«®±¼ ±° ¢¥¨¥¬ ¢ (6) ª®½´-´¨¶¨¥²®¢ ¯°¨ �k. �¬®¦ ¿ ¥£®   Ak ¨ ±ª« ¤»¢ ¿ § ²¥¬ ¢±¥° ¢¥±²¢ , ¬», ¯® ±³¹¥±²¢³, ¯®¤±² ¢«¿¥¬ A ¢¬¥±²® �.



144 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ª ª ª ½«¥¬¥² ¬¨ ¬ ²°¨¶» C(�) ¿¢«¿¾²±¿ ¬¨®°» ¬ ²°¨¶»A� �E, ². ¥. ¬®£®·«¥» ±²¥¯¥¨ ¥ ¢»¸¥ n� 1 ®²®±¨²¥«¼® �,²® ±®£« ±® ¤®ª § ®© «¥¬¬¥P (A) = 0;¨ ²¥®°¥¬  ¤®ª §  .� ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ³ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ¬ ²°¨-¶» A ¥² ª° ²»µ ª®°¥©, ²® ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¬®£®·«¥  ±²¥¯¥¨¨¦¥ n, ®¡° ¹ ¾¹¥£®±¿ ¢ ³«¼ ¯°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ ¢ ¥£® ¬ ²°¨-¶» A (±¬. ±«¥¤³¾¹¥¥ ³¯° ¦¥¨¥).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �³±²¼ A|¤¨ £® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶  ¢¨¤ A = 0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA ;£¤¥ ¢±¥ ·¨±«  �i ° §«¨·». � ©²¨ ¬®£®·«¥ P (t) ¢®§¬®¦® ¡®«¥¥¨§ª®© ±²¥¯¥¨, ¤«¿ ª®²®°®£® P (A) = 0. (�¬. ¯°¨¬¥° ¢ x 9, ¯. 3.)x 11. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,±®¯°¿¦¥®¥ ª ¤ ®¬³1. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ «¨¥©»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¨ ¡¨-«¨¥©»¬¨ ´®°¬ ¬¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �»° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ° ¥¥ ¢  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®²¤¥«¼-® «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ®²¤¥«¼® ¡¨«¨¥©»¥´®°¬». � ±«³· ¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¬¥¦¤³ ¡¨-«¨¥©»¬¨ ´®°¬ ¬¨ ¨ «¨¥©»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨±³¹¥±²¢³¥² ²¥± ¿ ±¢¿§¼ �).�±¿ª®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A ®²¢¥· ¥² ¢¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  A(x; y),�) � ª ª ª ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ ª ª «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿,² ª ¨ ¡¨«¨¥©»¥ ´®°¬» § ¤ ¾²±¿ ¬ ²°¨¶ ¬¨, ²® ¬®¦® ¡»«®¡» ¯®¯»² ²¼±¿ ¢  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¯®±² ¢¨²¼ ¤°³£ ¤°³£³¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¨ ¡¨«¨¥©³¾ ´®°¬³,§ ¤ ¢ ¥¬»¥ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¬ ²°¨¶¥©. �¤ ª® ½²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥¡»«® ¡» ±«³· ©»¬. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¢ ®¤®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶»¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¨ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®¢¯ ¤ ¾², ²® ¢¤°³£®¬ ¡ §¨±¥ ®¨ ¡³¤³² ³¦¥, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ° §«¨·», ² ª ª ª



x 11]«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ±®¯°¿¦¥®¥ ª ¤ ®¬³ 145§ ¤ ¢ ¥¬ ¿ ´®°¬³«®©A(x; y) � (Ax; y):�¥©±²¢¨²¥«¼®, ´³ª¶¨¿ A(x; y) � (Ax; y) ³¤®¢«¥²¢®°¿-¥² ³±«®¢¨¿¬, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬ ¡¨«¨¥©³¾ ´®°¬³. �¬¥¥¬:1� (A(x1+x2); y) = (Ax1+Ax2; y) = (Ax1; y)+(Ax2; y);(A�x; y) = (�Ax; y) = �(Ax; y):2� (x;A(y1+y2)) = (x;Ay1+Ay2) = (x;Ay1)+(x;Ay2);(x;A�y) = (x; �Ay) = �(x;Ay):�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®© A(x; y) ®¤®§ ·®.�³±²¼ A(x; y) = (Ax; y)¨ A(x; y) = (Bx; y):�®£¤  (Ax; y) � (Bx; y);². ¥. (Ax�Bx; y) = 0¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³ ¬ ²°¨¶  A ¡¨«¨¥©®© ´®°¬»¯¥°¥µ®¤¨² ¢ C0AC (C0 |¬ ²°¨¶ , ²° ±¯®¨°®¢  ¿ ª ¬ ²°¨-¶¥ C) (±¬. x 4),   ¬ ²°¨¶  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ | ¢ C�1AC(±¬. x 9).�¨¬ ²¥«¼»© ·¨² ²¥«¼ ±¬®¦¥² § ¬¥²¨²¼, ·²® ³±²  ¢«¨¢ ¥-¬®¥ ¨¦¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¡¨«¨¥©»¬¨ ´®°¬ ¬¨ ¨ «¨¥©»-¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¨² ¢ ²®¬,·²® ±®¯®±² ¢«¿¾²±¿ ¤°³£ ¤°³£³ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ¡¨«¨-¥©»¥ ´®°¬», ¬ ²°¨¶» ª®²®°»µ ¢ ®°¬¨°®¢ ®¬ ®°²®£® «¼-®¬ ¡ §¨±¥ ¯®«³· ¾²±¿ ®¤  ¨§ ¤°³£®© ²° ±¯®¨°®¢ ¨¥¬; ½²®±®®²¢¥²±²¢¨¥, ª ª ±«¥¤³¥² ¨§ ¤ «¼¥©¸¥£®, ³¦¥ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»-¡®°  ¡ §¨± .



146 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  y; ® ½²® § ·¨², ·²® Ax�Bx = 0.� ª¨¬ ®¡° §®¬, Ax = Bx ¤«¿ «¾¡®£® x, ². ¥. A = B.�¤®§ ·®±²¼ ¤®ª §  .�¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ®¡° ²®¥.�³±²¼ R|ª®¬¯«¥ª±®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® ¨¯³±²¼ A(x; y)|¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ¢ ¥¬. �»¡¥°¥¬ ¢ Rª ª®©-«¨¡® ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1;e2; : : : ; en. �±«¨x = �1e1+�2e2+: : :+�nen ¨ y = �1e1+�2e2+: : :+�nen;²® A(x; y) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥A(x; y) = a11�1�1 + a12�1�2 + : : : + a1n�1�n ++ a21�2�1 + a22�2�2 + : : :+ a2n�2�n +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ an1�n�1 + an2�n�2 + : : : + ann�n�n: (1)�®±² ° ¥¬±¿ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ½²® ¢»° ¦¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¥-ª®²®°®£® ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. �«¿ ½²®£® ¯¥°¥¯¨-¸¥¬ ¥£® ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:A(x; y) = (a11�1 + a21�2 + : : : + an1�n)�1 ++ (a12�1 + a22�2 + : : : + an2�n)�2 +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ (a1n�1 + a2n�2 + : : : + ann�n)�n:�¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¢¥ª²®° z ± ª®®°¤¨ ² ¬¨�1 = a11�1 + a21�2 + : : :+ an1�n;�2 = a12�1 + a22�2 + : : :+ an2�n;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�n = a1n�1 + a2n�2 + : : :+ ann�n:�¥ª²®° z ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¢¥ª²®°  x «¨¥©»¬ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥¬ ± ¬ ²°¨¶¥©, ²° ±¯®¨°®¢ ®© ª ¬ ²°¨¶¥kaikk ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; y). �²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬» ®¡®§ ·¨¬ ¡³ª¢®© A, ². ¥. ¯®«®¦¨¬ z = Ax. �»



x 11]«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ±®¯°¿¦¥®¥ ª ¤ ®¬³ 147¯®«³· ¥¬, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·²®A(x; y) = �1�1 + �2�2 + : : : + �n�n = (z; y) = (Ax; y):�² ª, ¢±¿ª®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬¥ A(x; y) ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬¯°®±²° ±²¢¥ ®²¢¥· ¥² ² ª®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ A, ·²® A(x; y) � (Ax; y):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³.� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �®°¬³« A(x; y) = (Ax; y) (2)³±²  ¢«¨¢ ¥² ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢§ ¨¬®®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¡¨«¨¥©»¬¨ ´®°-¬ ¬¨ ¨ «¨¥©»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨.�§ ®¤®§ ·®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢¨¿, ³±²  ¢«¨¢ ¥¬®£®´®°¬³«®© (2), ±«¥¤³¥², ·²® ®® ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®° ¡ §¨± .�¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¡¨«¨¥©»¬¨ ´®°¬ ¬¨ ¨ «¨¥©»¬¨¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ¨ ¤°³£¨¬ ±¯®±®-¡®¬. � ¨¬¥®, ª ¦¤³¾ ¡¨«¨¥©³¾ ´®°¬³ ¬®¦® ¯°¥¤-±² ¢¨²¼ ² ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥A(x; y) = (x;A�y):�«¿ ½²®£® ¢ ´®°¬³«¥ (1)A(x; y) = a11�1�1 + a12�1�2 + : : : + a1n�1�n ++ a21�2�1 + a22�2�2 + : : :+ a2n�2�n +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ an1�n�1 + an2�n�2 + : : : + ann�n�n¬» ¡³¤¥¬ ¢»®±¨²¼ §  ±ª®¡ª¨ ª®®°¤¨ ²» �1; �2; : : : ; �n¢¥ª²®°  x. �®¢²®°¿¿ ±®¢  ¯°¥¦¨¥ ° ±±³¦¤¥¨¿, ¬»



148 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii¯®«³· ¥¬:A(x; y) = �1(a11�1 + a12�2 + : : : + a1n�n) ++ �2(a21�1 + a22�2 + : : :+ a2n�n) +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ �n(an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n) == �1(a11�1 + a12�2 + : : :+ a1n�n) ++ �2(a21�1 + a22�2 + : : :+ a2n�n) +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ �n(an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n) = (x;A�y):�°¨ ½²®¬ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A� ¯®«³· ¥²±¿ ¨§¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ «¾¡®¬ ®°²®£® «¼®¬ ¡ -§¨±¥ ¯¥°¥µ®¤®¬ ª ²° ±¯®¨°®¢ ®© ¨ § ¬¥®© ¥¥ ½«¥-¬¥²®¢ ª®¬¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥»¬¨.� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¥®°²®£® «¼®¬ ¡ §¨±¥ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³¬ ²°¨¶ ¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© A ¨ A� ¡®«¥¥ ±«®¦ .2. �¯¥° ¶¨¿ ¯¥°¥µ®¤  ®² ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ª ±®¯°¿-¦¥®¬³ (®¯¥° ¶¨¿ �).� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �³±²¼ A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡-° §®¢ ¨¥ ª®¬¯«¥ª±®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ .�°¥®¡° §®¢ ¨¥ A�, ®¯°¥¤¥«¥®¥ ³±«®¢¨¥¬(Ax; y) = (x;A�y); §»¢ ¥²±¿ ±®¯°¿¦¥»¬ ª A.� ¥ ® ° ¥ ¬   2. � ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ª ¦-¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ ®²¢¥· ¥² ±®¯°¿¦¥-®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¨ ¯°¨²®¬ ²®«¼ª® ®¤®.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¾ A ®¤®§ ·® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 1½²®£® ¯ ° £° ´  ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  A(x; y) = (Ax; y).�²³ ¡¨«¨¥©³¾ ´®°¬³ ±®£« ±® ±ª § ®¬³ ¢ ª®¶¥¯. 1 ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼, ¨ ¯°¨²®¬ ®¤®§ ·®, ¢ ¢¨¤¥



x 11]«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ±®¯°¿¦¥®¥ ª ¤ ®¬³ 149(x;A�y). �ª®· ²¥«¼® ¬» ¨¬¥¥¬:(Ax; y) = A(x; y) = (x;A�y):� ²°¨¶  ±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A� ¯®«³· -¥²±¿ ¨§ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ®°²®£® «¼®¬¡ §¨±¥ ¯¥°¥µ®¤®¬ ª ²° ±¯®¨°®¢ ®© ¨ ª®¬¯«¥ª±®±®¯°¿¦¥®© ¬ ²°¨¶¥, ª ª ½²® ¤®ª § ® ¢ ¯. 1 ½²®£®¯ ° £° ´ .�¥°¥µ®¤ ®² A ª A� ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ¯° ¢¨« :¥±«¨ ¢ ¢»° ¦¥¨¨ (Ax; y) ¬» ¦¥« ¥¬ A ¯¥°¥¡°®±¨²¼  ¢²®°®¥ ¬¥±²®, ²® ª ¥¬³ ³¦® ¯°¨¯¨± ²¼ �.�¯¥° ¶¨¿ ¯¥°¥µ®¤  ®² ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ª ±®¯°¿-¦¥®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A� (À®¯¥° ¶¨¿ �Á) ±¢¿§   ±®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ¢»¸¥ (x 9) ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®-¦¥¨¿ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±®®²®-¸¥¨¿¬¨:1� (AB)� = B�A�:2� (A�)� = A:3� (A+B)� = A� +B�:4� (�A)� = �A�:5� E� = E:�®ª ¦¥¬,  ¯°¨¬¥°, ¤¢  ¯¥°¢»µ ¨§ ½²¨µ ±¢®©±²¢.1� (ABx; y) = (Bx;A�y) = (x;B�A�y):�®, ± ¤°³£®© ±²®°®», ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ (AB)� ¨¬¥¥¬:(ABx; y) = (x; (AB)�y):�° ¢¨¢ ¿ ¯° ¢»¥ · ±²¨ ½²¨µ ¤¢³µ ° ¢¥±²¢ ¨ ¢±¯®-¬¨¢, ·²® «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¤®§ ·® ®¯°¥-¤¥«¿¥²±¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®©, ¯®«³-· ¥¬: (AB)� = B�A�:2� �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ A� ¨¬¥¥¬:(Ax; y) = (x;A�y):



150 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�¡®§ ·¨¬ ¢°¥¬¥® A� ·¥°¥§ C. �®£¤ (Ax; y) = (x;Cy);®²ª³¤  (y;Ax) = (Cy; x):� ¬¥¨¢ y ·¥°¥§ x,   x ·¥°¥§ y ¨ ¯®¬¥¿¢ ¬¥±² ¬¨ ¯° -¢³¾ ¨ «¥¢³¾ · ±²¨ ½²®£® ° ¢¥±²¢ , ¯®«³·¨¬:(Cx; y) = (x;Ay):�® ½²® ° ¢¥±²¢® ¨ ®§ · ¥², ·²® C� = A, ¨ ² ª ª ªC = A�, ²® (A�)� = A:� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼ ² ª¨¬ ¦¥ ±¯®±®¡®¬ ±¢®©±²¢ 3�{5�.2. �®ª § ²¼ ±¢®©±²¢  1�{5�, ¯®«¼§³¿±¼ ²¥¬, ·²® ¬ ²°¨¶  ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A� ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ®°-²®£® «¼®¬ ¡ §¨±¥ ²° ±¯®¨°®¢ ¨¥¬ ¨ § ¬¥®© ¢±¥µ ½«¥¬¥²®¢ª®¬¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥»¬¨.3. � ¬®±®¯°¿¦¥»¥, ³¨² °»¥ ¨ ®°¬ «¼»¥ «¨-¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �¯¥° ¶¨¿ � ¢ ¨§¢¥±²®© ¬¥°¥  «®£¨·  ®¯¥° ¶¨¨ ¯¥°¥µ®¤  ®² ¤ ®£® ª®¬¯«¥ª±®-£® ·¨±«  � ª ±®¯°¿¦¥®¬³ �. �²    «®£¨¿ ¥ ±«³· ©- . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ ¬ ²°¨¶ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª   ¤ª®¬¯«¥ª±»¬ ¯®«¥¬, ². ¥. ¤«¿ ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥«, ®¯¥-° ¶¨¿ � ª ª ° § ¨ ±®±²®¨² ¢ § ¬¥¥ ¤ ®£® ·¨±«  ª®¬-¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥»¬.�°¥¤¨ ¢±¥µ ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥« ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ·¨-±«  µ ° ª²¥°¨§³¾²±¿ ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²® � = �. �«¿«¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©   «®£¨·®¥ ¯®¿²¨¥ ¿¢«¿¥²-±¿ ¢¥±¼¬  ±³¹¥±²¢¥»¬.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A §»¢ ¥²±¿ ± ¬®±®¯°¿¦¥»¬ (¨«¨ ½°¬¨²®¢»¬), ¥±«¨A� = A.



x 11]«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ±®¯°¿¦¥®¥ ª ¤ ®¬³ 151�®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ A ¡»«® ± ¬®±®¯°¿¦¥»¬, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² -²®·®, ·²®¡» ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  (Ax; y) ¡»«  ½°¬¨²®-¢®©.� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ½°¬¨²®¢®±²¼ ´®°¬» (Ax; y) ®§ · ¥²,·²® (Ax; y) = (Ay; x): ( )� ¬®±®¯°¿¦¥®±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ®§ · ¥², ·²®(Ax; y) = (x;Ay): (¡)�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ° ¢¥±²¢  ( ) ¨ (¡) ½ª¢¨¢ «¥²».�±¿ª®¥ ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«® � ¯°¥¤±² ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ � == �+ i�, £¤¥ � ¨ �|¤¥©±²¢¨²¥«¼»¥ ·¨±« . � «®£¨·-®:�±¿ª®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¬®¦¥² ¡»²¼ § -¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥ A = A1 + iA2 (3);£¤¥ A1 ¨ A2|± ¬®±®¯°¿¦¥»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.�¥©±²¢¨²¥«¼®,A = A+A�2 + iA�A�2i :�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿A+A�2 = A1; A�A�2i = A2:�®£¤ A�1 = �A+A�2 �� = 12(A+A�)� = 12(A� +A��) == 12(A� +A) = A1



152 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. iiÄ�2 = �A�A�2i �� = � 12i(A�A�)� = � 12i(A� �A��) == � 12i(A� �A) = A2;². ¥. A1 ¨ A2|± ¬®±®¯°¿¦¥»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ± ¬®±®¯°¿¦¥»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¨£° ¾² ±°¥¤¨ ¢±¥µ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© °®«¼,   -«®£¨·³¾ °®«¨ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥« ±°¥¤¨ ª®¬¯«¥ª±-»µ.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥-¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¢¨¤¥ (3).2. �®ª § ²¼, ·²® «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ± ¤¥©±²¢¨²¥«¼»¬¨ ª®-½´´¨¶¨¥² ¬¨ ± ¬®±®¯°¿¦¥»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¥±²¼ ±®¢  ± -¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥.3. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A|¯°®¨§¢®«¼®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥, ²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ AA� ¨ A�A|± ¬®±®¯°¿¦¥»¥.� ° ¨ ¬ ¥ ·    ¨ ¥ . � ®²«¨·¨¥ ®² ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥«, AA�, ¢®-®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ° ¢® A�A.�°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ± ¬®±®¯°¿¦¥»µ «¨¥©»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨© ¥ ¥±²¼, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿� ¥ ® ° ¥ ¬   3. �³±²¼ A ¨ B|± ¬®±®¯°¿¦¥»¥«¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ AB ¡»«® ² ª¦¥ ± ¬®±®¯°¿¦¥»¬, ¥®¡µ®¤¨¬®¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» AB = BA, ². ¥. ·²®¡» ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A ¨ B ¡»«¨ ¯¥°¥±² ®¢®·».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. � ¬ ¤ ®, ·²®A� = A ¨ B� = B:�» ¨¹¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ¨ ¤®±² ²®·®¥ ³±«®¢¨¥ ²®£®,·²®¡» ¢»¯®«¿«®±¼ ° ¢¥±²¢®(AB)� = AB: (4)



x 11]«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ±®¯°¿¦¥®¥ ª ¤ ®¬³ 153�® (AB)� = B�A� = BA:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ° ¢¥±²¢® (4) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ²®£¤  ¨ ²®«¼-ª® ²®£¤ , ª®£¤  AB = BA:�¥®°¥¬  ¤®ª §  .� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A ¨ B|± ¬®±®¯°¿-¦¥»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ²® ± ¬®±®¯°¿¦¥»¬¨ ¡³¤³² ¨ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ AB +BA ¨ i(AB �BA).� «®£®¬ ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥«, ° ¢»µ ¯® ¬®¤³«¾¥¤¨¨¶¥, ². ¥. ² ª¨µ, ·²® zz = 1, ¿¢«¿¾²±¿ ³¨² °»¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 3. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ U §»¢ ¥²±¿ ³¨² °»¬, ¥±«¨ UU� = U�U = E �).�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¤«¿ ³¨² °®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿U� = U�1.� x 13 ¬» ¯®§ ª®¬¨¬±¿ ± ¢¥±¼¬  ¯°®±²®© £¥®¬¥²°¨-·¥±ª®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¥© ³¨² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼, ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ³¨-² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¥±²¼ ±®¢  ³¨² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥.2. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ U |³¨² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   A|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ²® U�1AU |² ª¦¥ ± ¬®±®-¯°¿¦¥®¥.�¨¦¥ (¢ x 15) ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¿ª®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ± -¬®±®¯°¿¦¥®£®   ³¨² °®¥. �²³ ²¥®°¥¬³ ¬®¦® ° ±-±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ®¡®¡¹¥¨¥ § ¯¨±¨ ª®¬¯«¥ª±®£® ·¨±« ¢ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬¥.�¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ®¤® ®¯°¥¤¥«¥¨¥.�) � n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ³±«®¢¨¿ U�U = E ¨ UU� = E½ª¢¨¢ «¥²». � ¡¥±ª®¥·®¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ½²®| ¤¢  ° §-«¨·»µ ³±«®¢¨¿.



154 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 4. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼»¬, ¥±«¨ AA� = A�A.�«¿ ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥« ¥²  ¤®¡®±²¨ ¢   «®£¨·-®¬ ¯®¿²¨¨, ² ª ª ª ³¬®¦¥¨¥ ª®¬¯«¥ª±»µ ·¨±¥«ª®¬¬³² ²¨¢® ¨, § ·¨², �� ¢±¥£¤  ° ¢® ��.�¥²°³¤® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ª ª ± ¬®±®¯°¿¦¥»¥, ² ª¨ ³¨² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ · ±²»¬¨ ±«³-· ¿¬¨ ®°¬ «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.�®«¥¥ ¤¥² «¼®¬³ ¨§³·¥¨¾ ®²¤¥«¼»µ ª« ±±®¢ «¨-¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¡³-¤³² ¯®±¢¿¹¥» ¤ «¼¥©¸¨¥ ¯ ° £° ´» ½²®© £« ¢». �°¨½²®¬ ¬» ¯®«³·¨¬ ¤«¿ ° §«¨·»µ ²¨¯®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©¢¥±¼¬  ¯°®±²³¾ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ µ ° ª²¥°¨±²¨ª³.x 12. � ¬®±®¯°¿¦¥»¥ (½°¬¨²®¢») ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.�¤®¢°¥¬¥®¥ ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ¯ °» ª¢ ¤° ²¨·»µ´®°¬ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢1. � ¬®±®¯°¿¦¥»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. � ½²®¬ ¯ ° -£° ´¥ ¬» ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡® ¨§³·¨¬ ª« ±± ± ¬®±®¯°¿¦¥-»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© n-¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²-¢ . �²¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ · ±²® ¢±²°¥· ¾²±¿ ¢ ° §«¨·-»µ ¯°¨«®¦¥¨¿µ. (�³¹¥±²¢¥³¾ °®«¼ ± ¬®±®¯°¿¦¥-»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¯° ¢¤  ¢ ¡¥±ª®¥·®¬¥°®¬ ¯°®±-²° ±²¢¥, ¨£° ¾² ¢ ª¢ ²®¢®© ¬¥µ ¨ª¥).� ¥ ¬ ¬   1. �®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ± ¬®±®¯°¿¦¥-®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ x|±®¡±²¢¥»© ¢¥-ª²®° ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨ �|±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥, ². ¥.Ax = �x; x 6= 0:� ª ª ª A� = A, ²®(Ax; x) = (x;Ax);



x 12] ± ¬®±®¯°¿¦¥»¥ (½°¬¨²®¢») ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 155². ¥. (�x; x) = (x; �x):�»®±¿ � §  ±ª®¡ª¨, ¯®«³·¨¬:�(x; x) = �(x; x);¨ ² ª ª ª (x; x) 6= 0, ²® � = �, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª -§ ²¼.� ¥ ¬ ¬   2. �³±²¼ A|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ¨ e|¥£®±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°. �®¢®ª³¯®±²¼ R1 ¢¥ª²®°®¢ x,®°²®£® «¼»µ ª e, ¥±²¼ (n � 1)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° -±²¢®, ¨¢ °¨ ²®¥ ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®¢®ª³¯®±²¼ R1 ¢¥ª²®°®¢x, ®°²®£® «¼»µ ª e, ®¡° §³¥² (n� 1)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®.�®ª ¦¥¬, ·²® R1 ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼® A.�³±²¼ x 2 R1. �²® § ·¨², ·²® (x; e) = 0. �®£¤  ¨(Ax; e) = 0, ². ¥. Ax 2 R1. �¥©±²¢¨²¥«¼®,(Ax; e) = (x;A�e) = (x;Ae) = (x; �e) = �(x; e) = 0:�» ¤®ª § «¨, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¥ ¢»¢®¤¨² ¢¥ª-²®°», ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ R1, ¨§ R1, ². ¥. ¤®ª § «¨, ·²® ¯®¤-¯°®±²° ±²¢® R1 ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼® A.� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �³±²¼ A|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R.�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ±®¡-±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �®®²¢¥²±²¢³-¾¹¨¥ ¨¬ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¢¥¹¥±²¢¥».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 1 x 10 ¢ R±³¹¥±²¢³¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° e1 ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A. � ±¨«³ «¥¬¬» 2 ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢,®°²®£® «¼»µ ª e1, ®¡° §³¥² (n � 1)-¬¥°®¥ ¨¢ °¨- ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1. �³¤¥¬ ¤ «¥¥ ° ±±¬ ²°¨-¢ ²¼  ¸¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A «¨¸¼ ¢ R1. � R1 ±³¹¥±²¢³-¥² ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° e2 (±¬. § ¬¥· ¨¥ ª ²¥®°¥¬¥ 1



156 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. iix 10). �®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R1, ®°²®£® «¼»µ ªe2, ®¡° §³¥² (n�2)-¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° -±²¢® R2. � ¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° e3 ¨ ². ¤.�» ¯®«³· ¥¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, n ¯®¯ °® ®°²®£®- «¼»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; en. �®£« ±®«¥¬¬¥ 1 ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¢¥-¹¥±²¢¥». �¥®°¥¬  ¤®ª §  .� ª ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®°    «¾-¡®¥ ®²«¨·®¥ ®² ³«¿ ·¨±«® ¥±²¼ ±®¢  ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª-²®°, ²® ¢¥ª²®°» ei ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª, ·²®¡» ¨µ ¤«¨»° ¢¿«¨±¼ ¥¤¨¨¶¥.� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �³±²¼ A|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �®£¤  ±³¹¥-±²¢³¥² ®°²®£® «¼»© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¬ ²°¨¶ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤¨ £® «¼  ¨ ¢¥¹¥±²¢¥ . �¥°®² ª¦¥ ¨ ®¡° ²®¥.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¡ §¨± ¯®±²°®¥»¥ ¢ ²¥®°¥¬¥ 1 ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»¥ ±®¡-±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en.�®£¤  Ae1 = �1e1;Ae2 = �2e2;. . . . . . . .Aen = �nen;². ¥. ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨¬¥¥² ¢¨¤0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA ; (1)£¤¥ ¢±¥ �i ¢¥¹¥±²¢¥».�¡° ²®, ¯³±²¼ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ®°²®-£® «¼®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ (1). � ®°²®£® «¼®¬ ®°-¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶  ±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° §®-



x 12] ± ¬®±®¯°¿¦¥»¥ (½°¬¨²®¢») ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 157¢ ¨¿ A� ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A²° ±¯®¨°®¢ ¨¥¬ ¨ § ¬¥®© ª ¦¤®£® ½«¥¬¥²  ª®¬-¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥»¬ (±¬. x 11). �°®¤¥« ¢ ½²¨ ®¯¥° ¶¨¨ ¤ ¬ ²°¨¶¥© ¢¨¤  (1) (£¤¥ ¢±¥ �i ¢¥¹¥±²¢¥»), ¬» ¯®-«³·¨¬ ²³ ¦¥ ± ¬³¾ ¬ ²°¨¶³. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿¬ A ¨ A� ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¤  ¨ ²  ¦¥ ¬ ²°¨¶ ,². ¥. A = A�. �¥®°¥¬  ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .�²¬¥²¨¬ ¥¹¥ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±¢®©±²¢® ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª-²®°®¢ ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿: ±®¡±²¢¥»¥¢¥ª²®°», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° §«¨·»¬ ±®¡±²¢¥»¬§ ·¥¨¿¬, ¢§ ¨¬® ®°²®£® «¼».�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼Ae1 = �1e1; Ae2 = �2e2; �1 6= �2:�¬¥¥¬: (Ae1; e2) = (e1; A�e2) = (e1; Ae2);². ¥. �1(e1; e2) = �2(e1; e2)¨«¨ (�1 � �2)(e1; e2) = 0:� ª ª ª �1 6= �2, ²® (e1; e2) = 0:�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �§ ¤®ª § ®© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥², ·²®  £«¿¤-®-£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¯°®¨§¢®«¼®£® ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ ² ª®¢; ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢»¤¥«¿¥²±¿ n ¯®¯ °® ®°²®-£® «¼»µ  ¯° ¢«¥¨© (±®¡±²¢¥»µ  ¯° ¢«¥¨©). � ¦¤®¬³ ¨§½²¨µ  ¯° ¢«¥¨© ±² ¢¨²±¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®¥ ·¨±«®(±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥). �® ª ¦¤®¬³ ¨§ ½²¨µ  ¯° ¢«¥¨© ¯°®¨§-¢®¤¨²±¿ ° ±²¿¦¥¨¥ (±¦ ²¨¥) ¯°®±²° ±²¢  ¢ j�ij ° § ¨, ª°®¬¥²®£®, §¥°ª «¼®¥ ®²° ¦¥¨¥ ¢ ¯«®±ª®±²¨, ®°²®£® «¼®© ª ¤ ®-¬³  ¯° ¢«¥¨¾, ¥±«¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ �i ®²°¨¶ ²¥«¼®.� ° ««¥«¼® ± ¯®¿²¨¥¬ ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ ¢¢®¤¨²±¿ ¯®¿²¨¥ ½°¬¨²®¢®© ¬ ²°¨¶».



158 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ²°¨¶  kaikk  §»¢ ¥²±¿ ½°¬¨²®¢®©, ¥±«¨ aik == aki.�±®, ·²® ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¡»«® ± -¬®±®¯°¿¦¥»¬, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¥£®¬ ²°¨¶  ¢ ª ª®¬-¨¡³¤¼ ®°²®£® «¼®¬ ¡ §¨±¥ ¡»«  ½°-¬¨²®¢®©.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®§¢¥±²¨ ¬ ²°¨¶³� 0 p2p2 1 �¢ 28-¾ ±²¥¯¥¼. � ª   §    ¨ ¥. �°¨¢¥±²¨ ½²³ ¬ ²°¨¶³ ª ¤¨ £®- «¼®© ´®°¬¥, § ²¥¬ ¢®§¢¥±²¨ ¥¥ ¢ ³ª § ³¾ ±²¥¯¥¼ ¨,  ª®¥¶,¢¥°³²¼±¿ ª ¯°¥¦¥¬³ ¡ §¨±³.2. �°¨¢¥¤¥¨¥ ª £« ¢»¬ ®±¿¬. �¤®¢°¥¬¥®¥ ¯°¨-¢¥¤¥¨¥ ¯ °» ª¢ ¤° ²¨·»µ ´®°¬ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢.�°¨¬¥¨¬ ¯®«³·¥»¥ ¢ ¯. 1 °¥§³«¼² ²» ª ª¢ ¤° ²¨·-»¬ ´®°¬ ¬.�» § ¥¬, ·²® ¢±¿ª®© ½°¬¨²®¢®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬¥±®®²¢¥²±²¢³¥² ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥. �§ ²¥®°¥¬» 2 ½²®£® ¯ ° £° ´  ¢»²¥ª ¥² ¢ ¦ ¿� ¥ ® ° ¥ ¬   3. �³±²¼ R|¥¢ª«¨¤®¢® n-¬¥°®¥¯°®±²° ±²¢® ¨ ¯³±²¼ A(x; y)|½°¬¨²®¢  ¡¨«¨¥© ¿´®°¬  ¢ R. �®£¤  ¢ R ±³¹¥±²¢³¥² ®°²®£® «¼»©®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿A(x; y) ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥±³¬¬» ª¢ ¤° ²®¢:A(x;x) =X�ij�ij2;£¤¥ �i ¢¥¹¥±²¢¥»,   �i|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x �).�) � x 8 ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ¢  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦®¢±¿ª³¾ ª¢ ¤° ²¨·³¾ (¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, ¢±¿ª³¾ ½°¬¨²®¢³¡¨«¨¥©³¾) ´®°¬³ ¯°¨¢¥±²¨ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢. �¤¥±¼ ¬» ¤«¿¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¤®ª §»¢ ¥¬ ¡®«¥¥ ±¨«¼®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥,¨¬¥® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®°¬¨°®¢ ®£® ®°²®£® «¼®£® ¡ §¨± , ¢ª®²®°®¬ ¤  ¿ ½°¬¨²®¢  ´®°¬  ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢.



x 12] ± ¬®±®¯°¿¦¥»¥ (½°¬¨²®¢») ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 159� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �±«¨ A(x; y)| ½°¬¨²®¢  ¡¨-«¨¥© ¿ ´®°¬ , ². ¥.A(x; y) = A(y;x);²® (±¬. x 11) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©-®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A, ·²®A(x; y) � (Ax; y):�»¡¥°¥¬ ¢ R ¢ ª ·¥±²¢¥ ¢¥ª²®°®¢ ®°²®£® «¼®£® ®°-¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨±  ±¨±²¥¬³ ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A (½²® ¢®§¬®¦® ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1). �®£¤ Ae1 = �1e1; Ae2 = �2e2; : : : ; Aen = �nen:�³±²¼x = �1e1+ �2e2+ : : :+ �nen; y = �1e1+ �2e2+ : : :+ �nen:� ª ª ª (ei; ek) = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k;²®A(x; y) � (Ax; y) == (�1Ae1+�2Ae2+: : :+�nAen; �1e1+�2e2+: : :+�nen) == (�1�1e1+�2�2e2+: : :+�n�nen; �1e1+�2e2+: : :+�nen) == �1�1�1 + �2�2�2 + : : :+ �n�n�n:� · ±²®±²¨,A(x;x) = (Ax; x) = �1j�1j2 + �2j�2j2 + : : : + �nj�nj2:�¥®°¥¬  ¤®ª §  .� µ®¦¤¥¨¥ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®°²®£® «¼-®£® ®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨± , ¢ ª®²®°®¬ ¤  ¿ ª¢ ¤° -²¨· ¿ ´®°¬  ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢,  §»¢ -¥²±¿ ¯°¨¢¥¤¥¨¥¬ ½²®© ´®°¬» ª £« ¢»¬ ®±¿¬.



160 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ¥ ® ° ¥ ¬   4. �³±²¼ R| ´´¨®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®-±²° ±²¢® ¨ A(x;x) ¨ B(x;x)|¤¢¥ ½°¬¨²®¢» ª¢ ¤° -²¨·»¥ ´®°¬», ¯°¨·¥¬ ´®°¬  B(x;x)|¯®«®¦¨²¥«¼®®¯°¥¤¥«¥ ¿. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ®¡¥½²¨ ´®°¬» § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ª¢ ¤° ²®¢.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �¢¥¤¥¬ ¢ R ±ª «¿°®¥ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥, ¯®«®¦¨¢ (x; y) � B(x; y), £¤¥ B(x; y)| ®²¢¥-· ¾¹ ¿ B(x;x) ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ . �²® ¿¢«¿¥²±¿ § ª®-»¬, ² ª ª ª  ª±¨®¬» ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ®§ -· ¾², ·²® (x; y) ¥±²¼ ½°¬¨²®¢  ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ , ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®© ª¢ ¤° ²¨·-®© ´®°¬¥ (x 8). �°®±²° ±²¢® R ±² ¥², ² ª¨¬ ®¡° -§®¬, ¥¢ª«¨¤®¢»¬. �®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 3 ¢ R ±³¹¥±²¢³¥²®°²®£® «¼»© �) ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en, ¢ª®²®°®¬ ´®°¬  A(x;x) ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢,². ¥. ª ¢¨¤³A(x;x) = �1j�1j2 + �2j�2j2 + : : :+ �nj�nj2: (2)� ®°¬¨°®¢ ®¬ ®°²®£® «¼®¬ ¡ §¨±¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤(x; x) = j�1j2 + j�2j2 + : : :+ j�nj2;². ¥. B(x;x) = j�1j2 + j�2j2 + : : : + j�nj2: (3)�»  ¸«¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ®¡¥ ª¢ -¤° ²¨·»¥ ´®°¬» A(x;x) ¨ B(x;x) ®¤®¢°¥¬¥® ¯°¨-¢®¤¿²±¿ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼.� ²¥®°¥¬¥ 4 ¯®ª § ®, ·²® ¢ R ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨±, ¢ª®²®°®¬ ½°¬¨²®¢» ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» A ¨ B ¨¬¥¾²¢¨¤ (2) ¨ (3). �®ª ¦¥¬, ª ª  ©²¨ ·¨±«  �1; �2; : : : ; �n.�) �²®±¨²¥«¼® ¢¢¥¤¥®£®  ¬¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿(x; y) = B(x; y).



x 12] ± ¬®±®¯°¿¦¥»¥ (½°¬¨²®¢») ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 161� ª ®¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥ ¬ ²°¨¶» ª¢ ¤° ²¨·»µ ´®°¬A ¨ B ¨¬¥¾² ¢¨¤A = 0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA ; B = 0B@1 0 : : : 00 1 : : : 0: : : : : : : :0 0 : : : 11CA :�«¥¤®¢ ²¥«¼®,Det(A� �B) = (�1 � �)(�2 � �) : : : (�n � �): (4)�°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³ ¬ ²°¨¶» ½°¬¨²®¢»µª¢ ¤° ²¨·»µ ´®°¬ A ¨ B ¯¥°¥µ®¤¿² ¢ A1 = C�AC ¨B1 = C�AC. �®½²®¬³, ¥±«¨ e1; e2; : : : ; en |¯°®¨§¢®«¼-»© ¡ §¨±, ²® ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥Det(A1 � �B1) = DetC� � Det(A� �B) � DetC;². ¥. ®²«¨· ¥²±¿ «¨¸¼ ¯®±²®¿»¬ ¬®¦¨²¥«¥¬ ®² ¢»-° ¦¥¨¿ (4). �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ·¨±«  �1; �2; : : : ; �n¿¢«¿¾²±¿ ª®°¿¬¨ ±«¥¤³¾¹¥£® ³° ¢¥¨¿:�������a11 � �b11 a12 � �b12 : : : a1n � �b1na21 � �b21 a22 � �b22 : : : a2n � �b2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1 � �bn1 an2 � �bn2 : : : ann � �bnn������� = 0;£¤¥ kaikk ¨ kbikk|¬ ²°¨¶» ´®°¬ A(x;x) ¨ B(x;x) ¢ª ª®¬-¨¡³¤¼ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en.�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �°¥¡®¢ ¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ®¯°¥¤¥«¥®±²¨®¤®© ¨§ ´®°¬ ¿¢«¿¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥»¬, ® ·¥¬ ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥²±«¥¤³¾¹¨© ¯°¨¬¥°: ¤¢¥ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬»A(x;x) = j�1j2 � j�2j2; B(x;x) = �1�2 + �2�1;¨§ ª®²®°»µ ¨ ®¤  ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©, ¥¬®£³² ¡»²¼ ®¤®¢°¥¬¥® ¯°¨¢¥¤¥» ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢. � ± ¬®¬¤¥«¥, ¯¥°¢®© ´®°¬¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¬ ²°¨¶ A = �1 00 �1� ;



162 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii  ¢²®°®©| ¬ ²°¨¶  B = �0 11 0� :� ±±¬®²°¨¬ ¬ ²°¨¶³A��B, £¤¥ �|¢¥¹¥±²¢¥»© ¯ ° ¬¥²°. �¥¤¥²¥°¬¨ ² ° ¢¥ �(�2+1). � ª ª ª ® ¥ ¨¬¥¥² ¢¥¹¥±²¢¥»µª®°¥©, ²®, ±®£« ±® ±ª § ®¬³ ¢»¸¥, ®¡¥ ´®°¬» ¥ ¬®£³² ¡»²¼¯°¨¢¥¤¥» ®¤®¢°¥¬¥® ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢.x 13. �¨² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿�» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ¢ x 11 ³¨² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ° -¢¥±²¢®¬ UU� = U�U = E: (1)�²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨¬¥¥² ¯°®±²®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«.� ¨¬¥®:�±¿ª®¥ ³¨² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ U ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ±®µ° ¿¥² ±ª «¿°®¥ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥, ². ¥. (Ux;Uy) = (x; y)¤«¿ ¢±¥µ x; y 2 R. �¡° ²®, ¢±¿ª®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ U , ±®µ° ¿¾¹¥¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ³¨-² °® [². ¥. ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ (1)].� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ¤ ®, ·²® U�U = E, ²®(Ux;Uy) = (x;U�Uy) = (x; y):�¡° ²®, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y(Ux;Uy) = (x; y);²® (U�Ux; y) = (x; y);². ¥. (U�Ux; y) = (Ex; y):� ª ª ª ¨§ ° ¢¥±²¢  ¡¨«¨¥©»µ ´®°¬ ±«¥¤³-¥² ° ¢¥±²¢® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ²®U�U = E, ². ¥. U ³¨² °®.



x 13] ³¨² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 163� · ±²®±²¨, ¯°¨ x = y ¨¬¥¥¬:(Ux;Ux) = (x; x);². ¥. ³¨² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ U ¥ ¬¥¿¥² ¤«¨ ¢¥ª-²®°®¢.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ ±®µ° ¿¥² ¤«¨» ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢, ²® ®® ³¨² °®.� ¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¿ ³¨² °®±²¨ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥. �«¿ ½²®£® ¢»¡¥°¥¬ ª ª®©-«¨¡® ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1; e2; : : :: : : ; en. �³±²¼ ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ U ±®®²-¢¥²±²¢³¥² ¬ ²°¨¶ 0B@a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann1CA : (2)�®£¤  ±®¯°¿¦¥®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ U� ±®®²¢¥²-±²¢³¥² ¬ ²°¨¶  0B@a11 a21 : : : an1a12 a22 : : : an2: : : : : : : : : : : : : :a1n a2n : : : ann1CA : (3)�±«®¢¨¥ ³¨² °®±²¨ UU� = E ®§ · ¥², ·²® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶ (2) ¨ (3) ¥±²¼ ¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶ . �±-«¨ ¯¥°¥¬®¦¨²¼ ¨µ ¨ ¯°¨° ¢¿²¼ ½«¥¬¥²» ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¿ ±®®²¢¥²±²¢¥»¬ ½«¥¬¥² ¬ ¥¤¨¨·®© ¬ ²°¨¶»,²® ¯®«³·¨¬:nX�=1 ai�ai� = 1; nX�=1 ai�ak� = 0 (i 6= k): (4)�² ª, ¢ ®°²®£® «¼®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ³±«®¢¨¥UU� = E ®§ · ¥², ·²® ±³¬¬  ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ½«¥¬¥-²®¢ ª ª®©-«¨¡® ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U  



164 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii½«¥¬¥²», ±®¯°¿¦¥»¥ ª ½«¥¬¥² ¬ ¤°³£®© ±²°®ª¨,° ¢  ³«¾,   ±³¬¬  ª¢ ¤° ²®¢ ¬®¤³«¥© ½«¥¬¥²®¢ «¾-¡®© ±²°®ª¨ ° ¢  ¥¤¨¨¶¥.� ª ª ª U�U = E ² ª¦¥ ¥±²¼ ³±«®¢¨¥ ³¨² °®±²¨,²® ¬» ¨¬¥¥¬ ² ª¦¥:nX�=1 a�ia�i = 1; nX�=1 a�ia�k = 0 (i 6= k): (5)�²® ³±«®¢¨¥   «®£¨·® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³, ® ¢¬¥±²® ±²°®ª¢ ¥¬ ³· ±²¢³¾² ±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶».�±«®¢¨¥ (5) ¨¬¥¥² ¯°®±²®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±«.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢Uei = a1ie1 + a2ie2 + : : : + anien¨ Uek = a1ke1 + a2ke2 + : : :+ anken° ¢®P a�ia�k (² ª ª ª e1; e2; : : : ; en|½²® ®°²®£® «¼-»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±); ¯®½²®¬³(Uei; Uek) = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k: (6)�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ ¡»«® ³¨² °»¬, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®,·²®¡» ®® ¯¥°¥¢®¤¨«® ª ª®©-«¨¡® ®°²®£® «¼»© ®°-¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en ±®¢  ¢ ®°²®£® «¼»©¨ ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± Ue1; Ue2; : : : ; Uen.� ²°¨¶  kaikk, ½«¥¬¥²» ª®²®°®© ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²³±«®¢¨¿¬ (4), «¨¡®, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, ³±«®¢¨¿¬ (5),  -§»¢ ¥²±¿ ³¨² °®© ¬ ²°¨¶¥©. �¨² °»¥ ¬ ²°¨¶»¿¢«¿¾²±¿, ª ª ¬» ¢¨¤¥«¨, ¬ ²°¨¶ ¬¨ ³¨² °»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨© ¢ ®°²®£® «¼®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥.� ª ª ª ¯¥°¥µ®¤ ®² ®¤®£® ®°²®£® «¼®£® ®°¬¨°®-¢ ®£® ª ¤°³£®¬³ § ¤ ¥²±¿ ³¨² °»¬ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥¬, ²® ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² ®¤®£® ®°²®£® «¼®£®



x 13] ³¨² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 165®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨±  ª ¤°³£®¬³ ² ª®¬³ ¦¥ ¿¢«¿¥²±¿³¨² °®©.�®±¬®²°¨¬, ª ª ª®¬³ ¯°®±²¥©¸¥¬³ ¢¨¤³ ¬®¦® ¯°¨-¢¥±²¨ ¬ ²°¨¶³ ³¨² °®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯°¨ ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥¬ ¢»¡®°¥ ¡ §¨± .� ¥ ¬ ¬   1. �®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ³¨² °®£®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯® ¬®¤³«¾ ° ¢» 1.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ x|±®¡±²¢¥»© ¢¥-ª²®° ³¨² °®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U ¨ �|±®®²¢¥²±²¢³-¾¹¥¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥, ². ¥.Ux = �x; x 6= 0:�®£¤  (x; x) = (Ux;Ux) = (�x; �x) = ��(x; x);². ¥. �� = 1, § ·¨² j�j = 1, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.� ¥ ¬ ¬   2. �³±²¼ U|³¨² °®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ¨ e|¥£® ±®¡-±²¢¥»© ¢¥ª²®°, ². ¥.Ue = �e; e 6= 0:�®£¤  (n� 1)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1, ±®±²®¿¹¥¥¨§ ¢¥ª²®°®¢ x, ®°²®£® «¼»µ ª e, ¨¢ °¨ ²® ®²®-±¨²¥«¼® U .� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ x 2 R1, ². ¥. (x; e) == 0. �®ª ¦¥¬, ·²® Ux 2 R1, ². ¥. ·²® (Ux; e) = 0. �± ¬®¬ ¤¥«¥,(Ux;Ue) = (U�Ux; e) = (x; e) = 0:� ² ª ª ª Ue = �e, ²® �(Ux; e) = 0. �® ¢ ±¨«³ «¥¬¬» 1� 6= 0, ¯®½²®¬³ (Ux; e) = 0, ². ¥. Ux 2 R1. �«¥¤®¢ ²¥«¼-®, ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1 ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼® U .� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �³±²¼ U|³¨² °®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �®£¤ 



166 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii±³¹¥±²¢³¥² n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ±®¡±²¢¥»µ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U . �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¯® ¬®¤³«¾ ° ¢» ¥¤¨¨¶¥.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1 x 10 ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ U , ª ª ¨ ¢±¿ª®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,¨¬¥¥² ¢ R µ®²¿ ¡» ®¤¨ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°. �¡®-§ ·¨¬ ¥£® e1. �®£« ±® «¥¬¬¥ 2, (n � 1)-¬¥°®¥ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢® R1, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°®±²-° ±²¢  R, ®°²®£® «¼»µ ª e1, ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨-²¥«¼® U . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ R1 ¨¬¥¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤¨±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° e2 ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U . �¥°¥§ R2®¡®§ ·¨¬ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥¨§ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ R1 ¨ ®°²®£® «¼»µª e2. � R2 ±®¤¥°¦¨²±¿ ¥ª®²®°»© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª-²®° e3 ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U ¨ ². ¤.; ¯°®¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®-¶¥±±, ¬» ¯®±²°®¨¬ n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ±®¡±²¢¥-»µ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; en ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U . �®£« ±®«¥¬¬¥ 1 ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±®¡-±²¢¥»¬ ¢¥ª²®° ¬ e1; e2; : : : ; en, ¯® ¬®¤³«¾ ° ¢» 1.� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �«¿ ª ¦¤®£® ³¨² °®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ U ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ±³¹¥±²¢³¥²®°¬¨°®¢ »© ®°²®£® «¼»© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¬ -²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U ¤¨ £® «¼ , ². ¥. ¨¬¥¥² ¢¨¤:0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA ; (7)¯°¨·¥¬ �1; �2; : : : ; �n|·¨±« , ¯® ¬®¤³«¾ ° ¢»¥ ¥¤¨-¨¶¥.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ U|³¨² °®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥. �®£¤  n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ®°¬¨-°®¢ »µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ¯®±²°®¥»µ ¢ ¯°¥-¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥, ®¡° §³¾² ¨±ª®¬»© ¡ §¨±. �¥©±²-



x 13] ³¨² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 167¢¨²¥«¼®, Ue1 = �1e1;Ue2 = �2e2;. . . . . . . .Uen = �nen¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U ¢ ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; en ¨¬¥¥² ¢¨¤ (7). �¨±«  �1; �2; : : : ; �n ¯® ¬®¤³-«¾ ° ¢» 1 ¢ ±¨«³ «¥¬¬» 1. �¥®°¥¬  ¤®ª §  .� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼, ·²® ¢¥°® ¨ ®¡° ²®¥, ². ¥. ¥±-«¨ ¢ ¥ª®²®°®¬ ®°²®£® «¼®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ U¨¬¥¥² ¢¨¤ (7), ²® U ³¨² °®.2. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A| ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ (A� iE)�1(A+ iE) ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ³¨-² °»¬.3. �³±²¼ U |³¨² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ U �E ®¡° ²¨¬®, ²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥A = i(U �E)�1(U +E)± ¬®±®¯°¿¦¥®¥.� ª ª ª ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² ®¤®£® ®°²®£® «¼®£®®°¬¨°®¢ ®£® ¡ §¨±  ª ¤°³£®¬³ § ¤ ¥²±¿ ³¨² °®©¬ ²°¨¶¥©, ²® ¯®«³·¥»© ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ °¥§³«¼² ²¬» ¬®¦¥¬ ¢ ¬ ²°¨·»µ ²¥°¬¨ µ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±«¥-¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:�³±²¼ U|§ ¤  ¿ ³¨² ° ¿ ¬ ²°¨¶ . �®£¤  ±³-¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ³¨² ° ¿ ¬ ²°¨¶  V , ·²® U ¯°¥¤±² -¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ U = V �1DV ;£¤¥ D|¤¨ £® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶ , ³ ª®²®°®© ¯® ¤¨ £® -«¨ ±²®¿² ·¨±« , ¯® ¬®¤³«¾ ° ¢»¥ 1.� «®£¨·®, ®±®¢®© °¥§³«¼² ² ¢ ¯. 1 x 12 ¢ ¬ ²°¨·-»µ ²¥°¬¨ µ ´®°¬³«¨°³¥²±¿ ² ª:�³±²¼ A|§ ¤  ¿ ½°¬¨²®¢  ¬ ²°¨¶ . �®£¤  A ¬®-¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥A = V �1DV ;



168 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii£¤¥ V |³¨² ° ¿ ¬ ²°¨¶ ,   D|¤¨ £® «¼ ¿ ¬ -²°¨¶ , ³ ª®²®°®© ¯® ¤¨ £® «¨ ±²®¿² ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨-±« .x 14. �¥°¥±² ®¢®·»¥ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.�®°¬ «¼»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿1. �¥°¥±² ®¢®·»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �» ¢¨¤¥«¨(x 12), ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® «¨¥©®£®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¥±²¼ ±¢®© ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ -»© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¥£® ¬ ²°¨¶  ¤¨ £® «¼ . �®¦¥²®ª § ²¼±¿ ·²® ¤«¿ ¥±ª®«¼ª¨µ ± ¬®±®¯°¿¦¥»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨© ±³¹¥±²¢³¥² ®¤¨ ®¡¹¨© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬¬ ²°¨¶» ¢±¥µ ½²¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¤¨ £® «¼». �»¢»¿±¨¬ §¤¥±¼, ¯°¨ ª ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ½²® ¢®§¬®¦®. � §-¡¥°¥¬ ¢ ¯¥°¢³¾ ®·¥°¥¤¼ ±«³· © ¤¢³µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.� ¥ ¬ ¬   1. �³±²¼ A ¨ B|¤¢  ¯¥°¥±² ®¢®·»µ«¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ². ¥.AB = BA:�®£¤  ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· ¾¹¨µ ¤ ®¬³ ±®¡±²¢¥®¬³§ ·¥¨¾ �, ®¡° §³¥² (¢¬¥±²¥ ± ³«¥¢»¬ ¢¥ª²®°®¬)¯®¤¯°®±²° ±²¢® R�, ¨¢ °¨ ²®¥ ®²®±¨²¥«¼®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ B.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. � ¬ ³¦® ¯®ª § ²¼, ·²®¥±«¨ x 2 R�; ². ¥. Ax = �x;²® ¨ Bx 2 R�; ². ¥. ABx = �Bx:�® ² ª ª ª AB = BA, ²®ABx = BAx = B�x = �Bx;¨ «¥¬¬  ¤®ª §  .� ¥ ¬ ¬   2. �¾¡»¥ ¤¢  ¯¥°¥±² ®¢®·»µ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ ¨¬¥¾² ®¡¹¨© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°.



x 14] ¯¥°¥±² ®¢®·»¥ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 169� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ AB = BA ¨ R�|¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ² ª¨µ ¢¥ª²®°®¢ x,·²® Ax = �x, £¤¥ �|±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A. �®£« ±® «¥¬¬¥ 1, R� ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨-²¥«¼® B. �®½²®¬³ ¢ ¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° x0, ±®¡-±²¢¥»© ¤«¿ B. �²®² ¢¥ª²®° ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¨¤«¿ A, ² ª ª ª ¢±¥ ¢¥ª²®°» ¨§ R� ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥-»¬¨ ¤«¿ A.�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �±«¨ AB = BA, ²®, ¢®®¡¹¥ £®¢®-°¿, ¥ ¢±¿ª¨© ¢¥ª²®°, ±®¡±²¢¥»© ¤«¿ A, ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡-±²¢¥»¬ ¨ ¤«¿ B. � ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ A ¥±²¼ ¥¤¨¨·®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ E, ²® ¤«¿ ¥£® «¾¡®© ¢¥ª²®° x ¿¢«¿¥²-±¿ ±®¡±²¢¥»¬. �¤ ª® x ¢®¢±¥ ¥ ¡³¤¥² ±®¡±²¢¥»¬¢¥ª²®°®¬ ¤«¿ «¾¡®£® ¯¥°¥±² ®¢®·®£® ± E ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿, ² ª ª ª ± E ¯¥°¥±² ®¢®·» ¢±¥ «¨¥©»¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿.� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �³±²¼ A ¨ B|¤¢  ± ¬®±®¯°¿¦¥-»µ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ n-¬¥°®¬¯°®±²° ±²¢¥ R. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¢ R ±³¹¥±²¢®¢ «®°²®£® «¼»© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨B ®¤®¢°¥¬¥® ¯°¨¢®¤¿²±¿ ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥, ¥-®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ®¨ ¡»«¨ ¯¥°¥±² ®-¢®·» (². ¥. AB = BA).� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. � ® ± ²   ² ® ·  ® ± ² ¼. �³±²¼AB = BA. �®£¤ , ¢ ±¨«³ «¥¬¬» 2, ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®°e1, ±®¡±²¢¥»© ¨ ¤«¿ A, ¨ ¤«¿ B, ². ¥. ² ª®©, ·²®Ae1 = �1e1; Be1 = �1e1:(n�1)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1, ®°²®£® «¼®¥ ª e1,¨¢ °¨ ²® ª ª ¤«¿ A, ² ª ¨ ¤«¿ B (±¬. «¥¬¬³ 2 x 12).�³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨ B «¨¸¼ ¢ R1.�®£« ±® «¥¬¬¥ 2 ¢ R1 ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° e2, ±®¡±²¢¥-»© ¨ ¤«¿ A, ¨ ¤«¿ B:Ae2 = �2e2; Be2 = �2e2:



170 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R1, ®°²®£® «¼»µ ª e2,®¡° §³¥² (n � 2)-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¨¢ °¨ ²®¥ª ª ®²®±¨²¥«¼® A, ² ª ¨ ®²®±¨²¥«¼® B, ¨ ². ¤. �°®-¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®¶¥±±, ¬» ¯®«³·¨¬ n ¯®¯ °® ®°²®£®- «¼»µ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; en, ±®¡±²¢¥»µ ª ª ¤«¿ A,² ª ¨ ¤«¿ B:Aei = �iei; Bei = �iei (i = 1; : : : ; n):�°¨¬¥¬ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en §  ¡ §¨± ¢ R. �®£¤  ®¡ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨ B § ¯¨¸³²±¿ ¢ ¤¨ £® «¼®© ´®°-¬¥. �®±² ²®·®±²¼ ³±«®¢¨¿ AB = BA ¤®ª §  .� ¥ ® ¡ µ ® ¤ ¨ ¬ ® ± ² ¼. �³±²¼ ¢ ¥ª®²®°®¬ ®°²®£®- «¼®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨© A ¨ B ¤¨ £®- «¼». �¾¡»¥ ¤¨ £® «¼»¥ ¬ ²°¨¶», ª ª ½²® «¥£ª®¯°®¢¥°¨²¼, ¯¥°¥±² ®¢®·» ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �® ¥±«¨ ¬ -²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ ¯¥°¥±² ®-¢®·», ²® ¯¥°¥±² ®¢®·» ¨ ± ¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �³±²¼ U1 ¨ U2 |¯¥°¥±² ®¢®·»¥ ³¨² °-»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �®ª § ²¼, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬®¨ ®¤®¢°¥¬¥® § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥.�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �¥®°¥¬  1 ¯¥°¥®±¨²±¿   «¾¡®¥ ¬®¦¥±²¢®¯®¯ °® ¯¥°¥±² ®¢®·»µ ± ¬®±®¯°¿¦¥»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©. �®-ª § ²¥«¼±²¢® ¯®¢²®°¿¥²±¿ ¤®±«®¢®, ²®«¼ª® ¢¬¥±²® «¥¬¬» 2 ¨±-¯®«¼§³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿� ¥ ¬ ¬   20. � «¾¡®£® ¬®¦¥±²¢  ¯®¯ °® ¯¥°¥±² ®¢®·-»© «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¥±²¼ ®¡¹¨© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ® ¡³¤¥¬ ¢¥±²¨ ¯® ¨¤³ª¶¨¨. � ®¤®¬¥°-®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (n = 1) «¥¬¬  ®·¥¢¨¤ . �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿¯°®±²° ±²¢ ° §¬¥°®±²¨ < n «¥¬¬  ¤®ª §   ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥¥ ¤«¿n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ .�±«¨ ª ¦¤»© ¢¥ª²®° ¨§ R ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¤«¿ ª ¦¤®£®¨§ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© �) A;B;C; : : : , ²® ¢±¥ ¤®ª § -®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯®½²®¬³, ·²® µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¢¥ª²®° ¥ ¿¢«¿¥²±¿±®¡±²¢¥»¬ ¤«¿ ª ª®£®-«¨¡® ¨§  ¸¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©,  ¯°¨-¬¥° ¤«¿ A.�) �²® ®§ · ¥², ·²® ª ¦¤®¥ ¨§ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© A;B;C; : : :ª° ²® ¥¤¨¨·®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾.



x 14] ¯¥°¥±² ®¢®·»¥ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 171�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ R1 ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®-°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· ¾¹¨µ ª ª®¬³-¨¡³¤¼ ±®¡±²¢¥®-¬³ § ·¥¨¾ �. �®£« ±® «¥¬¬¥ 1, R1 ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼-® B;C; : : : (¨, ± ¬® ±®¡®© ° §³¬¥¥²±¿, ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼-® A). �°¨ ½²®¬ R1 ¥±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ®²«¨·®¥ ®² ³«¥¢®£®¨ ®² ¢±¥£® R ¨ ¨¬¥¾¹¥¥, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ° §¬¥°®±²¼ 6 n � 1.� ª ª ª ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¤«¿ ¯°®±²° ±²¢ ° §¬¥°®±²¨, ¬¥¼-¸¥© ·¥¬ n, ²¥®°¥¬  ¤®ª §  , ²® ¢ R1 ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A;B;C; : : :¨¬¥¾² ®¡¹¨© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°, ¨ «¥¬¬  ¤®ª §  .2. �®°¬ «¼»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. � xx 12 ¨ 13 ¬»®§ ª®¬¨«¨±¼ ± ¤¢³¬¿ ª« ±± ¬¨ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ -¨©, ¯°¨¢®¤¨¬»x ¢ ¥ª®²®°®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ®°²®£®- «¼®¬ ¡ §¨±¥ ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥. �¥©· ± ¬» ¢»-¿±¨¬, ª ª®¢ ®¡¹¨© ¢¨¤ ¢±¥µ ² ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �«¿ ²®£® ·²®¡» ±³¹¥±²¢®¢ « ®°-²®£® «¼»© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ A ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨¤®±² ²®·®, ·²®¡» AA� = A�A:(� ª¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¬»  §¢ «¨ ¢ x 11 ®°¬ «¼»-¬¨.)� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. � ¥ ® ¡ µ ® ¤ ¨ ¬ ® ± ² ¼. �³±²¼¢ ¥ª®²®°®¬ ®°²®£® «¼®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ¬ -²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¤¨ £® «¼ , ². ¥. ¨¬¥¥² ¢¨¤0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA :� ª ª ª ¡ §¨± ®°²®£® «¼»© ¨ ®°¬¨°®¢ »©, ²® ¬ -²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A� ¨¬¥¥² ¢¨¤0BB@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CCA :



172 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨© A ¨ A� ¤¨ £® «¼» ¨, § -·¨², ¯¥°¥±² ®¢®·» ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯¥-°¥±² ®¢®·» ¨ ± ¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨ A�.� ® ± ²   ² ® ·  ® ± ² ¼. �³±²¼ A ¨ A� ¯¥°¥±² ®¢®·».�®£¤ , ±®£« ±® «¥¬¬¥ 2 ½²®£® ¯ ° £° ´ , ³ A ¨ A� ±³-¹¥±²¢³¥² ®¡¹¨© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° e1, ². ¥.Ae1 = �1e1; A�e1 = �1e1 �):(n � 1)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R1, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢¥ª-²®°®¢, ®°²®£® «¼»µ ª e1, ¨¢ °¨ ²® ª ª ®²®±¨-²¥«¼® A, ² ª ¨ ®²®±¨²¥«¼® A�. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼x 2 R1, ². ¥. (x; e1) = 0. �®£¤ (Ax; e1) = (x;A�e1) = (x; �1e1) = �1(x; e1) = 0;². ¥. x 2 R1. �¢ °¨ ²®±²¼ R1 ®²®±¨²¥«¼® A ¤®-ª §  . � «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¨¢ °¨ ²®±²¼ R1®²®±¨²¥«¼® A�.�°¨¬¥¿¿ ª R1 ²³ ¦¥ «¥¬¬³ 2, ¯®«³·¨¬, ·²® ¢ R1 ±³-¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° e2, ±®¡±²¢¥»© ®¤®¢°¥¬¥® ¨ ¤«¿A, ¨ ¤«¿ A�. �¥°¥§ R2 ®¡®§ ·¨¬ (n�2)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  R1,®°²®£® «¼»µ ª e2, ¨ ². ¤. �°®¤®«¦ ¿ ² ª¨¬ ®¡° -§®¬, ¬» ¯®±²°®¨¬ n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ¢¥ª²®°®¢e1; e2; : : : ; en, ª ¦¤»© ¨§ ª®²®°»µ ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ª ª ¤«¿ A, ² ª ¨ ¤«¿ A�. �¥ª²®°» e1; e2; : : : ; en ®¡° §³-¾² ®°²®£® «¼»© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ª ª A, ² ª ¨ A�¯°¨¢®¤¿²±¿ ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥.� ° ³ £ ® ¥ ¤ ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ® ¤ ® ± ²   ² ® ·  ® ± ² ¨.�®«®¦¨¬ A1 = A+A�2 ; A2 = A�A�2i :�°¥®¡° §®¢ ¨¿ A1 ¨ A2|± ¬®±®¯°¿¦¥»¥. �±«¨ A¨ A� ¯¥°¥±² ®¢®·», ²® A1 ¨ A2 ² ª¦¥ ¯¥°¥±² ®¢®·-�) �¯° ¦¥¨¥: ¤®ª § ²¼, ·²® �1 = �1.



x 15] ° §«®¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 173». � ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1  ±²®¿¹¥£® ¯ ° £° ´  ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A1 ¨ A2 ¬®£³² ¡»²¼ ®¤®¢°¥¬¥® ¯°¨¢¥¤¥»ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥. �® ²®£¤  ¨ A = A1 + iA2 ² ª¦¥§ ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥.�±«¨ A|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ²®AA� = A�A = A2;². ¥. A ®°¬ «¼®. �®°¬ «¼»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¢±¿-ª®¥ ³¨² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ² ª ª ª ¢ ½²®¬ ±«³· ¥UU� = U�U = E. �®½²®¬³ ²¥®°¥¬  2 ½²®£® ¯ ° £° ´ ±®¤¥°¦¨² ª ª · ±²»© ±«³· © °¥§³«¼² ²» x 12 (¯. 1) ¨x 13.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡®¥ ¬®¦¥±²¢® ¯®¯ °®¯¥°¥±² ®¢®·»µ ®°¬ «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¯°¨¢®¤¨²±¿ ®¤®-¢°¥¬¥® ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥.2. �®ª § ²¼, ·²® ¢±¿ª®¥ ®°¬ «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¬®¦¥²¡»²¼ § ¯¨± ® ¢ ¢¨¤¥ A = HU = UH;£¤¥ H|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   U |³¨² °®¥,¯°¨·¥¬ H ¨ U ¯¥°¥±² ®¢®·».� ª   §    ¨ ¥. �»¡° ²¼ ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ A ¨ A� ¯°¨¢®¤¿²±¿ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥.3. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A = HU , £¤¥ H ¨ U ¯¥°¥±² ®¢®·»,H| ½°¬¨²®¢®, U |³¨² °®, ²® A|®°¬ «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥.x 15. � §«®¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ³¨² °®£® ¨ ½°¬¨²®¢ �±¿ª®¥ ª®¬¯«¥ª±®¥ ·¨±«® ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¢ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ·¨±«  ¨ ·¨±« , ¯® ¬®¤³«¾° ¢®£® ¥¤¨¨¶¥ (² ª  §»¢ ¥¬ ¿ ²°¨£®®¬¥²°¨·¥±ª ¿´®°¬  ª®¬¯«¥ª±®£® ·¨±« ). �» µ®²¨¬ ¯®«³·¨²¼ ¤«¿«¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©   «®£ ² ª®£® ° §«®¦¥¨¿.� «®£®¬ ·¨±¥«, ¯® ¬®¤³«¾ ° ¢»µ ¥¤¨¨¶¥, ¿¢«¿-¾²±¿ ³¨² °»¥ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. � «®£®¬¯®«®¦¨²¥«¼»µ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥« ¿¢«¿¾²±¿ ² ª



174 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii §»¢ ¥¬»¥ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»¥ «¨¥©»¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ H §»¢ ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥»¬, ¥±«¨ H ± -¬®±®¯°¿¦¥® ¨ (Hx; x) > 0 ¤«¿ «¾¡®£® x.� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �±¿ª®¥ ¥¢»°®¦¤¥®¥ «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥® ¢ ¢¨¤¥A = HU («¨¡® A = U1H1);£¤¥ H (±®®²¢. H1)|¥¢»°®¦¤¥®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®®¯°¥¤¥«¥®¥,   U (±®®²¢. U1)|³¨² °®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥.� ¬® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¬» ¯°®¢¥¤¥¬ ¥±ª®«¼ª® ¯®§¦¥:±¥©· ± ¬» ¢»¿±¨¬, ª ª ¯® A  ©²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥H ¨ U , ¥±«¨ ³ª § ®¥ ¢ ²¥®°¥¬¥ 1 ° §«®¦¥¨¥ ¢®§¬®¦-®; ½²® ¯®¤±ª ¦¥²  ¬ ¯³²¼ ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥-¬».�³±²¼ A = HU , £¤¥ H|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®¥¥¢»°®¦¤¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   U |³¨² °®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥. H «¥£ª® ¢»° §¨²¼ ·¥°¥§ A; ¢ ± ¬®¬ ¤¥«¥,A� = U�H� = U�1H;®²ª³¤  AA� = H2:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡»  ©²¨ H, ³¦® À¨§-¢«¥·¼ ª¢ ¤° ²»© ª®°¥¼Á ¨§ AA�. � ¿ A ¨ H, «¥£ª®¯®«³·¨²¼ ¨ U , ¯®« £ ¿ U = H�1A.�®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 1 ¯°¥¤¯®¸«¥¬ ²°¨ «¥¬¬».� ¥ ¬ ¬   1. � ª®¢® ¡» ¨ ¡»«® «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ A, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ AA�|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥-¤¥«¥®¥. �±«¨ A ¥ ¢»°®¦¤¥®, ²® AA� ² ª¦¥ ¥ ¢»-°®¦¤¥®.



x 15] ° §«®¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 175� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ AA� ¯®«®-¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®e. �¥©±²¢¨²¥«¼®:(AA�x; x) = (A�x;A�x) > 0¤«¿ «¾¡®£® x. �°®¬¥ ²®£®,(AA�)� = A��A� = AA�;². ¥. AA�|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥.�±«¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¥ ¢»°®¦¤¥®, ²® ¤¥²¥°¬¨- ² ¬ ²°¨¶» kaikk ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ «¾¡®¬ ®°²®£®- «¼®¬ ¡ §¨±¥ ¥ ° ¢¥ ³«¾. �¥²¥°¬¨ ² ¬ ²°¨¶»kaikk ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A� ¢ ²®¬ ¦¥ ¡ §¨±¥ ¿¢«¿¥²±¿ ª®¬-¯«¥ª±® ±®¯°¿¦¥»¬ ª ¤¥²¥°¬¨ ²³ ¬ ²°¨¶» kaikk ¨,±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ² ª¦¥ ¥ ° ¢¥ ³«¾. �®½²®¬³ ¢ ¤ ®¬±«³· ¥ ¤¥²¥°¬¨ ² ¬ ²°¨¶», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¾ AA�, ¥ ° ¢¥ ³«¾,   ½²® ®§ · ¥², ·²®¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ AA�|¥¢»°®¦¤¥®¥.� ¥ ¬ ¬   2. �±«¨ B|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ²® ¥£® ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¥®²°¨-¶ ²¥«¼». �¡° ²®, ¥±«¨ ¢±¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿± ¬®±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ B ¥®²°¨¶ ²¥«¼-», ²® B|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ B ¯®«®¦¨²¥«¼®®¯°¥¤¥«¥® ¨ Be = �e. �®£¤ (Be; e) = �(e; e)¨ ² ª ª ª (Be; e) > 0 ¨ (e; e) > 0, ²® � > 0.�¡° ²®, ¯³±²¼ ¢±¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ± ¬®±®-¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ B ¥®²°¨¶ ²¥«¼», e1;e2; : : : ; en|®°¬¨°®¢ »© ®°²®£® «¼»© ¡ §¨±, ±®-±²®¿¹¨© ¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ B.�³±²¼ x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen



176 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii|¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®° ¨§ R. �®£¤ (Bx; x) == (�1Be1+�2Be2+: : :+�nBen; �1e1+�2e2+: : :+�nen) == (�1�1e1+�2�2e2+: : :+�n�nen; �1e1+�2e2+: : :+�nen) == �1j�1j2 + �2j�2j2 + : : : + �nj�nj2 (1)¨ ² ª ª ª ¢±¥ �i ¥®²°¨¶ ²¥«¼», ²® (Bx; x) > 0.�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �§ ° ¢¥±²¢  (1) ¥¯®±°¥¤±²¢¥®¢¨¤®, ·²® ¥±«¨ ¢±¥ �i ¯®«®¦¨²¥«¼», ²® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ B ¥ ¢»°®¦¤¥® ¨ ®¡° ²®.� ¥ ¬ ¬   3. �±«¨ B|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®®¯°¥¤¥«¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ H, ·²® H2 = B (¬» § -¯¨¸¥¬ ½²® ² ª: H = pB = B 12 ). �°¨ ½²®¬, ¥±«¨ B ¥¢»°®¦¤¥®, ²® ¨ H ¥ ¢»°®¦¤¥®.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �»¡¥°¥¬ ¢ R ®°²®£® «¼-»© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ B § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¤¨ £® «¼®©´®°¬¥: B = 0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA ;�1; �2; : : : ; �n|±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ B. �®£« ±® «¥¬-¬¥ 2 ¢±¥ �i > 0. �®«®¦¨¬H = 0BB@p�1 0 : : : 00 p�2 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : p�n1CCA ;£¤¥ ·¨±«  p�i ¢»¡¨° ¾²±¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¬¨. � ±¨«³²®© ¦¥ «¥¬¬» 2 ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ H ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥-¤¥«¥®. �°¨ ½²®¬, ¥±«¨ B ¥ ¢»°®¦¤¥®, ²® (±¬. § ¬¥-· ¨¥ ª «¥¬¬¥ 2) �i > 0, § ·¨², ¨ p�i > 0 ¨, ±«¥¤®¢ -²¥«¼®, H ¥ ¢»°®¦¤¥®.



x 15] ° §«®¦¥¨¥ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 177�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 1. �³±²¼A|«¾¡®¥ ¥¢»°®¦¤¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥.�®«®¦¨¬ H = pAA�:� ±¨«³ ¤®ª § »µ «¥¬¬ 1 ¨ 3, H ¥±²¼ ¥¢»°®¦¤¥®¥¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �®«®¦¨¬,¤ «¥¥, U = H�1A: (2)�°¥®¡° §®¢ ¨¥ U ³¨² °®. � ± ¬®¬ ¤¥«¥,UU� = H�1A(H�1A)� = H�1AA�H�1 = H�1H2H�1 = E:�§ (2) ±«¥¤³¥²,·²® A = HU . �¥®°¥¬  ¤®ª §  .�¯¥° ¶¨¾ ¨§¢«¥·¥¨¿ ª¢ ¤° ²®£® ª®°¿, ¯°¨¬¥¥-³¾ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥, ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢  ±«¥¤³¾¹¥£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿:�³±²¼ A ¨ B|¤¢  ± ¬®±®¯°¿¦¥»µ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿, ¯°¨·¥¬ A|¥¢»°®¦¤¥®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥-¤¥«¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �®£¤  ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ AB ¢¥¹¥±²¢¥».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �» § ¥¬, ·²® µ ° ª²¥°¨-±²¨·¥±ª¨¥ ¬®£®·«¥» (  § ·¨², ¨ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥-¨¿) ¯°¥®¡° §®¢ ¨©X = AB ¨ C�1XC±®¢¯ ¤ ¾². �®«®¦¨¬ C = A 12 . �®£¤ C�1XC = A� 12ABA 12 = A 12BA 12 :�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯®«³·¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¿¢«¿-¥²±¿ ± ¬®±®¯°¿¦¥»¬:�A 12BA 12 �� = �A 12 ��B��A 12 �� = A 12BA 12 :�²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A ¨ B|¯®«®¦¨²¥«¼®®¯°¥¤¥«¥»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¨§ ª®²®°»µ ®¤® ¥ ¢»°®¦¤¥®,²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ AB ¨¬¥¥² ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ±®¡±²¢¥»¥ § -·¥¨¿.



178 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. iix 16. �¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¡³¤¥¬ § ¨¬ ²¼±¿ «¨¥©»-¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �§¬ ²¥°¨ «  ¤ ®© £« ¢» ¤«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·® § ²¼±®¤¥°¦ ¨¥ xx 9{11.1. �±¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ x 10,   ¨¬¥® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨-¢ °¨ ²®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ , ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®° ,±®¡±²¢¥®£® § ·¥¨¿, ¡»«¨ ¢¢¥¤¥» ¤«¿ «¨¥©®£®¯°®±²° ±²¢   ¤ ¯°®¨§¢®«¼»¬ ¯®«¥¬ ¨ ¯®½²®¬³ ¨¬¥-¾² ±¬»±« ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ¢¥¹¥±²¢¥®£® «¨¥©®£® ¯°®±-²° ±²¢ .�³¹¥±²¢¥³¾ °®«¼ ¢® ¢±¥© ²¥®°¨¨ ¨£° «  ¤®ª § - ¿ ¢ x 10 ²¥®°¥¬  ® ²®¬, ·²® ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° -±²¢¥ ¢±¿ª®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¨¬¥¥² ±®¡±²¢¥-»© ¢¥ª²®° (®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° -±²¢®). � ±«³· ¥ ¢¥¹¥±²¢¥®£® ¯°®±²° ±²¢  ½²  ²¥®-°¥¬  ¥¢¥° . � ¯°¨¬¥°, ¯®¢®°®² ¯«®±ª®±²¨ ¢®ª°³£  -· «  ª®®°¤¨ ²   ³£®«, ®²«¨·»© ®² k�, ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±®¡®© «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¥ ¨¬¥¾¹¥¥ ¨ ®¤®£®®¤®¬¥°®£® ¨¢ °¨ ²®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ . �¤ ª®¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ :� ¥ ® ° ¥ ¬   1. � ¢±¿ª®£® «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ±³-¹¥±²¢³¥² ®¤®¬¥°®¥ ¨«¨ ¤¢³¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥¯®¤¯°®±²° ±²¢®.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �»¡¥°¥¬ ¢ R ¡ §¨± e1;e2; : : : ; en. �°¥®¡° §®¢ ¨¾ A ®²¢¥· ¥² ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥¬ ²°¨¶  kaikk.� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨©a11�1 + a12�2 + : : : + a1n�n = ��1;a21�1 + a22�2 + : : : + a2n�n = ��2;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n = ��n 9>>=>>; (1)



x 16] ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ 179¨ ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¤«¿ ¥¥ ¥³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥ �01 ; �02 ; : : : ; �0n.� ª®¥ °¥¸¥¨¥ ±³¹¥±²¢³¥² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ���������a11 � � a12 : : : a1na21 a22 � � : : : a2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1 an2 : : : ann � ����������° ¢¥ ³«¾. �°¨° ¢¿¢ ¥£® ³«¾, ¬» ¯®«³·¨¬ ³° ¢¥-¨¥ n-© ±²¥¯¥¨ ®²®±¨²¥«¼® � ± ¢¥¹¥±²¢¥»¬¨ ª®-½´´¨¶¨¥² ¬¨. �³±²¼ �0 ¥±²¼ ª®°¥¼ ½²®£® ³° ¢¥¨¿.�®§¬®¦» ¤¢  ±«³· ¿:a) �0 ¥±²¼ ¢¥¹¥±²¢¥»© ª®°¥¼ ½²®£® ³° ¢¥¨¿.�®£¤  ¬®¦®  ©²¨ ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ¥ ¢±¥ ° ¢»¥ ³«¾·¨±«  �01 ; �02 ; : : : ; �0n, ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ °¥¸¥¨¥¬ ±¨±²¥¬» (1).�·¨² ¿ ¨µ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¥ª®²®°®£® ¢¥ª²®°  x ¢ ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; en, ¬» ¬®¦¥¬ ±¨±²¥¬³ (1) ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥Ax = �0x;². ¥. x ¯®°®¦¤ ¥² ®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®.b) �0 = �+ i�, ². ¥. �0 ª®¬¯«¥ª±®. �³±²¼�1 + i�1; �2 + i�2; : : : ; �n + i�n¥±²¼ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (1); ¯®¤±² ¢«¿¿ ½²¨ ·¨±«  ¢¬¥-±²® �1; �2; : : : ; �n ¢ (1) ¨ ®²¤¥«¿¿ ¢¥¹¥±²¢¥³¾ · ±²¼ ®²¬¨¬®©, ¬» ¯®«³· ¥¬:a11�1 + a12�2 + : : :+ a1n�n = ��1 � ��1;a21�1 + a22�2 + : : :+ a2n�n = ��2 � ��2;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n = ��n � ��n 9>>>=>>>; (2)



180 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii¨ ±®®²¢¥²±²¢¥®a11�1 + a12�2 + : : : + a1n�n = ��1 + ��1;a21�1 + a22�2 + : : : + a2n�n = ��2 + ��2;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .an1�1 + an2�2 + : : :+ ann�n = ��n + ��n:9>>>=>>>; (20)�³¤¥¬ ²¥¯¥°¼ �1; �2; : : : ; �n (±®®²¢. �1; �2; : : : ; �n) ±·¨-² ²¼ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¥ª®²®°®£® ¢¥ª²®°  x (±®®²¢. y)¢ R; ²®£¤  ±®®²®¸¥¨¿ (2) ¨ (20) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ±«¥-¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Ax = �x� �y; Ay = �y + �x: (3)� ¢¥±²¢  (3) ®§ · ¾², ·²® ¤¢³¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° -±²¢®, ¯®°®¦¤¥®¥ ¢¥ª²®° ¬¨ x ¨ y, ¨¢ °¨ ²® ®²®-±¨²¥«¼® A.� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ²¥¬, ·²® ¢ ¤¢³-¬¥°®¬ ¨¢ °¨ ²®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥, ®²¢¥· ¾¹¥¬ª®°¾ � = �+ i�, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ (3).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° -±²¢¥ ¥·¥²®£® ·¨±«  ¨§¬¥°¥¨© (¢ · ±²®±²¨ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬) ³ª ¦¤®£® «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¥±²¼ ®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²-®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.2. � ¬®±®¯°¿¦¥»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R  §»¢ -¥²±¿ ± ¬®±®¯°¿¦¥»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ x ¨ y(Ax; y) = (x;Ay): (4)�³±²¼ e1; e2; : : : ; en |®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ -»© ¡ §¨± ¢ R ¨x = �1e1+ �2e2+ : : :+ �nen; y = �1e1+ �2e2+ : : :+ �nen:



x 16] ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ 181�³±²¼, ¤ «¥¥, �i|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  z = Ax, ². ¥.�i = nXk=1 aik�k;£¤¥ kaikk|¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¡ §¨±¥ e1;e2; : : : ; en. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,(Ax; y) = (z; y) = nXi=1 �i�i = nXi;k=1 aik�k�i:� «®£¨·®, (x;Ay) = nXi;k=1 aik�i�k: (5)� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±«®¢¨¥ (4) ®§ · ¥², ·²®aik = aki:�² ª, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¡»«® ± ¬®-±®¯°¿¦¥»¬, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¢ ®°-²®£® «¼®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ¥£® ¬ ²°¨¶  ¡»« ±¨¬¬¥²°¨· .�±¿ª ¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  A(x; y) ¢¯°®¨§¢®«¼®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤A(x; y) = nXi;k=1 aik�i�k; (6)£¤¥ aik = aki. �° ¢¨¢ ¿ (5) ¨ (6), ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨©°¥§³«¼² ², ª®²®°»© ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ²¥®°¥¬» 3 ½²®£® ¯ ° £° ´ :�«¿ ¢±¿ª®© ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬»A(x; y) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ A, ·²® A(x; y) = (Ax; y):



182 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ ±³¹¥±²¢³¥² ®°²®£® «¼»© ¡ §¨±, ¢ ª®²®-°®¬ ¬ ²°¨¶  ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤¨ £® «¼ .�®ª § ²¥«¼±²¢® ¡³¤¥² ®±®¢ ®   ±®¤¥°¦ ¨¨ ¯. 1.�°³£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ¥ § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ¯. 1 (¨, ±«¥¤®¢ -²¥«¼®, ²¥®°¥¬» ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ª®°¿  «£¥¡° ¨·¥±ª®£®³° ¢¥¨¿), ±¬. ¢ x 17.�°¥¤¢ °¨²¥«¼® ¤®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ «¥¬¬».� ¥ ¬ ¬   1. � ¢±¿ª®£® ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ ±³¹¥±²¢³¥² ®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢®.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 1 ½²®-£® ¯ ° £° ´  ª ¦¤®¬³ ª®°¾ � µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£®³° ¢¥¨¿ ®²¢¥· ¥² ®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®, ¥±«¨ � ¢¥¹¥±²¢¥®, ¨ ¤¢³¬¥°®¥|¥±«¨ �ª®¬¯«¥ª±®. �®½²®¬³, ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¥¬¬» ¤®±² -²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ¢±¥ � ¢¥¹¥±²¢¥».�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® � ª®¬¯«¥ª±®. �°¨ ¤®ª § ²¥«¼-±²¢¥ ²¥®°¥¬» 1 ¬» ¤«¿ ² ª®£® � = � + i� ¯®±²°®¨«¨¤¢  ² ª¨µ ¢¥ª²®°  x ¨ y, ·²®Ax = �x� �y;Ay = �x+ �y:�® ²®£¤  (Ax; y) = �(x; y)� �(y; y);(x;Ay) = �(x; x) + �(x; y):� ª ª ª (Ax; y) = (x;Ay) ²®, ¢»·¨² ¿ ¨§ ¢²®°®£®° ¢¥±²¢  ¯¥°¢®¥, ¨¬¥¥¬:0 = �[(x; x) + (y; y)]¨ ² ª ª ª (x; x)+(y; y) 6= 0, ²® � = 0, ². ¥. � ¢¥¹¥±²¢¥®.� ¥ ¬ ¬   2. �³±²¼ A|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥,   e|¥£® ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°. �®£¤  ±®¢®-ª³¯®±²¼ R0 ¢¥ª²®°®¢, ®°²®£® «¼»µ e, ®¡° §³¥²(n� 1)-¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.



x 16] ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ 183� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �±®, ·²® ±®¢®ª³¯®±²¼ R0¢¥ª²®°®¢ x 2 R, ®°²®£® «¼»µ ¢¥ª²®°³ e, ¥±²¼ (n� 1)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®. �®ª ¦¥¬, ·²® R0 ¨¢ °¨ ²-® ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.�³±²¼ x 2 R0, ². ¥. (x; e) = 0. �®£¤ (Ax; e) = (x;Ae) = (x; �e) = �(x; e) = 0;². ¥. ¨ Ax 2 R0.� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �³¹¥±²¢³¥² ®°²®£® «¼»© ®°-¬¨°®¢ »© ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¬ ²°¨¶  ± ¬®±®¯°¿¦¥-®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¤¨ £® «¼ .� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®£« ±® «¥¬¬¥ 1 ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤¨ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° e1.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ R0 ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§¢¥ª²®°®¢, ®°²®£® «¼»µ e1. � ª ª ª R0 ¨¢ °¨ ²®,²® ¢ ¥¬, ±®£« ±® ²®© ¦¥ «¥¬¬¥ 1, ² ª¦¥ ±³¹¥±²¢³¥²±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°; ®¡®§ ·¨¬ ¥£® e2. �°®¤®«¦ ¿ ½²®¯®±²°®¥¨¥, ¬» ¯®«³·¨¬ n ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ¨§ª®²®°»µ ª ¦¤»© ±«¥¤³¾¹¨© ¯® ¯®±²°®¥¨¾ ®°²®£® -«¥ ª ¯°¥¤»¤³¹¨¬, ². ¥. ¯®«³·¨¬ n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼-»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; en.�»¡¥°¥¬ ¨µ §  ¡ §¨± ¢ R. � ª ª ªAei = �iei (i = 1; 2; : : : ; n);²® ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤0B@�1 0 : : : 00 �2 : : : 0: : : : : : : : : : :0 0 : : : �n1CA ;². ¥. ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨ £® «¼®© ¬ ²°¨¶¥©.3. �°¨¢¥¤¥¨¥ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» ¢ ®°²®£® «¼-®¬ ¡ §¨±¥ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢. (�°¨¢¥¤¥¨¥ ª £« ¢»¬®±¿¬.) �³±²¼ ¢ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ § -¤   ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  A(x; y). � ª¡»«® ¯®ª § ® ¢»¸¥, ª ¦¤®© ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¡¨«¨¥©-



184 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii®© ´®°¬¥ A(x; y) ±®®²¢¥²±²¢³¥² ² ª®¥ «¨¥©®¥ ± ¬®-±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A, ·²® A(x; y) = (Ax; y).�®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 2 ½²®£® ¯ ° £° ´ , ±³¹¥±²¢³¥² ®°-²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en, ±®±²®-¿¹¨© ¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A (². ¥.² ª®©, ·²® Aei = �iei). � ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¬» ¨¬¥¥¬:A(x; y) = (Ax; y) == (A(�1e1+ �2e2+ : : :+ �nen); �1e1+�2e2+ : : :+�nen) == (�1�1e1+�2�2e2+: : :+�n�nen; �1e1+�2e2+: : :+�nen) == �1�1�1 + �2�2�2 + : : :+ �n�n�n:�®« £ ¿ y = x, ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³:� ¥ ® ° ¥ ¬   3. �³±²¼ A(x;x)|ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°-¬  ¢ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �®£¤  ±³¹¥-±²¢³¥² ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±, ¢ ª®²®-°®¬ ½²  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤:A(x;x) =X�i�2i :� ª ª ª �1; �2; : : : ; �n ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨-¿¬¨ A, ²® ®¨ ¬®£³² ¡»²¼  ©¤¥» ¨§ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-±ª®£® ³° ¢¥¨¿ ¬ ²°¨¶» kaikk.�«¿ ±«³· ¿ ²°¥µ¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  ¤®ª §  ¿ §¤¥±¼ ²¥®-°¥¬  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ¢   «¨²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨. �¥©±²¢¨²¥«¼-®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ³° ¢¥¨¥A(x;x) = 1¥±²¼ ³° ¢¥¨¥ ¶¥²° «¼®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª . �°-²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±, ® ª®²®°®¬ ¨¤¥² °¥·¼ ¢ ²¥-®°¥¬¥ 3, ¥±²¼ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ², ¢ ª®²®°®© ¯®-¢¥°µ®±²¼ ¨¬¥¥² ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤,   ¢¥ª²®°» e1; e2; e3 ¿¢«¿¾²±¿ ¯° ¢«¥¨¿¬¨ £« ¢»µ ®±¥© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª .4. �¤®¢°¥¬¥®¥ ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ¯ °» ª¢ ¤° ²¨·»µ´®°¬ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢.� ¥ ® ° ¥ ¬   4. �³±²¼ ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R§ ¤ » ¤¢¥ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» A(x;x) ¨ B(x;x), ¯°¨-·¥¬ ´®°¬  B(x;x) ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿. �®£¤ 



x 16] ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ 185¢ R ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ®¡¥ ½²¨ ª¢ ¤° ²¨·-»¥ ´®°¬» § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ª¢ ¤° ²®¢.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ B(x; y)| ¡¨«¨¥©- ¿ ´®°¬ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬¥B(x;x). �¯°¥¤¥«¨¬ ¢ R ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥´®°¬³«®© (x; y) = B(x; y):�®£« ±® ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥ ¢ R ±³¹¥±²¢³¥² ®°¬¨-°®¢ »© ®°²®£® «¼»© �) ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en, ¢ ª®²®-°®¬ ´®°¬  ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢, ². ¥.A(x;x) = nXi=1 �i�2i : (7)�ª «¿°»© ª¢ ¤° ² ¢ ®°¬¨°®¢ ®¬ ®°²®£® «¼-®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤:(x; x) = B(x;x) = nXi=1 �2i : (8)�² ª, ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ®¡¥ ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬»§ ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ª¢ ¤° ²®¢. �¥®°¥¬  ¤®ª -§  .5. �°²®£® «¼»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A¢¥¹¥±²¢¥®£® n-¬¥°®£® ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢   -§»¢ ¥²±¿ ®°²®£® «¼»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬, ¥±«¨ ®®±®µ° ¿¥² ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢, ². ¥.(Ax;Ay) = (x; y) (9)¤«¿ ¢±¥µ x; y 2 R.�®« £ ¿ ¢ ° ¢¥±²¢¥ (9) x = y, ¯®«³· ¥¬jAxj2 = jxj2; (10)�) � ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥®£®  ¬¨ ¢ R ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¿.



186 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii². ¥. ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ±®µ° ¿¥² ¤«¨»¢¥ª²®°®¢.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ³±«®¢¨¥ (10) ¿¢«¿¥²±¿ ¤®±² -²®·»¬ ³±«®¢¨¥¬ ®°²®£® «¼®±²¨ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.� ª ª ª cos' = (x; y)jxjjyj¨ ² ª ª ª ¨ ·¨±«¨²¥«¼, ¨ § ¬¥ ²¥«¼ ¢ ½²®¬ ¢»° ¦¥-¨¨ ¥ ¬¥¿¾²±¿ ¯°¨ ®°²®£® «¼®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨,²® ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ±®µ° ¿¥² ³£«» ¬¥¦-¤³ ¢¥ª²®° ¬¨.�³±²¼ e1; e2; : : : ; en |®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ -»© ¡ §¨±. � ª ª ª ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ±®µ° ¿¥² ³£«»¬¥¦¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ ¨ ¨µ ¤«¨», ²® ¢¥ª²®°» Ae1; Ae2; : : :: : : ; Aen ² ª¦¥ ®¡° §³¾² ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ -»© ¡ §¨±, ². ¥.(Aei; Aek) = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k: (11)�³±²¼ ²¥¯¥°¼ kaikk|¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ®°-²®£® «¼®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en. � ªª ª ±²®«¡¶» ½²®© ¬ ²°¨¶» ¿¢«¿¾²±¿ ª®®°¤¨ ² ¬¨¢¥ª²®°®¢ Aei, ²® ³±«®¢¨¥ (11) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬®¡° §®¬: nX�=1 a�ia�k = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k: (12)� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ³±«®¢¨¿ (11),   ±«¥¤®¢ ²¥«¼-®, ¨ ³±«®¢¨¿ (12), ¿¢«¿¾²±¿ ¤®±² ²®·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ®°²®£®- «¼®±²¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.�±«®¢¨¿ (12) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¬ ²°¨·®© ´®°¬¥.�¥©±²¢¨²¥«¼®, nP�=1 a�ia�k ±³²¼ ½«¥¬¥²» ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿¬ ²°¨¶»   ¥¥ ²° ±¯®¨°®¢ ³¾. �®½²®¬³ ³±«®¢¨¿



x 16] ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ 187(12) ®§ · ¾², ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶»   ¥¥ ²° ±-¯®¨°®¢ ³¾ ¥±²¼ ¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶ . � ª ª ª ®¯°¥-¤¥«¨²¥«¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¬ ²°¨¶ ° ¢¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ¨µ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©, ²® ¬» ¯®«³· ¥¬ ² ª¦¥, ·²® ª¢ ¤° ²®¯°¥¤¥«¨²¥«¿ ¬ ²°¨¶» ®°²®£® «¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ ° ¢¥ ¥¤¨¨¶¥, ². ¥. ·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» ®°-²®£® «¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ° ¢¥ �1.�°²®£® «¼»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ª®²®-°»µ ° ¢¥ +1,  §»¢ ¾²±¿ ±®¡±²¢¥»¬¨,   ²¥, ®¯°¥¤¥-«¨²¥«¼ ª®²®°»µ ° ¢¥ �1,  §»¢ ¾²±¿ ¥±®¡±²¢¥»-¬¨.�®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±³¹¥±²¢¥®¥ ±¢®©±²¢® ®°²®£®- «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.� ¥ ¬ ¬   3. �±«¨ R1|¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯°®±²-° ±²¢  R, ¨¢ °¨ ²®¥ ®²®±¨²¥«¼® ®°²®£® «¼-®£® «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ²® ¥£® ®°²®£® «¼-®¥ ¤®¯®«¥¨¥ R2, ². ¥. ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢,®°²®£® «¼»µ ª ª ¦¤®¬³ x 2 R1 (±¬. ³¯° ¦¥¨¥  ±²°. 52), ² ª¦¥ ¥±²¼ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ y 2 R2, ². ¥. (x; y) == 0 ¤«¿ ¢±¿ª®£® x 2 R1.�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¨ ½²®¬ (x;Ay) = 0 ¤«¿ ¢±¿ª®£®x 2 R1. � ª ª ª ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ®°²®£® «¼®, ²®®® ¥¢»°®¦¤¥® ¨ ¥£® ®¡° §   «¾¡®¬ ¨¢ °¨ ²®¬¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ½²¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬.�®½²®¬³ ¢±¿ª®¥ x 2 R1 ¯°¥¤±² ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥x = Az; £¤¥ z 2 R1:�²±¾¤  (x;Ay) = (Az;Ay) = (z; y) = 0, ². ¥. Ay 2 R2.�¥¬¬  ¤®ª §  .� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ±®¡±²-¢¥»µ ¨«¨ ¤¢³µ ¥±®¡±²¢¥»µ ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©¥±²¼ ±®¡±²¢¥®¥ ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥±®¡±²¢¥®£®   ¥±®¡±²¢¥®¥ ¥±²¼ ¥±®¡±²¢¥®¥ ®°²®£® «¼®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥.



188 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. � §¤¥«¥¨¥ ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©  ±®¡±²¢¥»¥ ¨ ¥±®¡±²¢¥»¥ ±¢¿§ ® ± ²¥¬, ·²® ®°²®£® «¼-®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ª®²®°®¥ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¥¯°¥°»¢»¬ ¯¥-°¥µ®¤®¬ ®² ¥¤¨¨·®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ®¡¿§ ²¥«¼® ±®¡±²¢¥®.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ At |®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¥-¯°¥°»¢® § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ¯ ° ¬¥²°  t (½²® § ·¨², ·²® ½«¥¬¥²»¬ ²°¨¶» ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¡ §¨±¥ ¥¯°¥°»¢®§ ¢¨±¿² ®² t), ¯°¨·¥¬ A0 = E. �®£¤  ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ½²®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ ¥±²¼ ² ª¦¥ ¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ®² t. � ª ª ª ¥¯°¥-°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿, ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ «¨¸¼ § ·¥¨¿ �1, ¤®«¦  ¡»²¼¯®±²®¿®©,   ¯°¨ t = 0 ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ At ° ¢¥ 1,²® ¨ ¯°¨ t 6= 0 ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ At ° ¢¥ 1. �±¯®«¼§³¿²¥®°¥¬³ 5 ½²®£® ¯ ° £° ´ , ¬®¦® ¯®ª § ²¼ ¨ ®¡° ²®¥,   ¨¬¥-®, ·²® ¢±¿ª®¥ ±®¡±²¢¥®¥ ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¬®¦¥²¡»²¼ ¯®«³·¥® ¥¯°¥°»¢»¬ ¨§¬¥¥¨¥¬ ¨§ ¥¤¨¨·®£®.�§³·¨¬ ®°²®£® «¼»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ®¤®¬¥°-®¬ ¨ ¤¢³¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢ µ. �¨¦¥ ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²®¨§³·¥¨¥ ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¢ ¯°®±²° ±-²¢¥ «¾¡®£® ·¨±«  ¨§¬¥°¥¨© ±¢®¤¨²±¿ ª ½²¨¬ ¯°®±²¥©-¸¨¬ ±«³· ¿¬.�³±²¼ e|¢¥ª²®°, ¯®°®¦¤ ¾¹¨© ®¤®¬¥°®¥ ¯°®±²-° ±²¢®, ¢ ª®²®°®¬ § ¤ ® ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ A. �®£¤  Ae = �e ¨ ² ª ª ª ¢ ±¨«³ ®°²®£® «¼®±²¨(Ae;Ae) = (e; e), ²® �2(e; e) = (e; e), ². ¥. � = �1.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ®¤®¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¥±²¼«¨¸¼ ¤¢  ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿: ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ Ax � x ¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ Ax � �x; ¯¥°¢®¥ ¨§¨µ ±®¡±²¢¥®¥,   ¢²®°®¥|¥±®¡±²¢¥®¥.� ±±¬®²°¨¬ ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ¤¢³-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R. �³±²¼ e1; e2 |®°²®£® «¼»©®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± ¢ R. �³±²¼ ¤ «¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ A ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ § ¤ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶¥©�� � �� : (13)� §¡¥°¥¬ ± · «  ±«³· © ±®¡±²¢¥®£® ®°²®£® «¼®£®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ². ¥. ¯®«®¦¨¬ �� � � = 1.



x 16] ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ 189�±«®¢¨¥ ®°²®£® «¼®±²¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®§ · ¥²,·²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶» (13)   ¥¥ ²° ±¯®¨°®¢ -³¾ ¥±²¼ ¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶ , ². ¥. ·²®�� � ���1 = �� � �� : (14)� ª ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» (13) ° ¢¥ ¥¤¨¨¶¥, ²®�� � ���1 = � � ��� �� : (15)�§ (14) ¨ (15) ±«¥¤³¥², ·²® ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢½²®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤�� ��� �� ;£¤¥ �2 + �2 = 1. �®« £ ¿ � = cos', � = sin', ¯®«³-· ¥¬ ·²® ¢±¿ª®¥ ±®¡±²¢¥®¥ ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ ¢ ¤¢³¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨¬¥¥² ¢ ®°²®£®- «¼®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶³ ¢¨¤ �cos' � sin'sin' cos'�(¯®¢®°®² ¢ ¯«®±ª®±²¨   ³£®« ').�³±²¼ ²¥¯¥°¼ A|¥±®¡±²¢¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,². ¥. �� � � = �1. � ½²®¬ ±«³· ¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥³° ¢¥¨¥ ¬ ²°¨¶» ¨¬¥¥² ¢¨¤ �2�(�+�)��1 ¨, ±«¥¤®¢ -²¥«¼®, ¨¬¥¥² ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ª®°¨. � ·¨², ³ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A ¨¬¥¥²±¿ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° e, Ae = �e. �§®°²®£® «¼®±²¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±«¥¤³¥², ·²®Ae = �e.�® ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¥ ¬¥¿¥² ³£«®¢ ¬¥¦-¤³ ¢¥ª²®° ¬¨ ¨ ¨µ ¤«¨. � ·¨², ®°²®£® «¼»© e ¢¥ª-²®° e1 ¯¥°¥µ®¤¨² ¯®±«¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥ª²®°, ®°-²®£® «¼»© Ae = �e, ². ¥. ¢ �e1. �² ª, ¢ ¡ §¨±¥ e; e1¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨¬¥¥² ¢¨¤��1 00 �1� :



190 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii� ª ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» ¥±®¡±²¢¥®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ ° ¢¥ �1, ²® ¢®§¬®¦» «¨¸¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ª ®¨·¥±ª¨¥ ¢¨¤» ¬ ²°¨¶» ¥±®¡±²¢¥®£® ®°²®£®- «¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¤¢³¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥�+1 00 �1� ; ��1 00 +1� :(�¥°ª «¼»¥ ®²° ¦¥¨¿ ®²®±¨²¥«¼® ®¤®© ¨§ ®±¥©.)� ©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ¯°®±²¥©¸¨© ¢¨¤ ¬ ²°¨¶» ®°²®£®- «¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤«¿ ±«³· ¿ ¯°®±²° ±²¢  «¾-¡®£® ·¨±«  ¨§¬¥°¥¨©.� ¥ ® ° ¥ ¬   5. �³±²¼ A|®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R. � R±³¹¥±²¢³¥² ®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1;e2; : : : ; en, ¢ ª®²®°®¬ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨¬¥-¥² ¢¨¤0BBBBBBBBBBBBBBBB@
1 . . . 1 �1 . . . �1 cos'1 � sin'1sin'1 cos'1 . . . cos'k � sin'ksin'k cos'k

1CCCCCCCCCCCCCCCCA :
�±¥ ½«¥¬¥²», ª°®¬¥ ¢»¯¨± »µ, ±³²¼ ³«¨.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®£« ±® ²¥®°¥¬¥ 1 ½²®-£® ¯ ° £° ´  ¢ R ¬®¦® ¢»¡° ²¼ «¨¡® ®¤®¬¥°®¥,«¨¡® ¤¢³¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R(1).�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® R(1), ²® ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ e1 ±®¤¥°¦ ¹¨©±¿¢ ¥¬ ¢¥ª²®° ¥¤¨¨·®© ¤«¨». �±«¨ ¦¥ ®¤®¬¥°®£®



x 16] ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ 191¨¢ °¨ ²®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¥², ²® ¢®§¼¬¥¬ ¤¢³-¬¥°®¥ ¨ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ e1; e2 ¥£® ®°²®£® «¼»© ®°-¬¨°®¢ »© ¡ §¨±.� ±«³· ¥, ¥±«¨ R(1) ®¤®¬¥°®, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A¨¬¥¥² ¢ ¥¬ ¢¨¤: Ax = �x.� ±«³· ¥, ¥±«¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R(1) ¤¢³¬¥°®,  -¸¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¥¬ ±®¡±²¢¥»¬ ®°²®-£® «¼»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ (² ª ª ª ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³-· ¥¢ ¢ R(1) ±³¹¥±²¢®¢ «® ¡» ®¤®¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥¯®¤¯°®±²° ±²¢®), ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, A ¨¬¥¥² ¢ R(1) ¬ -²°¨¶³ �cos' � sin'sin' cos'� :�®¢®ª³¯®±²¼ ~R ¢¥ª²®°®¢, ®°²®£® «¼»µ ª® ¢±¥¬ ¢¥ª-²®° ¬ ¨§ R(1), ±®£« ±® ¤®ª § ®© ¢»¸¥ «¥¬¬¥, ¥±²¼±®¢  ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.� ¨¢ °¨ ²®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ ~R ±®¢   µ®¤¨¬®¤®¬¥°®¥ ¨«¨ ¤¢³¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° -±²¢®, ¢»¡¨° ¥¬ ¢ ¥¬ ¡ §¨± ¨ ² ª ¤ «¥¥.�» ¯®«³·¨¬ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ n ¯®¯ °® ®°²®£® «¼-»µ ¢¥ª²®°®¢ ¤«¨» 1. �°¨¬¥¬ ¨µ §  ¡ §¨± ¢ R. �®£¤ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¢¨¤0BBBBBBBBBBBBBBBB@
1 . . . 1 �1 . . . �1 cos'1 � sin'1sin'1 cos'1 . . . cos'k � sin'ksin'k cos'k

1CCCCCCCCCCCCCCCCA ;



192 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii£¤¥ ±²®¿¹¨¥ ¯® ¤¨ £® «¨�1 ®²¢¥· ¾² ®¤®¬¥°»¬ ¨-¢ °¨ ²»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬,   Àª«¥²ª¨Á�cos'i � sin'isin'i cos'i�|¤¢³¬¥°»¬ ¨¢ °¨ ²»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬. �¥®-°¥¬  ¤®ª §  .�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. � §®¢¥¬ ¯°®±²»¬ ¢° ¹¥¨¥¬ ±®¡±²¢¥®¥®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹¥¥ ±®¡®© ¯®¢®°®²¢ ¥ª®²®°®© ¤¢³¬¥°®© ¯«®±ª®±²¨ ¨ ®±² ¢«¿¾¹¥¥ ¥¨§¬¥»¬(n�2)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ®°²®£® «¼®¥ ª ½²®© ¯«®±ª®±²¨.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®±²®¥ ¢° ¹¥¨¥ ¥±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¬ ²°¨¶ ª®²®°®£® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¢¥¤¥  ª ¢¨¤³0BBBBBBBBBB@
1 . . . 1 cos' � sin'sin' cos' 1 . . . 1

1CCCCCCCCCCA :�°®±²»¬ ®²° ¦¥¨¥¬ ¬»  §®¢¥¬ ¥±®¡±²¢¥®¥ «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¬¥¿¾¹¥¥  ¯° ¢«¥¨¥ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢, ¯°¨ ¤«¥-¦ ¹¨µ ¥ª®²®°®¬³ ®¤®¬¥°®¬³ ¯®¤¯°®±²° ±²¢³,   ¯°®²¨¢®¯®-«®¦®¥ ¨ ®±² ¢«¿¾¹¥¥ ¥¨§¬¥»¬¨ ¢¥ª²®°» ¥£® (n� 1)-¬¥°®£®®°²®£® «¼®£® ¤®¯®«¥¨¿. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®±²®¥ ®²° ¦¥¨¥¥±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ¬ ²°¨¶  ª®²®°®£® ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥-¥² ¢¨¤ 0BBBBBBB@1 . . . 1�1 1 . . . 1
1CCCCCCCA :�®«¼§³¿±¼ °¥§³«¼² ²®¬ ²¥®°¥¬» 5, ¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ·²®¢±¿ª®¥ ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥®ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥ª®²®°®£® ·¨±«  ¯°®±²»µ ¢° ¹¥¨© ¨ ¯°®±²»µ®²° ¦¥¨©. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾.



x 17] ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 193x 17. �ª±²°¥¬ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©� ±±¬®²°¨¬ ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ A ¢ n-¬¥°®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �»¯®ª ¦¥¬, ·²® ¥£® ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¬®¦® ¯®«³-·¨²¼, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¥ª®²®°³¾ § ¤ ·³   ¬¨¨¬³¬, ±¢¿-§ ³¾ ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© A ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®©(Ax; x). �²®, ¢ · ±²®±²¨, ¯®§¢®«¨² ¤®ª § ²¼ ±³¹¥±²¢®-¢ ¨¥ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ¥ ¯®«¼§³¿±¼ ²¥®°¥¬®© ®±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ª®°¿ ³° ¢¥¨¿ n-© ±²¥¯¥¨. �²¨ ½ª±-²°¥¬ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ¯®«¥§» ² ª¦¥ ¯°¨ ¢»·¨±«¥¨¨±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©. �» ° ±±¬®²°¨¬ ± · «  ¢¥¹¥-±²¢¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®,   § ²¥¬ ¯¥°¥¥±¥¬ ¯®«³·¥»¥°¥§³«¼² ²»   ±«³· © ª®¬¯«¥ª±®£® ¯°®±²° ±²¢ .�®ª ¦¥¬ ± · «  ±«¥¤³¾¹³¾ «¥¬¬³.� ¥ ¬ ¬   1. �³±²¼ B|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©-®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¯°®±²° ±²¢¥² ª®¥, ·²® ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  (Bx; x) ¥®²°¨¶ -²¥«¼ , ². ¥. (Bx; x) > 0 ¤«¿ «¾¡®£® x:�®£¤ , ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® x = e(Be; e) = 0;²® ¨ Be = 0.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£®¢¥ª²®°  h ¨¬¥¥¬ (Be; h) = 0. �«¿ ½²®£® ¯®«®¦¨¬ x == e+ th, £¤¥ t|¯°®¨§¢®«¼®¥ ·¨±«®,   h|¢¥ª²®°. �®-£¤  ¨¬¥¥¬(B(e+ th); e+ th) == (Be; e) + t(Be; h) + t(Bh; e) + t2(Bh; h) > 0;². ¥. ² ª ª ª (Bh; e) = (h;Be) = (Be; h) ¨ (Be; e) = 0, ²®2t(Be; h) + t2(Bh; h) > 0 ¤«¿ «¾¡»µ t. �²±¾¤  ±«¥¤³¥²,·²® (Be; h) = 0.



194 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�¥©±²¢¨²¥«¼®, ´³ª¶¨¿ at + bt2 ¯°¨ a 6= 0 ¬¥¿¥²§ ª ¢ ²®·ª¥ t = 0, ¬» ¦¥ ¯®«³·¨«¨, ·²® ¢»° ¦¥¨¥2t(Be; h) + t2(Bh; h)¤«¿ «¾¡»µ t ¥®²°¨¶ ²¥«¼®, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,(Be; h) = 0:� ª ª ª h ¯°®¨§¢®«¼®, ²® Be = 0, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼¤®ª § ²¼.�³±²¼ A|¥ª®²®°®¥ ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ¥¢ª«¨¤®-¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ A ª¢ ¤° ²¨·³¾´®°¬³ (Ax; x) ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼   ¥¤¨¨·®© ±´¥-°¥, ². ¥.   ¬®¦¥±²¢¥ ¢¥ª²®°®¢ x, ¤«¿ ª®²®°»µ(x; x) = 1:�¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �³±²¼ A|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨-¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �®£¤  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ Aª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  (Ax; x) ¤®±²¨£ ¥²   ¥¤¨¨·®©±´¥°¥ ¬¨¨¬³¬  �1. �¥ª²®° e1,   ª®²®°®¬ ½²®² ¬¨-¨¬³¬ ¤®±²¨£ ¥²±¿, ¥±²¼ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A,   § ·¥¨¥ ¬¨¨¬³¬  �1|±®®²¢¥²-±²¢³¾¹¥¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �¤¨¨· ¿ ±´¥°  ¥±²¼®£° ¨·¥®¥ § ¬ª³²®¥ ¬®¦¥±²¢® ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥. �®½²®¬³ (Ax; x), ª ª ¥¯°¥°»¢ ¿   ¥¬´³ª¶¨¿, ¤®±²¨£ ¥² ¬¨¨¬³¬  ¢ ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ e1.�¡®§ ·¨¬ ½²®² ¬¨¨¬³¬ ·¥°¥§ �1. �®£¤  ¨¬¥¥¬(Ax; x) > �1; ¥±«¨ (x; x) = 1; (1)¯°¨·¥¬ (Ae1; e1) = �1; £¤¥ (e1; e1) = 1:



x 17] ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 195� ¯¨¸¥¬ ¥° ¢¥±²¢® (1) ¢ ¢¨¤¥(Ax; x) > �1(x; x); £¤¥ (x; x) = 1: (2)�® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ ¤«¨» ¥¤¨¨¶ . � ª ª ª¯°¨ ³¬®¦¥¨¨ x   ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® � ª ª ¯° ¢ ¿, ² ª¨ «¥¢ ¿ · ±²¨ ¥° ¢¥±²¢  ³¬®¦ ¾²±¿   �2, ²® ®®±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ «¾¡®© ¤«¨» (¯®±ª®«¼ª³ «¾-¡®© ¢¥ª²®° ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¢¥ª²®°  ¤«¨» ¥¤¨¨¶ ³¬®¦¥¨¥¬ ¥£®   ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® �).�®«³·¥®¥ ¥° ¢¥±²¢® ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ² ª:(Ax��1x; x) > 0 ¤«¿ «¾¡»µ x;¯°¨·¥¬ ¤«¿ x = e1 ¨¬¥¥² ¬¥±²®(Ae1��1e1; e1) = 0:�²® § ·¨², ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ B = A � �1E ³¤®-¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ «¥¬¬» 1. �²±¾¤ , ¯°¨¬¥¿¿ ½²³«¥¬¬³, ¯®«³· ¥¬:(A� �1E)e1 = 0; ². ¥. Ae1 = �1e1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, e1 ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®-°®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ±®¡±²¢¥®-¬³ § ·¥¨¾ �1. �¥®°¥¬  ¤®ª §  .�«¿  µ®¦¤¥¨¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ±®¡±²¢¥®£® § ·¥¨¿° ±±¬®²°¨¬ ¢±¥ ¢¥ª²®°» ¨§ R, ®°²®£® «¼»¥ ª ±®¡-±²¢¥®¬³ ¢¥ª²®°³ e1. � ª ¡»«® ¯®ª § ® ¢ ¯. 2 x 16(«¥¬¬  2), ½²¨ ¢¥ª²®°» ®¡° §³¾² (n � 1)-¬¥°®¥ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢® R1, ¨¢ °¨ ²®¥ ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A.�²»±ª¨¢ ¿ ¬¨¨¬³¬ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» (Ax; x),¯°¨ ³±«®¢¨¨ (x; x) = 1, ¢ ½²®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ ¬» ¯°¨-¤¥¬ ª ®¢®¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ ¢¥ª²®°³ e2 ¨ ±®¡±²¢¥®¬³§ ·¥¨¾ �2.�·¥¢¨¤®, ·²® �2 > �1, ² ª ª ª ¬¨¨¬³¬ (Ax; x) ¢®¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ¬¨¨¬³¬²®© ¦¥ ´³ª¶¨¨ ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥.



196 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�«¥¤³¾¹¨© ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° ¬» ¯®«³·¨¬, °¥¸ ¿²³ ¦¥ § ¤ ·³ ¢ (n � 2)-¬¥°®¬ ¨¢ °¨ ²®¬ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢¥, ±®±²®¿¹¥¬ ¨§ ¢¥ª²®°®¢, ®°²®£® «¼»µ ¨ e1¨ e2. � ·¥¨¥ ¬¨¨¬³¬  (Ax; x) ¢ ½²®¬ ¯®¤¯°®±²° -±²¢¥ ¡³¤¥² ²°¥²¼¨¬ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬.�°®¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®¶¥±±, ¬» ¨±·¥°¯ ¥¬ ¢±¥ n ±®¡-±²¢¥»µ § ·¥¨© ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¨¬ ±®¡±²¢¥»µ¢¥ª²®°®¢  ¸¥£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.�®£¤  ¡»¢ ¥² ¯®«¥§® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¢²®°®©, ²°¥²¨© ¨ ². ¤. ±®¡-±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨§ § ¤ ·¨   ¬ ª±¨¬³¬ ¨«¨¬¨¨¬³¬ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®, ¥ ±·¨² ¿ ¯°¨ ½²®¬ ¨§¢¥±²»¬¨ ¯°¥-¤»¤³¹¨¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°».�³±²¼ A| ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �¡®-§ ·¨¬ ·¥°¥§ �1 6 �2 6 � � � 6 �n¥£® ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ° ±¯®«®¦¥»¥ ¢ ¢®§° ±² ¾¹¥¬ ¯®°¿¤-ª¥,   ·¥°¥§ e1; e2; : : : ; en |±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ®°¬¨°®¢ »¥ ¨®°²®£® «¼»¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°».�®ª ¦¥¬, ·²® ¥±«¨ ¬» ¢®§¼¬¥¬ ¯¥°¢»¥ k ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®-°®¢ e1; e2; : : : ; ek¨ ¯®°®¦¤¥®¥ ¨¬¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® S, ²® ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®° x ¨§ S ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¥° ¢¥±²¢®�1(x; x) 6 (Ax;x) 6 �k(x; x):�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �kek:� ª ª ª Aek = �kek, (ek; ek) = 1, (ek; ei) = 0 ¯°¨ i 6= k, ²®(Ax;x) = (A(�1e1+�2e2+ : : :+�kek); �1e1+�2e2+ : : :+�kek) == (�1�1e1+�2�2e2+ : : :+�k�kek; �1e1+�2e2+ : : :+�kek) == �1�21 + �2�22 + : : :+ �k�2k:�°®¬¥ ²®£®, ² ª ª ª ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; ek ®°²®£® «¼» ¨®°¬¨°®¢ », ²® (x; x) = �21 + �22 + : : :+ �2k¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,(Ax;x) = �1�21 +�2�22 + : : :+�k�2k > �1(�21 + �22 + : : :+ �2k) = �1(x; x):



x 17] ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 197� «®£¨·® (Ax; x) 6 �k(x; x)¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, �1(x; x) 6 (Ax;x) 6 �k(x; x):�³±²¼ ²¥¯¥°¼ Rk |¯°®¨§¢®«¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® n � k + 1¨§¬¥°¥¨©. � x 7 («¥¬¬  ¯. 1) ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ¥±«¨ ±³¬¬  ° §¬¥°-®±²¥© ¤¢³µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢  ¯°¥¢»¸ ¥²n, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ®²«¨·»© ®² ³«¿ ¢¥ª²®°, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© ®¡®-¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ² ª ª ª (n�k+1)+k > n,²® ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° x0, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© ª ª Rk, ² ª ¨ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢³ S, ¯®°®¦¤¥®¬³ ¢¥ª²®° ¬¨ e1; e2; : : : ; ek. �» ¬®¦¥¬±·¨² ²¼, ·²® ¤«¨  ¥£® ° ¢  1, ². ¥. ·²® (x0; x0) = 1. � ª ª ª ¢±¾-¤³ ¢ S, ª ª ¬» ³¦¥ ¤®ª § «¨, (Ax;x) 6 �k(x; x), ²® (Ax0; x0) 6 �k.�² ª, ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ¢ Rk ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° x0 ¤«¨» 1² ª®©, ·²® (Ax0; x0) 6 �k:�® ²®£¤  ¨ ¯®¤ ¢®, ¬¨¨¬³¬ (Ax;x), £¤¥ x ¯°®¡¥£ ¥² ¢±¥ ¢¥ª²®°»¤«¨» 1 ¨§ Rk, ² ª¦¥ ¬¥¼¸¥ ¨«¨ ° ¢¥ �k.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ «¾¡®£® (n� k + 1)-¬¥°®£® ¯®¤¯°®±²° -±²¢  Rk min(Ax;x) 6 �k;£¤¥ (x; x) = 1 ¨ x 2 Rk.� ¬¥²¨¬, ·²® ±°¥¤¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ Rk ° §¬¥°®±²¨ n�k+1¥±²¼ ² ª®¥, ¤«¿ ª®²®°®£® min(Ax;x), x 2 Rk, (x; x) = 1, ¢ ²®·-®±²¨ ° ¢¥ �k. � ª¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¯°®±²° -±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢¥ª²®°®¢, ®°²®£® «¼»µ ¯¥°¢»¬ k � 1 ±®¡-±²¢¥»¬ ¢¥ª²®° ¬ e1; e2; : : : ; ek�1. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ¯ ° -£° ´¥ ¬» ¤®ª § «¨, ·²® min(x;x)=1(Ax;x), ° ±¯°®±²° ¥»© ¯® ¢±¥¬¢¥ª²®° ¬, ®°²®£® «¼»¬ ¯¥°¢»¬ k � 1 ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®° ¬,° ¢¥ �k.�² ª, ¬» ¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥:�³±²¼ Rk |¥ª®²®°®¥ (n � k + 1)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¯°®±²° ±²¢  R. �®£¤  ¬¨¨¬³¬ (Ax;x) ¤«¿ ¢±¥µ x ¨§ Rk ² ª¨µ,·²® (x; x) = 1, ¬¥¼¸¥ ¨«¨ ° ¢¥ �k. �®¤¯°®±²° ±²¢® Rk ¬®¦®¢»¡° ²¼ ² ª, ·²®¡» ½²®² ¬¨¨¬³¬ ° ¢¿«±¿ �k.�²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«®©:maxRk min(x;x)=1x2Rk (Ax;x) = �k: (3)� ½²®© ´®°¬³«¥ min ¡¥°¥²±¿ ¯® ³ª § »¬ ¢¥ª²®° ¬,   max¯® ¢±¥¢®§¬®¦»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬ Rk ° §¬¥°®±²¨ n� k + 1.



198 «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ [£«. ii�§ ¤®ª § ®© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥²:�³±²¼ A| ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   B|¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �³±²¼�1 6 �2 6 : : : 6 �n | ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ A,   �1 6 �2 6 : : :: : : 6 �n | ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ A+B; ²®£¤  �k 6 �k.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢±¾¤³(Ax;x) 6 ((A+B)x; x):�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ «¾¡®¬ (n�k+1)-¬¥°®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ Rk¨¬¥¥² ¬¥±²® ¥° ¢¥±²¢®:min(x;x)=1x2Rk (Ax;x) 6 min(x;x)=1x2Rk ((A+B)x; x):� ·¨², ¬ ª±¨¬³¬ «¥¢®© · ±²¨ ¯® ¢±¥¢®§¬®¦»¬ ¯®¤¯°®±²° -±²¢ ¬ Rk ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ¬ ª±¨¬³¬  ¯° ¢®© · ±²¨. � ª ª ª ¢ ±¨«³´®°¬³«» ¬ ª±¨¬³¬ «¥¢®© · ±²¨ ° ¢¥ �k,   ¬ ª±¨¬³¬ ¯° ¢®© ° -¢¥ �k, ²® �k 6 �k, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.�¥°¥¥±¥¬ ¯®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²»   ±«³· © ª®¬-¯«¥ª±®£® ¯°®±²° ±²¢ .�«¿ ½²®£®  ¬ ¯°¨¤¥²±¿ § ¬¥¨²¼ «¨¸¼ «¥¬¬³ 1 ±«¥-¤³¾¹¥© «¥¬¬®©.� ¥ ¬ ¬   2. �³±²¼ B|± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ¨ ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹ ¿ ¥¬³ ½°¬¨²®¢  ´®°¬  (Bx; x) ¥ ®²°¨¶ -²¥«¼ , ². ¥. (Bx; x) > 0 ¤«¿ «¾¡»µ x:�®£¤ , ¥±«¨ ¤«¿ ¥ª®²®°®£® e (Be; e) = 0, ²® ¨Be = 0.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ t|¯°®¨§¢®«¼®¥ ¢¥-¹¥±²¢¥®¥ ·¨±«®,   h|¢¥ª²®°. �®£¤ (B(e+ th); e + th) > 0;¨«¨, ² ª ª ª (Be; e) = 0, ²®t[(Be; h) + (Bh; e)] + t2(Bh; h) > 0¤«¿ «¾¡®£® t. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®(Be; h) + (Bh; e) = 0: (4)



x 17] ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 199� ª ª ª h ¯°®¨§¢®«¼®, ²®, § ¬¥¿¿ h   ih, ¯®«³· ¥¬(Be; ih) + (iBh; e) = 0, ². ¥.�i(Be; h) + i(Bh; e) = 0: (5)�§ (4) ¨ (5) ¯®«³· ¥¬, ·²®(Be; h) = 0;¨ ² ª ª ª h ¯°®¨§¢®«¼®, ²® Be = 0. �¥¬¬  ¤®ª §  .�±¥ ®±² «¼»¥ ²¥®°¥¬» ½²®£® ¯ ° £° ´  ¨ ¨µ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢  ¯¥°¥®±¿²±¿   ±«³· © ª®¬¯«¥ª±®£® ¯°®±²-° ±²¢  ¡¥§ ¢±¿ª¨µ ¨§¬¥¥¨©.



����� III������������ ��� �������������������� ��������������x 18. �®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  «¨¥©®£®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿� £« ¢¥ II ¬» ¯®§ ª®¬¨«¨±¼ ± ° §«¨·»¬¨ ª« ±± -¬¨ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© n-¬¥°®£® ¯°®±²° ±²¢ ,¨¬¥¾¹¨µ n «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®-°®¢. �» § ¥¬, ·²® ¢ ¡ §¨±¥, ±®±²®¿¹¥¬ ¨§ ±®¡±²¢¥»µ¢¥ª²®°®¢ ² ª®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¥£® ¬ ²°¨¶  ¨¬¥¥²®±®¡¥® ¯°®±²®© ¢¨¤, ² ª  §»¢ ¥¬³¾ ¤¨ £® «¼³¾´®°¬³.�¤ ª® ·¨±«® «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ¢¥ª²®°®¢ ³ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¬®¦¥² ¡»²¼¬¥¼¸¥, ·¥¬ n �). �°¨¬¥° «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±¥¤®±² ²®·»¬ ·¨±«®¬ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¬» ¯°¨-¢¥¤¥¬ ¥±ª®«¼ª® ¯®§¦¥ (±¬. ² ª¦¥ x 10, ¯. 1, ¯°¨¬¥° 3).� ª®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ § ¢¥¤®¬® ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¨¢¥-¤¥® ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥, ² ª ª ª ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤¨ £® «¼ , ±®±²®¨² ¨§ ±®¡-�) � ¯®¬¨¬, ·²® ¥±«¨ ¢±¥ ª®°¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®-·«¥  ° §«¨·», ²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¨¬¥¥² n «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢. �®½²®¬³, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ·¨±«® ±®¡±²¢¥-»µ ¢¥ª²®°®¢ ¡»«® ¬¥¼¸¥ ·¥¬ n, ¥®¡µ®¤¨¬®  «¨·¨¥ ª° ²»µª®°¥© ³ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥ . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ½²®²±«³· © ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ¨±ª«¾·¨²¥«¼»¬.



x 18] ®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 201±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢. �®§¨ª ¥² ¢®¯°®±: ª ª®¢ ¯°®±²¥©-¸¨© ¢¨¤ ¬ ²°¨¶» ² ª®£® «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿?� ½²®© £« ¢¥ ¬» ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿³ª ¦¥¬ ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¥£® ¬ ²°¨¶  ¨¬¥¥² ±° ¢¨-²¥«¼® ¯°®±²®© ¢¨¤ (² ª  §»¢ ¥¬ ¿ ¦®°¤ ®¢  ®°-¬ «¼ ¿ ´®°¬ ). � ±«³· ¥, ª®£¤  ·¨±«® «¨¥©® ¥§ -¢¨±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ° ¢-® ° §¬¥°®±²¨ ¯°®±²° ±²¢ , ½²  ®°¬ «¼ ¿ ´®°¬ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¤¨ £® «¼®©. �» ±´®°¬³«¨°³¥¬ ±¥©· ±®ª®· ²¥«¼»© °¥§³«¼² ², ª®²®°»© ¤®ª ¦¥¬ ¢ x 19.�³±²¼ § ¤ ® ¯°®¨§¢®«¼®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ A ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ n ¨§¬¥°¥¨©. �°¥¤-¯®«®¦¨¬, ·²® ³ A ¨¬¥¥²±¿ k (k 6 n) «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢e1; f1; : : : ; h1;±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¿¬ �1; �2; : : :: : : ; �k. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §¨±, ±®±²®¿¹¨© ¨§ k £°³¯¯¢¥ª²®°®¢ �):e1; : : : ; ep; f1; : : : ; fq; : : : ; h1; : : : ; hs; (1)¢ ª®²®°®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:Ae1=�1e1; Ae2=e1+�1e2; : : : ; Aep=ep�1+�1ep;Af1=�2f1; Af2=f1+�2f2; : : : ; Afq=fq�1+�2fq;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Ah1=�kh1; Ah2=h1+�kh2; : : : ; Ahs=hs�1+�khs: (2)�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» ª ¦¤®© £°³¯¯»¯¥°¥µ®¤¿² ¯°¨  ¸¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ ¢ «¨¥©³¾ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¢¥ª²®°®¢ ²®© ¦¥ £°³¯¯». �²±¾¤  ±«¥-¤³¥², ·²® ª ¦¤ ¿ £°³¯¯  ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯®°®-¦¤ ¥² ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ¨¢ °¨ ²®¥ ®²®±¨²¥«¼®�) �±®, ·²® p+q+: : :+s = n. �±«¨ ¦¥ k = n, ²® ª ¦¤ ¿ £°³¯¯ ±®±²®¨² ¨§ ®¤®£® ¢¥ª²®° ,   ¨¬¥® ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®° .



202 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. � ±±¬®²°¨¬ ¥±ª®«¼ª® ¯®¤°®¡¥¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, § ¤ ¢ ¥¬®¥ ´®°¬³« ¬¨ (2).� ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥, ¯®°®¦¤¥®¬ ª ¦¤®© £°³¯¯®©,¥±²¼ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®°;  ¯°¨¬¥°, ¢ ¯®¤¯°®±²° -±²¢¥, ¯®°®¦¤¥®¬ ¢¥ª²®° ¬¨ e1; e2; : : : ; ep, ² ª¨¬ ±®¡-±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ ¿¢«¿¥²±¿ e1.�¥ª²®° e2  §»¢ ¾² ¨®£¤  ¯°¨±®¥¤¨¥»¬ ±®¡-±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª . �²® § ·¨², ·²®Ae2 ¯°®¯®°¶¨® «¼® e2 ± ²®·®±²¼¾ ¤® ±®¡±²¢¥®£®¢¥ª²®° , ª ª ½²® ¢¨¤® ¨§ ° ¢¥±²¢ Ae2 = �1e2 + e1:� «®£¨·® e3; e4; : : :  §»¢ ¾² ¯°¨±®¥¤¨¥»¬¨ ¢¥ª-²®° ¬¨ ¢²®°®£®, ²°¥²¼¥£® ¨ ². ¤. ¯®°¿¤ª®¢.� ¦¤»© ¨§ ¨µ ¿¢«¿¥²±¿ Àª ª ¡» ±®¡±²¢¥»¬Á, ². ¥.±®¡±²¢¥»¬ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ¢¥ª²®° ¨§¸¥£® ¯®°¿¤ª  Aek = �1ek + ek�1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¡ §¨± ª ¦¤®£® ¨¢ °¨ ²®£® ¯®¤-¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¨² ¨§ ®¤®£® ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®-°  ¨ ² ª®£® ¦¥ ª®«¨·¥±²¢  ¯°¨±®¥¤¨¥»µ, ª®²®°®¥³¦® ¤®¡ ¢¨²¼, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¡ §¨± ¤ ®£® ¯®¤-¯°®±²° ±²¢ .�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ½²¨µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¨¬¥¥²±¿, ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¿, «¨¸¼ ®¤¨ ±®¡-±²¢¥»© ¢¥ª²®°.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬,  ¯°¨¬¥°, ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ¯®-°®¦¤¥®¥ ¢¥ª²®° ¬¨ e1; e2; : : : ; ep. �®¯³±²¨¬, ·²® ¥ª®²®°»© ¢¥ª-²®° ¨§ ½²®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ , ². ¥. ¥ª®²®° ¿ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ -¶¨¿ ¢¨¤  c1e1 + c2e2 + : : :+ cpep;£¤¥ ¥ ¢±¥ ck ° ¢» ³«¾, ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬, ². ¥.A(c1e1 + c2e2 + : : :+ cpep) = �(c1e1 + c2e2 + : : :+ cpep):



x 18] ®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 203�®¤±² ¢«¿¿ ¢¬¥±²® «¥¢®© · ±²¨ ¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¯® ´®°¬³« ¬ (2),¯®«³· ¥¬ ° ¢¥±²¢®c1�1e1 + c2(e1 + �1e2) + : : :+ cp(ep�1 + �1ep) == �c1e1 + �c2e2 + : : :+ �cpep:�²±¾¤ , ¯°¨° ¢¨¢ ¿ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ª ¦¤®¬ ¨§ ¡ §¨±»µ¢¥ª²®°®¢, ¨¬¥¥¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ¢¥«¨·¨�; c1; c2; : : : ; cp: c1�1 + c2 = �c1;c2�1 + c3 = �c2;. . . . . . . . . . .cp�1�1 + cp = �cp�1;cp�1 = �cp:�®ª ¦¥¬ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²® � = �1. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¡»� 6= �1, ²® ¨§ ¯®±«¥¤¥£® ° ¢¥±²¢  ¬» ¨¬¥«¨ ¡» cp = 0 ¨ § -²¥¬ ¨§ ®±² «¼»µ ° ¢¥±²¢ cp�1 = cp�2 = c2 = c1 = 0. �² ª,� = �1; ²®£¤  ¨§ ¯¥°¢®£® ³° ¢¥¨¿ ¨¬¥¥¬ c2 = 0, ¨§ ¢²®°®£®c3 = 0 ¨ ². ¤. ¤® cp = 0. � ·¨², ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° ° ¢¥ c1e1¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¿ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯¥°¢»¬¢¥ª²®°®¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© £°³¯¯».�»¯¨¸¥¬ ¬ ²°¨¶³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ (2). � ª ª ª ¢¥ª-²®°» ª ¦¤®© £°³¯¯» ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¢ «¨¥©»¥ ª®¬-¡¨ ¶¨¨ ¢¥ª²®°®¢ ²®© ¦¥ £°³¯¯», ²® ¢ ¯¥°¢»µ p ±²®«¡-¶ µ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¬®£³² ¡»²¼ ®²«¨·» ®²³«¿ «¨¸¼ ½«¥¬¥²» ¯¥°¢»µ p ±²°®ª, ¢ ±«¥¤³¾¹¨µ q±²®«¡¶ µ ¬®£³² ¡»²¼ ®²«¨·» ®² ³«¿ «¨¸¼ ½«¥¬¥-²», ±²®¿¹¨¥ ¢ ±²°®ª µ ± ²¥¬¨ ¦¥ ®¬¥° ¬¨, ·²® ¨ ³½²¨µ ±²®«¡¶®¢, ¨ ². ¤. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¤ ®¬ ¡ §¨-±¥ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¡³¤¥² ±®±²®¿²¼ ¨§ k ª«¥-²®ª, ° ±¯®«®¦¥»µ ¯® £« ¢®© ¤¨ £® «¨,   ¢±¥ ½«¥¬¥-²», ¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ ¨ ®¤®© ¨§ ½²¨µ ª«¥²®ª, ¡³¤³²° ¢» ³«¾.�«¿ ²®£® ·²®¡» ¯®¿²¼, ·²® ±²®¨² ¢ ª ¦¤®© ª«¥²ª¥¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ¤®±² ²®·® ¥¹¥ ° §  ¯¨-± ²¼, ª ª ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¢¥ª²®°» ®¤®© £°³¯¯». �»



204 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii¨¬¥¥¬: Ae1 = �1e1;Ae2 = e1 + �1e2;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Aep�1 = ep�2 + �1ep�1;Aep = ep�1 + �1ep:�±¯®¬¨ ¿, ª ª ±²°®¨²±¿ ¬ ²°¨¶ , ®²¢¥· ¾¹ ¿ ¤ ®-¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ ¡ §¨± , ¯®«³· ¥¬, ·²® ª«¥²ª  ¬ -²°¨¶», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¤ ®© £°³¯¯¥ ¢¥ª²®°®¢, ¨¬¥-¥² ¢¨¤ A1 = 0BBB@�1 1 0 : : : 0 00 �1 1 : : : 0 0: : : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : �1 10 0 0 : : : 0 �11CCCA : (3)�±¿ ¦¥ ¬ ²°¨¶  ®ª §»¢ ¥²±¿ ±®±² ¢«¥®© ¨§ ² ª¨µª«¥²®ª ¯®°¿¤ª®¢ p; q; : : : ; s ±®®²¢¥²±²¢¥®, ². ¥. ¨¬¥¥²¢¨¤0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@
�1 1 0 : : : 00 �1 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : �1 �2 1 0 : : : 00 �2 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : �2 . . . �k 1 0 : : : 00 �k 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : �k

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA ; (4)
£¤¥ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¢¥ ª«¥²®ª|³«¨.� ¬¥²¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¥ ¢±¥ �i ®¡¿§ » ¡»²¼ ° §«¨·-»¬¨.



x 18] ®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ 205� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. � ©²¨ ¢±¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ± ¬ ²°¨¶¥© (3).�®²¿ ¯°¨¢¥¤¥ ¿ §¤¥±¼ ®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  ¢»£«¿¤¨² ±«®¦¥¥,·¥¬,  ¯°¨¬¥°, ¤¨ £® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶ , ®¤ ª® ¨ ± ¥© ¬®¦® ¤®-±² ²®·® ¯°®±²® ¯°®¨§¢®¤¨²¼  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨. �» ¯®-ª ¦¥¬,  ¯°¨¬¥°, ª ª ¢»·¨±«¨²¼ ¬®£®·«¥ ®² ¬ ²°¨¶» (4). � -²°¨¶  (4) ¨¬¥¥² ¢¨¤ A = 0BB@A1 A2 . . . Ak1CCA ;£¤¥ Ai |®²¤¥«¼»¥ ª«¥²ª¨,   ¢±¥ ¥¢»¯¨± »¥ ½«¥¬¥²»| ³-«¨. �®£¤ A2 = 0BB@A21 A22 . . . A2k1CCA ; : : : ; Am = 0BB@Am1 Am2 . . . Amk 1CCA ;². ¥. ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢®§¢¥±²¨ ¢ ¥ª®²®°³¾ ±²¥¯¥¼ ¬ ²°¨¶³A, ¤®-±² ²®·® ³¬¥²¼ ¢®§¢¥±²¨ ¢ ½²³ ±²¥¯¥¼ ª ¦¤³¾ ¨§ ª«¥²®ª. �³±²¼²¥¯¥°¼ P (t) = a0 + a1t + : : : + amtm |¯°®¨§¢®«¼»© ¬®£®·«¥.�®£¤  «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®P (A) = 0BB@P (A1) P (A2) . . . P (Ak)1CCA :�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ¢»·¨±«¨²¼ P (A1), ². ¥. ¬®£®·«¥ ®² ®¤-®© ª«¥²ª¨ ®°¬ «¼®© ´®°¬» ¬ ²°¨¶» (3). �«¿ ½²®£® § ¯¨¸¥¬¬ ²°¨¶³ (3) ¢ ¢¨¤¥ A1 = �1E + I;£¤¥ E|¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶  ¯®°¿¤ª  p,   ¬ ²°¨¶  I ¨¬¥¥² ¢¨¤I = 0BBB@0 1 0 : : : 0 00 0 1 : : : 0 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 0 10 0 0 : : : 0 01CCCA :



206 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii� ¬¥²¨¬, ·²® ¬ ²°¨¶» I2; I3; : : : ; Ip�1 ¨¬¥¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤ �):I2 = 0BBB@0 0 1 : : : : 00 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : : 00 0 0 : : : : 01CCCA ; : : : ; Ip�1 = 0BBB@0 0 0 : : : 0 10 0 0 : : : 0 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 0 00 0 0 : : : 0 01CCCA ;  Ip = Ip+1 = : : : = 0:�¥¯¥°¼ ¥²°³¤® ¢»·¨±«¨²¼ ¯°®¨§¢®«¼»© ¬®£®·«¥ ®² ¬ ²°¨-¶» (3). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¬®£®·«¥ P (t) ¬®¦® ¯® ´®°¬³«¥ �¥©«®° ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥P (t) = P (�1) + (t� �1)P 0(�1) + (t � �1)22! P 00(�1) + : : :: : :+ (t � �1)nn! P (n)(�1);£¤¥ n|±²¥¯¥¼ ¬®£®·«¥ . �®¤±² ¢«¿¿ ¢¬¥±²® t ¬ ²°¨¶³ A1,¨¬¥¥¬:P (A1) = P (�1)E + (A1 � �1E)P 0(�1) + (A1 � �1E)22! P 00(�1) + : : :: : :+ (A1 � �1E)nn! P (n)(�1):�® A1 � �1E = I, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,P (A1) = P (�1)E + P 0(�1)I + P 00(�1)2! I2 + : : :+ P (n)(�1)n! In:�®¤±² ¢«¿¿ ¢¬¥±²® I; I2; : : : ; Ip�1 ¨µ ¢»° ¦¥¨¿ ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²®Ip = Ip+1 = : : : = 0, ¯®«³· ¥¬ ®ª®· ²¥«¼»© ¢¨¤ ¬ ²°¨¶»P (A1):P (A1) = 0BBBBB@P (�1) P 0(�1)1! P 00(�1)2! : : : P (p�1)(�1)(p� 1)!0 P (�1) P 0(�1)1! : : : P (p�2)(�1)(p� 2)!: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : P (�1) 1CCCCCA :�) �°®¹¥ ¢±¥£® ½²® ±®±·¨² ²¼ ² ª. �» ¨¬¥¥¬ Ie1 = 0,Ie2 = e1, : : : , Iep = ep�1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, I2e1 = 0, I2e2 = 0,I2e3 = e1, : : : , I2ep = ep�2. � «®£¨·®, I3e1 = I3e2 = I3e3 = 0,I3e4 = e1, : : : , I3ep = ep�3.



x 19] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®° ¬ «¼®© ´®°¬¥ 207�» ¢¨¤¨¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¢»·¨±«¨²¼¬®£®·«¥ ®² ®¤®© ª«¥²ª¨ ®°¬ «¼®© ´®°¬» ¯®°¿¤ª  p, ¤®-±² ²®·® § ²¼ § ·¥¨¥ ½²®£® ¬®£®·«¥  ¨ ¥£® ¯°®¨§¢®¤»µ ¤®¯®°¿¤ª  p � 1 ¢ ²®·ª¥ �1, £¤¥ �1 |±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥, ®²¢¥-· ¾¹¥¥ ª«¥²ª¥. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ ¬ ²°¨¶  A ¨¬¥¥² ®°-¬ «¼³¾ ´®°¬³ (4) ± ª«¥²ª ¬¨ ¯®°¿¤ª®¢ p; q; : : : ; s, ²® ¤«¿ ¢»·¨-±«¥¨¿ ¬ ²°¨¶» P (A1) ¤®±² ²®·® § ²¼ § ·¥¨¿ P (t) ¢ ²®·ª µt = �1; �2; : : : ; �k ± ¯°®¨§¢®¤»¬¨ ¤® ¯®°¿¤ª®¢ p�1; q�1; : : : ; s�1±®®²¢¥²±²¢¥®.�» ¤®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥®°¥¬³.� ¥ ® ° ¥ ¬  . �³±²¼ ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ n-¬¥°®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ § ¤ ® «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A. �®£¤ ¬®¦®  ©²¨ ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¬ ²°¨¶  «¨¥©®-£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨¬¥¥² ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³. �°³£¨¬¨±«®¢ ¬¨, ¬®¦®  ©²¨ ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ «¨¥©®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤ (2).�¢  ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±´®°¬³«¨°®¢ -®© ²¥®°¥¬» ¡³¤³² ¤ » ¢ x 19 ¨ 20. �°®¬¥ ²®£®,¢ ¦ ¿ ²¥®°¨¿ ¨¢ °¨ ²»µ ¬®¦¨²¥«¥© ¨ �-¬ ²°¨¶¤ ¥²  ¬ ²°¥²¼¥ ¥§ ¢¨±¨¬®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£®°¥§³«¼² ² .x 19. �°¨¢¥¤¥¨¥ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ª ®°¬ «¼®© ´®°¬¥�» ³¦¥ ³¯®¬¨ «¨ ¢ x 18, ·²® ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ³ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A ¥ µ¢ ² ¥² «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±®¡-±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ (². ¥. ª®£¤  ¨µ ·¨±«® ¬¥¼¸¥ ° §-¬¥°®±²¨ ¯°®±²° ±²¢ ), ¡ §¨± ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¤®¯®«¿²¼§  ±·¥² ² ª  §»¢ ¥¬»µ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢ (¨µ²®·®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡³¤¥² ¤ ® ·³²¼ ¯®§¦¥). � ½²®¬ ¯ -° £° ´¥ ¤ ¥²±¿ ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ ¡ §¨± , ¢ ª®²®°®¬¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨¬¥¥² ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼-³¾ ´®°¬³. �²®² ¡ §¨± ¬» ¥¯®±°¥¤±²¢¥®  ¡¥°¥¬¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¨ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ¨ ² ª®©



208 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii±¯®±®¡ ¢»¡®°  ¿¢«¿¥²±¿, ¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥,  ¨¡®«¥¥¥±²¥±²¢¥»¬ �).�¥°¥¤ ½²¨¬ ¯ ° £° ´®¬ ¬» °¥ª®¬¥¤³¥¬ ·¨² ²¥«¾¯¥°¥·¨² ²¼ ¯. 4 x 9 ¨ ° §®¡° ²¼ ¯°¨¢¥¤¥»¥ ² ¬ ¯°¨-¬¥°».1. �®¡±²¢¥»¥ ¨ ¯°¨±®¥¤¨¥»¥ ¢¥ª²®°» «¨¥©®-£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �³±²¼ �0|¥ª®²®°®¥ ±®¡±²¢¥®¥§ ·¥¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �» ³¦¥ ¨¬¥«¨ ° ¼¸¥ ² -ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �¥ª²®° x 6= 0  §»¢ ¥²±¿±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· ¾-¹¨¬ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �0, ¥±«¨Ax = �0x; ². ¥. (A� �0E)x = 0: (1)� ±±¬®²°¨¬ ±®¢®ª³¯®±²¼ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢, ³¤®¢«¥-²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ (1) ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ �0. �±®,·²® ±®¢®ª³¯®±²¼ ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¯°®±²° -±²¢®¬ ¯°®±²° ±²¢  R.�» ®¡®§ ·¨¬ ¥£® N (1)�0 . �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®N (1)�0 ¨¢ -°¨ ²® ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A (¯°®¢¥°¼²¥!).� ¬¥²¨¬, ·²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (1)�0 ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· ¾¹¨µ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �0, ª ª®²®°»¬ ¤®¡ ¢«¥ ¥¹¥ ³-«¥¢®© ¢¥ª²®°.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �¥ª²®° x  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨±®-¥¤¨¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ 1-£® ¯®°¿¤ª  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A,®²¢¥· ¾¹¨¬ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �0, ¥±«¨ ¢¥ª²®°y = (A� �0E)x¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.�³±²¼ �0|±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.�) �¬. ² ª¦¥ �. �. � ° ® ± ª ³ ° ¿ ª ® ¢ , �¡®°¨ª § ¤ · ¯® «¨-¥©®©  «£¥¡°¥, £¤¥ ¨¬¥¥²±¿   «®£¨·®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®.



x 19] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®° ¬ «¼®© ´®°¬¥ 209� ±±¬®²°¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ¢¥ª²®°®¢ x, ¤«¿ ª®²®°»µ ¢»¯®«¥® ³±«®¢¨¥(A� �0E)2x = 0; (2)². ¥. ¿¤°® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ (A � �0E)2. �¡®§ ·¨¬ ½²®¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (2)�0 ; N (2)�0 ¿¢«¿¥²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬ ¯°®±²° ±²¢  R. � ± ¬®¬ ¤¥«¥,¯³±²¼, x 2 N (2)�0 , ². ¥. (A � �0E)2x = 0. � ¬  ¤® ¤®ª -§ ²¼, ·²® ¨ ¢¥ª²®° Ax 2 N (2)�0 , ². ¥. ·²® (A��0E)2Ax = 0.�® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¯¥°¥±² ®¢®·® ± (A��0E)2, ². ¥.(A� �0E)2Ax = A(A� �0E)2x = 0:� ±±¬®²°¨¬ ¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡® ±²°³ª²³°³¯°®±²° ±²¢  N (2)�0 . � ¥¬ ¥±²¼ ¢¥ª²®°» ¤¢³µ ²¨¯®¢.�±«¨ x 2 N (1)�0 , ². ¥. (A � �0E)x = 0, ²® ¯®¤ ¢® ¨(A � �0E)2x = 0, ². ¥. x 2 N (2)�0 . � ª¨¬ ®¡° §®¬, N (1)�0¶¥«¨ª®¬ ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ N (2)�0 . �±«¨ x 2 N (2)�0 , ® x =2 N (1)�0 ,². ¥. (A� �0E)x 6= 0;(A� �0E)2x = 0;²® x|¯°¨±®¥¤¨¥»© ¢¥ª²®° 1-£® ¯®°¿¤ª . �¥©±²¢¨-²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ y = (A��0E)x ¥±²¼ ±®¡±²¢¥»©¢¥ª²®°.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (2)�0 ¯®«³· ¥²±¿,¥±«¨ ª ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ N (1)�0 ¤®¡ ¢¨²¼ ¯°¨±®¥¤¨¥»¥¢¥ª²®°» 1-£® ¯®°¿¤ª .� «®£¨·® ¢¢®¤¨¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (k)�0 , ±®±²®¿-¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢ x, ¤«¿ ª®²®°»µ(A� �0E)kx = 0: (3)



210 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii�²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �±®, ·²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (k)�0 ±®-¤¥°¦¨² ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (k�1)�0 .� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 3. �¥ª²®° x  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨±®-¥¤¨¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ k-£® ¯®°¿¤ª , ¥±«¨ ¢¥ª²®°y = (A� �0E)x¥±²¼ ¯°¨±®¥¤¨¥»© ¢¥ª²®° ¯®°¿¤ª  k � 1.�® ¨¤³ª¶¨¨ ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ x|¯°¨±®-¥¤¨¥»© ¢¥ª²®° k-£® ¯®°¿¤ª , ²®(A� �0E)kx 6= 0;(A� �0E)k+1x = 0:�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯°¨±®¥¤¨¥»¬ ¢¥ª²®°®¬ k-£®¯®°¿¤ª   §»¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®°, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© N (k+1)�0 ¨¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© N (k)�0 .� ° ¨ ¬ ¥ °. �³±²¼ R|¯°®±²° ±²¢® ¬®£®·«¥®¢±²¥¯¥¨ 6 n� 1 ¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A|¤¨´´¥°¥¶¨°®-¢ ¨¥: AP (t) = ddtP (t):�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® � = 0 ¥±²¼ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥. �®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¥¬³ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° P (t) = const.� ©¤¥¬ ¤«¿ ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯°®±²° ±²¢  N (k)0 .�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ N (k)0 ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¬®£®·«¥®¢ P (t),¤«¿ ª®²®°»µ AkP (t) = 0, ². ¥.dkdtkP (t) = 0:�²® ¡³¤³² ¢±¥ ¬®£®·«¥», ±²¥¯¥¼ ª®²®°»µ ¥ ¯°¥¢»-¸ ¥² k � 1. �°¨±®¥¤¨¥»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ k-£® ¯®°¿¤ª ¡³¤³² ¬®£®·«¥», ±²¥¯¥¼ ª®²®°»µ ¢ ²®·®±²¨ ° ¢ k � 1.



x 19] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®° ¬ «¼®© ´®°¬¥ 211� ½²®¬ ¯°¨¬¥°¥ ° §¬¥°®±²¼ ª ¦¤®£® ¨§ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢ ° ¢  N (k)0 ¨ ®  ° ±²¥² ®² 1 ¤® n ¢¬¥±²¥± °®±²®¬ k. �®¤¯°®±²° ±²¢® N (n)0 ³¦¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ±®¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ R, ¨ ¥±«¨ ¬» § µ®²¨¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼N (n+1)0 ; N (n+2)0 ¨ ². ¤., ²® ¢±¥ ½²¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¡³¤³²±®¢¯ ¤ ²¼ ± N (n)0 .�¥£ª® ¢¨¤¥²¼ ² ª¦¥, ·²® ¢ ½²®¬ ¯°¨¬¥°¥ AN (k+1)0 == N (k)0 . �²® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ª ¦¤»© ¬®£®·«¥±²¥¯¥¨ k ¥±²¼ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ®² ¬®£®·«¥  ±²¥¯¥¨k + 1.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® «¨¥©®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢ª«¾·¥¨¥(A� �0E)N (k+1)�0 � N (k)�0 :�³±²¼ A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,   �0|¥£® ±®¡-±²¢¥®¥ § ·¥¨¥. �®ª ¦¥¬, ·²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ N (1)�0 ; N (2)�0 ; : : : ± · «  ±²°®£® ¢®§° ±² ¾² ± °®±²®¬ ¨-¤¥ª± ,   § ²¥¬,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® ®¬¥°  p 6 n, ½²®²°®±² ¯°¥ª° ¹ ¥²±¿, ². ¥.N (p)�0 = N (p+1)�0 = : : :(±¬. ¯°¨¢¥¤¥»© ¢ ½²®¬ ¯³ª²¥ ¯°¨¬¥°).�» ³¦¥ ¯®ª § «¨, ·²® ª ¦¤®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (k)�0±®¤¥°¦¨² N (k�1)�0 , ². ¥. ·²® ± ³¢¥«¨·¥¨¥¬ ®¬¥°  ¯®¤-¯°®±²° ±²¢  N (k)�0 ,   § ·¨², ¨ ¨µ ° §¬¥°®±²¨, ¬®£³²²®«¼ª® ³¢¥«¨·¨¢ ²¼±¿.� ª ª ª  ¸¥ ¯°®±²° ±²¢® ª®¥·®¬¥°®, ²® ¤«¿ª ª®£®-²® p 6 n ¬» ¢¯¥°¢»¥ ¯®«³·¨¬, ·²®N (p)�0 = N (p+1)�0(±¬. ³¯° ¦¥¨¥   ±²°. 25).�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ N (p+1)�0 = N (p+2)�0 = : : : ,². ¥. ·²® ¤ «¼¥©¸¥£® ¢®§° ±² ¨¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¯°®-¨±µ®¤¨²¼ ¥ ¡³¤¥².



212 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢®¥,   ¨¬¥®,·²® N (p+1)�0 = N (p)�0 , ® ¤«¿ ¥ª®²®°®£® i > 0 ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® N (p+i+1)�0 ±²°®£® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ N (p+i)�0 . �®£¤ ±³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª²®° x ² ª®©, ·²®x 2 N (p+i+1)�0 ; x =2 N (p+i)�0 :�²® § ·¨², ·²®(A� �0E)p+i+1x = 0; ® (A� �0E)p+1x 6= 0: (4)�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ y ¢¥ª²®° y = (A��0E)ix. �®£¤  ¯¥°¢®¥¨§ ° ¢¥±²¢ (4) ®§ · ¥², ·²® y 2 N (p+1)�0 ,   ¢²®°®¥, ·²®y =2 N (p)�0 , ·²® ¥¢®§¬®¦®, ² ª ª ª ¯®¤¯°®±²° ±²¢ N (p+1)�0 ¨ N (p)�0 ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ±®¢¯ ¤ ¾².�² ª, ¯³±²¼ �0|¥ª®²®°®¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �±®¢»¬ °¥§³«¼² ²®¬ ½²®£® ¯³ª-²  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®±²°®¥¨¥ ¨¢ °¨ ²®£® ¯®¤¯°®±²° -±²¢  N (p)�0 , ±®±²®¿¹¥£® ¨§ ¢±¥µ ±®¡±²¢¥»µ ¨ ¯°¨±®¥¤¨-¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ½²®¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ § -·¥¨¾.�°®¬¥ ²®£®, ¢ ¯. 3  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ¡®«¥¥ ¤¥² «¼ ¿±²°³ª²³°  N (p)�0 . � ¨¬¥®, ®¡®§ · ¿ ·¥°¥§ N (k)�0 ¯®¤-¯°®±²° ±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢¯®°¿¤ª  6 k � 1, ¬» ¯®«³·¨«¨ ¢®§° ±² ¾¹³¾ ¶¥¯®·ª³¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢0 � N (1)�0 � N (2)�0 � : : : � N (p)�0 : (5)�±¥ ·«¥» ½²®© ¶¥¯®·ª¨ ° §«¨·». �®¤¯°®±²° ±²¢®N (k)�0 ±®±²®¨² ¯°¨ ½²®¬ ¨§ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢ x, ¤«¿ ª®²®°»µ(A� �0E)kx = 0;². ¥. ½²® ¥±²¼ ¿¤°® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ (A� �0E)k.�°¥®¡° §®¢ ¨¥ A � �0E ¯¥°¥¢®¤¨² ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢ ¶¥¯®·ª¨ (5) ¢ ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¥¥.



x 19] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®° ¬ «¼®© ´®°¬¥ 2132. �»¤¥«¥¨¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ , ¢ ª®²®°®¬ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ®¤® ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥.�³±²¼ �1|¥ª®²®°®¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ A. � ½²®¬ ¯³ª²¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¯°®±²° ±²-¢® R ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¤¢³µ ¨¢ °¨- ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢, ¢ ¯¥°¢®¬ ¨§ ª®²®°»µ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² «¨¸¼ ®¤® ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ �1,  ¢® ¢²®°®¬ ³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ³¦¥ ¥² ±®¡±²¢¥®£®§ ·¥¨¿ �1.�¥ ®£° ¨·¨¢ ¿ ®¡¹®±²¨, ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²®�1 = 0.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ �1 6= 0. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ B = A��1E; ®® ³¦¥ ¨¬¥¥² ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥-¨¥, ° ¢®¥ ³«¾ �). �·¥¢¨¤® ² ª¦¥, ·²® ¨¢ °¨ ²-»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¯°¥®¡° §®¢ ¨© A ¨ B ±®¢¯ ¤ -¾².�² ª, ¢¯°¥¤¼ ¬» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ ¨¬¥¥² ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ � = 0. �®ª ¦¥¬  -¸¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ± · «  ¤«¿ · ±²®£® ±«³· ¿, ª®£¤  ¢¯°®±²° ±²¢¥ ¥² ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ®²¢¥· -¾¹¨µ ½²®¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾,   ¥±²¼ ²®«¼ª®±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ��).� ¬ ³¦® ¯®±²°®¨²¼ ¤¢  ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢ , ¯°¿¬ ¿ ±³¬¬  ª®²®°»µ ° ¢  R. � ª ·¥±²¢¥¯¥°¢®£® ¨§ ¨µ, ¢ ª®²®°®¬ � = 0 ¥±²¼ ¥¤¨±²¢¥®¥ ±®¡-±²¢¥®¥ § ·¥¨¥, ¬®¦® ¢§¿²¼ ±®¢®ª³¯®±²¼ N0 ¢±¥µ�) � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ �1 | ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ A, ². ¥. Af = �1f (f 6= 0), ²® Bf = (A � �1E)f = 0, ². ¥.f | ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° B, ®²¢¥· ¾¹¨© ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾� = 0.��) �®²¿ ¯®²®¬  ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¡³¤¥² ¥§ ¢¨±¨¬® ¤®ª § ®¤«¿ ®¡¹¥£® ±«³· ¿, ° ±±¬®²°¥¨¥ ½²®£® · ±²®£® ±«³· ¿ ¯®«¥§®,² ª ª ª, ¢®-¯¥°¢»µ,   ¥¬ ¡®«¥¥ ¢»¯³ª«® ¢¨¤  ®±®¢ ¿ ¨¤¥¿ ¤®-ª § ²¥«¼±²¢  ¨, ¢®-¢²®°»µ, ±² ®¢¨²±¿ ®·¥¢¨¤®© ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼¢¢¥¤¥¨¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢, ®²«¨·»µ ®² ¢¢¥¤¥»µ §¤¥±¼ N0 ¨ M .



214 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § -·¥¨¾ � = 0 ¨«¨, ¤°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¿¤°® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A.� ª ·¥±²¢¥ ¢²®°®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¢®§¼¬¥¬®¡° § M ¯°®±²° ±²¢  R ¯°¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ A, ². ¥.±®¢®ª³¯®±²¼ ¢¥ª²®°®¢ y = Ax, £¤¥ x ¯°®¡¥£ ¥² ¢±¥¯°®±²° ±²¢® R. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ¨§ ½²¨µ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢ ¨¢ °¨ ²® (½²® ¤®ª § ® ¢ ¯. 4 x 9).�®ª ¦¥¬, ·²® ®¨ ¤ ¾² ° §«®¦¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³. � ª ª ª ±³¬¬  ° §¬¥°®±²¥© ¿¤°  ¨®¡° §  ¤«¿ «¾¡®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ° ¢  n (±¬. ¯. 4x 9), ²® ¤®±² ²®·® ¤®ª § ²¼, ·²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ½²¨µ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢ ° ¢® ³«¾.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ½²® ¥ ² ª, ². ¥. ¯³±²¼ ±³¹¥±²¢³¥²¢¥ª²®° y 6= 0 ² ª®©, ·²® y 2M ¨ y 2 N0. � ª ª ª y 2M ,²® ® ¨¬¥¥² ¢¨¤ y = Ax; (6)£¤¥ x|¥ª®²®°»© ¢¥ª²®° ¨§ R. � ª ª ª y 2 N0, ²®Ay = 0; £¤¥ y 6= 0: (7)� ¢¥±²¢® (7) ®§ · ¥², ·²® y ¥±²¼ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª-²®° ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· ¾¹¨© ±®¡±²¢¥®¬³ § -·¥¨¾ � = 0,   ° ¢¥±²¢® (6) ¯°¨ ½²®¬ ®§ · ¥², ·²® x¥±²¼ ¯°¨±®¥¤¨¥»© ¢¥ª²®° ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , ®²¢¥· -¾¹¨© ²®¬³ ¦¥ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾. �» ¦¥ ¯°¥¤¯®-«®¦¨«¨, ·²® ³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¥² ¯°¨±®¥¤¨¥»µ¢¥ª²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ � = 0.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®ª § ®, ·²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ M ¨N0 ¥ ¨¬¥¾² ®¡¹¨µ ¢¥ª²®°®¢, ª°®¬¥ ³«¥¢®£®.�±¯®¬¨ ¿, ·²® ±³¬¬  ° §¬¥°®±²¥© ®¡° §  ¨ ¿¤° ° ¢  n, ¬» ¯®«³· ¥¬ ®²±¾¤ , ·²® ¯°®±²° ±²¢® R° §«®¦¨¬® ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢ M ¨ N0: R =M �N0:



x 19] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®° ¬ «¼®© ´®°¬¥ 215�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �§ ¯°¨¢¥¤¥®£® ¢»¸¥ ¤®ª § ²¥«¼-±²¢  ¢¨¤®, ·²® ®¡° § ¨ ¿¤°® ¨¬¥¾² ¯¥°¥±¥·¥¨¥, ®²«¨·-®¥ ®² ³«¿ ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² ¯°¨±®¥¤¨¥»¥ ¢¥ª²®°», ®²¢¥· ¾¹¨¥±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ � = 0.� §®¡° »© · ±²»© ±«³· © ¤ ¥²  ¬ ¨¤¥¾ ²®£®,ª ª ¯°®¢®¤¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥, ª®£¤  A¨¬¥¥² ² ª¦¥ ¨ ¯°¨±®¥¤¨¥»¥ ¢¥ª²®°», ®²¢¥· ¾¹¨¥±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ � = 0. �®¤¯°®±²° ±²¢® N0¯°¨ ½²®¬ ®ª §»¢ ¥²±¿ ±«¨¸ª®¬ ³§ª¨¬, ¨ ¥£® ¥±²¥±²¢¥-® ° ±¸¨°¨²¼ §  ±·¥² ¤®¡ ¢«¥¨¿ ¢±¥µ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ¢¥ª²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ � = 0.�²®°®¥ ¦¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® M ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯°¨ ½²®¬±«¨¸ª®¬ ¡®«¼¸¨¬ �).�² ª, ° ±±¬®²°¨¬ ¢¢¥¤¥®¥ ¢ ¯. 1 ¨¢ °¨ ²®¥¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (p)0 , ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ±®¡±²¢¥»µ¨ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· -¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ � = 0. � ª ¬» ¯®¬¨¬,®® ¿¢«¿¥²±¿ ¿¤°®¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ Ap, ². ¥. ±®±²®¨² ¨§¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢ x, ¤«¿ ª®²®°»µApx = 0:� ª ·¥±²¢¥ ¢²®°®£® ±« £ ¥¬®£® ¯°¿¬®© ±³¬¬» ¬»¢®§¼¬¥¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® M (p)|®¡° § ¯°®±²° ±²¢ R ¯°¨ ²®¬ ¦¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ Ap.�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® M (p) ² ª¦¥ ¨¢ °¨ ²® ®²®-±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ y 22M (p), ². ¥. y = Apx, ²®Ay = Ap+1x = Ap(Ax);². ¥. Ay ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² M (p).�) �²® M À±«¨¸ª®¬ ¢¥«¨ª®Á, ¢¨¤® ¯°¨ ½²®¬ ¥ ²®«¼ª® ¨§ ±®-®¡° ¦¥¨© ° §¬¥°®±²¨, ® ² ª¦¥ ¨ ¨§ ²®£®, ·²®M ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿¤ ¦¥ ± ± ¬¨¬ N0,   ¥ ²®«¼ª® ± ¥£® ° ±¸¨°¥¨¥¬.



216 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �°®±²° ±²¢® R ¬®¦® ° §«®-¦¨²¼ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢N (p)0 ¨M (p). �°¨ ½²®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (p)0 ±®±²®¨²²®«¼ª® ¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¨ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢,®²¢¥· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ � = 0,   ¢ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢¥ M (p) ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ®¡° ²¨¬® (². ¥.� = 0 ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ A ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ M (p)).�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯¥°¢®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿  ¬, ª ª¨ ¢ ° ±±¬®²°¥®¬ ¢»¸¥ · ±²®¬ ±«³· ¥, ¤®±² ²®·®¯®ª § ²¼, ·²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ N (p)0 ¨ M (p)° ¢® ³«¾. �®¯³±²¨¬ ¯°®²¨¢®¥, ². ¥. ¯³±²¼ ±³¹¥±²¢³-¥² ¢¥ª²®° y 6= 0 ² ª®©, ·²® y 2M (p) ¨ y 2 N (p)0 . � ª ª ªy 2M (p), ²® y = Apx: (8)� «¥¥, ² ª ª ª y 2 N (p)0 , ²®Apy = 0: (9)�® ¨§ ° ¢¥±²¢ (8) ¨ (9) ±«¥¤³¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®©¢¥ª²®° x, ¤«¿ ª®²®°®£®Apx 6= 0¨ ¢ ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ A2px = Apy = 0:�²® § ·¨², ·²® x ¥±²¼ ¯°¨±®¥¤¨¥»© ¢¥ª²®° ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A ± ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬ � = 0, ¥¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨© ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ N (p)0 , ·²® ¥¢®§¬®¦-®, ² ª ª ª N (p)0 ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ² ª¨µ ¢¥ª²®°®¢.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ N (p)0¨ M (p) ° ¢® ³«¾. � ª ª ª ±³¬¬  ° §¬¥°®±²¥© ½²¨µ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ° ¢  n (½²® ¿¤°® ¨ ®¡° § ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ Ap), ²® ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯°®±²° ±²¢® R



x 19] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®° ¬ «¼®© ´®°¬¥ 217° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ½²¨µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢:R =M (p) �N (p)0 : (10)�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ¢²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬», ². ¥.·²® ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥M (p) ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¥ ¨¬¥¥²³«¥¢®£® ±®¡±²¢¥®£® § ·¥¨¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨¡» ½²® ¡»«® ¥ ² ª, ²® ¢ M (p) ±³¹¥±²¢®¢ « ¡» ¢¥ª²®°x 6= 0 ² ª®©, ·²® Apx = 0:�® ½²® ° ¢¥±²¢® ®§ · ¥², ·²® x 2 N (p)0 , ². ¥. ¿¢«¿¥²±¿®¡¹¨¬ ¢¥ª²®°®¬M (p) ¨ N (p)0 ,   ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ² ª¨¬¢¥ª²®°®¬ ¬®¦¥² ¡»²¼ ²®«¼ª® ³«¼.�¥®°¥¬  ¤®ª §   ¯®«®±²¼¾.�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ®±¢®¡®¤¨²¼±¿ ®² ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿,·²® ¢»¤¥«¥®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ®²¢¥· ¥² ³«¥¢®¬³±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾, ¨ ±·¨² ²¼ ³±² ®¢«¥»¬ ±«¥-¤³¾¹¨© ´ ª².�±«¨ �1|¥ª®²®°®¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A, ²® ¯°®±²° ±²¢® R ¬®¦® ° §«®¦¨²¼¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ R1 ¨~R, ¢ ¯¥°¢®¬ ¨§ ª®²®°»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² ²®«¼-ª® ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ �1,   ¢® ¢²®°®¬ ¢±¥ ±®¡±²¢¥-»¥ § ·¥¨¿ A ®²«¨·» ®² �1.�°¨¬¥¿¿ ¯®«³·¥»© °¥§³«¼² ² ª ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾A ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ~R ¨ ª ¥ª®²®°®¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ § -·¥¨¾ �2 ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¬» À®²¹¥¯¨¬Á ¨¢ -°¨ ²®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ®²¢¥· ¾¹¥¥ ±®¡±²¢¥®¬³§ ·¥¨¾ �2. �°®¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®¶¥±±, ¯®ª  ¥ ¡³¤³²¨±·¥°¯ » ¢±¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿A, ¬» ¯®«³·¨¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬»:� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �³±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¯°®±²° -±²¢  R ¨¬¥¥² k ° §«¨·»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©�1; : : : ; �k. �®£¤  R ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³



218 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iiik ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ N (p1)�1 ; : : : ; N (pk)�k :R = N (p1)�1 � : : :�N (pk)�k : (11)� ¦¤®¥ ¨§ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ N (pi)�i ±®±²®¨² ²®«¼ª®¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¨ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ®²¢¥· ¾-¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �i.�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¤«¿ ª ¦¤®£® i ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥·¨±«® pi, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x 2 N (pi)�i(A� �iE)pix = 0:�  ± ®±² « ±¼ ¥¹¥ ²®«¼ª® ®¤ , ¢¯°®·¥¬, ¥ ¬¥-¥¥ ¢ ¦ ¿ § ¤ · |¢»¡° ²¼ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ½²¨µ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢ ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¨¬¥¥² ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³. �²® ¡³¤¥¬ ±¤¥« -® ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯³ª²¥.3. �°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®°¬ «¼®© ´®°¬¥ ¬ ²°¨¶» ± ®¤-¨¬ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬. � ±«³· ¥, ¥±«¨ ¯°®±²° -±²¢® ±®±²®¨² ²®«¼ª® ¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ¡ §¨± ¢¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦® ¢»¡¨° ²¼ ¯°®¨§¢®«¼® ¨ ¬ ²°¨¶ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥¥² ¤¨ £® «¼»© ¢¨¤.� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¥®±²®°®¦»© ¢»¡®° ¡ §¨±  ¬®¦¥²§ ¯³² ²¼ ª °²¨³.�²®¡» ¢»¡° ²¼ ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ ¨¬¥¥²  ¨¡®«¥¥ ¯°®±²®© ¢¨¤, ¬» ¡³¤¥¬ ²¿³²¼¶¥¯®·ª¨ ±®¡±²¢¥»µ ¨ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ¢»-¡° ¢ ¥ª®²®°»© ¡ §¨± ¢ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ N (p) ¨ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼® ¯°¨¬¥¿¿ ª ¢¥ª²®° ¬ ½²®£® ¡ §¨±  ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ A.�¢¥¤¥¬ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼® ¥ª®²®°»¥ ¯®¿²¨¿, ³¤®¡»¥¤«¿ ¤ «¼¥©¸¥£®.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 4. �¥ª²®°» ¨§ ¯°®±²° ±²¢ R  §»¢ ¾²±¿ ®²®±¨²¥«¼® «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¤ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬ R1, ¥±«¨ ¨ª ª ¿ ¨µ «¨¥© ¿ª®¬¡¨ ¶¨¿, ®²«¨· ¿ ®² ³«¿, ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² R1.



x 19] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®° ¬ «¼®© ´®°¬¥ 219� ¬¥²¨¬, ·²® ¢±¿ª¨¥ «¨¥©® § ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°» ¨§R ®²®±¨²¥«¼® «¨¥©® § ¢¨±¨¬»  ¤ «¾¡»¬ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®¬.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 5. � §¨±®¬ ¯°®±²° ±²¢  R®²®±¨²¥«¼® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  R1  §»¢ ¥²±¿ ² -ª ¿ ±¨±²¥¬  e1; : : : ; ek «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢¨§ R, ª®²®° ¿ ¯®±«¥ ¯®¯®«¥¨¿ ª ª¨¬-¨¡³¤¼ ¡ §¨±®¬¨§ R1 ®¡° §³¥² ¡ §¨± ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥.� ª®© ¡ §¨± «¥£ª® ¯®±²°®¨²¼. �«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·®¢»¡° ²¼ ª ª®©-¨¡³¤¼ ¡ §¨± ¢ R1, ¤®¯®«¨²¼ ¥£® ¤® ¡ -§¨±  ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨ § ²¥¬ ®²¡°®±¨²¼ ¢¥ª²®°»¨±µ®¤®£® ¡ §¨±  ¨§ R1. �¨±«® ¢¥ª²®°®¢ ¢ ² ª®¬ ®²®-±¨²¥«¼®¬ ¡ §¨±¥ ° ¢® ° §®±²¨ ° §¬¥°®±²¥© ¯°®±²-° ±²¢  ¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ .�±¿ª³¾ ±¨±²¥¬³ ®²®±¨²¥«¼® «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ¢¥ª²®°®¢  ¤ R1 ¬®¦® ¤®¯®«¨²¼ ¤® ®²®±¨²¥«¼®£®¡ §¨± . �«¿ ½²®£® ³¦® ª ¢»¡° »¬ ¢¥ª²®° ¬ ¤®¡ -¢¨²¼ ª ª®©-¨¡³¤¼ ¡ §¨± ¯®¤¯°®±²° ±²¢ R1. �®«³·¨²-±¿ ¥ª®²®° ¿ ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R, ª®²®°»¥, ª ª «¥£ª®¯°®¢¥°¨²¼, «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ®²®-±¨²¥«¼»© ¡ §¨±, ³¦® ¤®¯®«¨²¼ ½²³ ±¨±²¥¬³ ¤® ¡ -§¨±  ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R,   § ²¥¬ ®²¡°®±¨²¼ ¡ §¨±¯®¤¯°®±²° ±²¢ .�² ª, ¯³±²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R¨¬¥¥² ²®«¼ª® ®¤® ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥. �¥ ®£° ¨-·¨¢ ¿ ®¡¹®±²¨, ¬®¦® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ®® ° ¢®³«¾.� ±±¬®²°¨¬ ±®¢  ¶¥¯®·ª³ (5) ¯®¤¯°®±²° ±²¢, ¯®-«³·¥»µ ¢ ¯. 1:0 � N (1)0 � : : : � N (p)0 = N (p+1)0 = : : : ;£¤¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® N (k)0 ¥±²¼ ¿¤°® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ Ak. � ª ª ª ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R¥ ¨¬¥¥² ®²«¨·»µ ®² ³«¿ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©, ²®,



220 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii®·¥¢¨¤®, N (p) ±®¢¯ ¤ ¥² ¯°¨ ½²®¬ ±® ¢±¥¬ ¯°®±²° ±-²¢®¬ R.�»¡¥°¥¬ ¢ ¬ ª±¨¬ «¼®¬ ¨§ ½²¨µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢N (p)0 ¡ §¨± ®²®±¨²¥«¼® ±®¤¥°¦ ¹¥£®±¿ ¢ ¥¬ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢  N (p�1)0 . �³±²¼ ¢¥ª²®°» ½²®£® ¡ §¨±  ¡³¤³²e1; : : : ; eq:�·¥¢¨¤®, ·²® ½²® ¡³¤³² ¯°¨±®¥¤¨¥»¥ ¢¥ª²®°»(p� 1)-£® ¯®°¿¤ª . �» ³¦¥ ¢¨¤¥«¨ (±¬. ³¯° ¦¥¨¥  ±²°. 211), ·²® AN (p)0 � N (p�1)0 . �®½²®¬³ ¢¥ª²®°»Ae1; : : : ; Aeq«¥¦ ² ¢ N (p�1)0 . �®ª ¦¥¬, ·²® ½²¨ ¢¥ª²®°» «¨¥©®¥§ ¢¨±¨¬» ¢ N (p�1)0 ®²®±¨²¥«¼® «¥¦ ¹¥£® ¢ ¥¬¯®¤¯°®±²° ±²¢  N (p�2)0 . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ ¥ ¢±¥�i = 0 ¨�1Ae1 + : : :+ �qAeq = A(�1e1 + : : :+ �qeq) 2 N (p�2)0 :�®£¤  ¢¥ª²®° x = �1e1+: : :+�qeq 2 N (p�1)0 ,   ½²® ¯°®²¨-¢®°¥·¨² ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾, ·²® ¢¥ª²®°» e1; : : : ; eq «¨¥©®¥§ ¢¨±¨¬»  ¤ N (p�1)0 .�®¯®«¨¬ ¢¥ª²®°» Ae1; : : : ; Aeq ¤® ¡ §¨±  ¢ N (p�1)0®²®±¨²¥«¼® N (p�2)0 . �» ¯®«³·¨¬ ²®£¤  q+ s ¢¥ª²®°®¢Ae1; : : : ; Aeq; f1; : : : ; fs;ª®²®°»¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ·¨±«® «¨-¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¯°¨±®¥¤¨¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯®°¿¤ª p� 2.�®¢  ¯°¨¬¥¨¬ ª ½²¨¬ ¢¥ª²®° ¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A¨ ¯®«³·¥³¾ ±¨±²¥¬³ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ N (p�2)0 ¤®¯®«¨¬,ª ª ¨ ¢»¸¥, ¤® ¡ §¨±  ¢ N (p�2)0 ®²®±¨²¥«¼® N (p�3)0 .



x 19] ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ª ®° ¬ «¼®© ´®°¬¥ 221�°®¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®¶¥±±, ¬» ¤®©¤¥¬ ¤® ¯®¤¯°®-±²° ±²¢  N (1)0 ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¡ §¨± ¢ ½²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥,±®±²®¿¹¨© ¨§ ¬ ª±¨¬ «¼®£® ·¨±«  «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨-¬»µ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢.� ±¯®«®¦¨¬ ¯®«³·¥»¥ ¢¥ª²®°» ¢ ±«¥¤³¾¹³¾ ² -¡«¨¶³ e1 : : : eqAe1 : : : Aeq f1 : : : fsA2e1 : : : A2eq Af1 : : : Afs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Ap�1e1 : : : Ap�1eq Ap�2f1 : : : Ap�2fs : : : h1 : : : hr (12)
�¥ª²®°» ¨¦¥© ±²°®·ª¨ ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢¥ N (1)0 . �¥ª²®°» ¤¢³µ ¨¦¨µ ±²°®·¥ª ®¡° §³-¾² ¡ §¨± ¢ N (2)0 , ² ª ª ª ½²® ¥±²¼ ¡ §¨± N (2)0 ®²®±¨²¥«¼-® N (1)0 ¢ ±®¥¤¨¥¨¨ ± ¡ §¨±®¬ N (1)0 . �¥ª²®°» ²°¥µ ¨¦-¨µ ±²°®·¥ª ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ N (3)0 ¨ ². ¤. � ª®¥¶ ¢±¥¢¥ª²®°» ² ¡«¨¶» ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ N (p)0 , ². ¥. ¢® ¢±¥¬¯°®±²° ±²¢¥ R.�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ A ¨¬¥¥² ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³. �¥©-±²¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼»© ±²®«¡¥¶ ² ¡«¨-¶» (12),  ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ¯¥°¢»©.�¡®§ ·¨¬ ¤«¿ ³¤®¡±²¢  Ap�1e1 ·¥°¥§ e1, Ap�2e1|·¥°¥§ e2 ¨ ². ¤. ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¤¥©±²¢¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A   ª ¦¤»© ¨§ ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢. � ª ª ª e1|±®¡-±²¢¥»© ¢¥ª²®°, ®²¢¥· ¾¹¨© ³«¥¢®¬³ ±®¡±²¢¥®¬³§ ·¥¨¾, ²® Ae1 = 0:



222 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii� «¼¸¥, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾,Ae2 = AAp�2e1 = Ap�1e1 = e1¨   «®£¨·® Ae3 = e2;. . . . . . .Aep = ep�1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¯¥°¥¢®¤¨² ¢¥ª-²®°» ¯¥°¢®£® ±²®«¡¶  ±®¢  ¢ ±¥¡¿, ². ¥. ¯®¤¯°®±²° -±²¢® R1,  ²¿³²®¥   ½²¨ ¢¥ª²®°», ¨¢ °¨ ²® ®²®-±¨²¥«¼® A. � ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¯®¤¯°®±²° -±²¢¥ R1 ¢ ¡ §¨±¥ e1; : : : ; ep ¨¬¥¥² ¢¨¤0BBBBB@0 1 0 : : : 0 00 0 1 : : : 0 0: : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 0 10 0 0 : : : 0 0
1CCCCCA ; (13)². ¥. ½²® ¥±²¼ ¦®°¤ ®¢  ª«¥²ª , ®²¢¥· ¾¹ ¿ ±®¡±²¢¥-®¬³ § ·¥¨¾ � = 0. � «®£¨·®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢® ®²¢¥· ¥² ª ¦¤®¬³ ¨§ ±²®«¡¶®¢ ² ¡«¨-¶» (12), ¨ ° §¬¥°®±²¼ ª ¦¤®£® ² ª®£® ¯®¤¯°®±²° -±²¢  ° ¢  ·¨±«³ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬ ±²®«¡¶¥.� ª ª ª ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¡ §¨±¥, ±®±²®¿¹¥¬¨§ ¢¥ª²®°®¢ ª ª®£®-«¨¡® ±²®«¡¶  ² ¡«¨¶» (12), ¨¬¥¥²¢¨¤ (13), ²® ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²-° ±²¢¥ R ¢ ¡ §¨±¥, ±®±²®¿¹¥¬ ¨§ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢ ² ¡«¨-¶» (12), ±®±²®¨² ¨§ ¦®°¤ ®¢»µ ª«¥²®ª, ·¨±«® ª®²®-°»µ ° ¢® ·¨±«³ ±²®«¡¶®¢ ¢ ½²®© ² ¡«¨¶¥,   ° §¬¥° ª -¦¤®© ª«¥²ª¨ ° ¢¥ ·¨±«³ ¢¥ª²®°®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®±²®«¡¶ .



x 20] ¤°³£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ® ¯°¨¢¥¤¥¨¨ 223�±«¨ ¢¬¥±²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ° ±±¬®²°¥²¼ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ A + �1E, ²®, ² ª ª ª ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ �1E ¤¨ £® «¼ , ¬» ¯®«³·¨¬ ²®² ¦¥ °¥§³«¼² ²¤«¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯°®±²° ±²¢  R, ¨¬¥¾¹¥£® ²®«¼-ª® ®¤® ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥, ° ¢®¥ ¯°®¨§¢®«¼®¬³·¨±«³ �1. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¦®°¤ ®¢» ª«¥²ª¨ ¬ ²°¨-¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A+ �1E ¡³¤³² ¨¬¥²¼ ¢¨¤:0BBB@�1 1 0 : : : 00 �1 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : �11CCCA : (14)�±¯®¬¨ ¿ ²¥¯¥°¼, ·²® ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A ¬» ¬®¦¥¬ ° §«®¦¨²¼ ¯°®±²° ±²¢® R ¢ ±³¬-¬³ ¨¢ °¨ ²»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®²®-°»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ®¤® ±®¡±²¢¥®¥§ ·¥¨¥ (±¬. ´®°¬³«³ (11)), ¬» ¯®«³· ¥¬ ®²±¾¤  ¯®«-®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» x 18.x 20. �°³£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ® ¯°¨¢¥¤¥¨¨ª ®°¬ «¼®© ´®°¬¥�²® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¬» ¡³¤¥¬ ¢¥±²¨ ¯® ¨¤³ª¶¨¨,¨¬¥® ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ n ¨§¬¥°¥¨© ² ª®© ¡ §¨± ±³¹¥±²¢³-¥², ¨ ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¬» ¬®¦¥¬  ©²¨ ³¦»© ¡ §¨± ¢¯°®±²° ±²¢¥ n+ 1 ¨§¬¥°¥¨©. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥-®°¥¬»  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿� ¥ ¬ ¬  . � ¢±¿ª®£® «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A¢ n-¬¥°®¬ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R ±³¹¥±²¢³-¥² µ®²¿ ¡» ®¤® (n� 1)-¬¥°®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® R0.



224 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ A�; ³ ¥£®, ª ª ¨ ³ ¢±¿ª®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¥±²¼±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° e A�e = �e:�®ª ¦¥¬, ·²® (n�1)-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R0, ±®-±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ x, ®°²®£® «¼»µ �) e, ². ¥. ¤«¿ª®²®°»µ (x; e) = 0, ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼® A. �¥©-±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ x 2 R0, ². ¥. (x; e) = 0. �®£¤ (Ax; e) = (x;A�e) = (x; �e) = 0¨, § ·¨², Ax ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² R0. �¢ °¨ ²®±²¼¯®¤¯°®±²° ±²¢  R0 ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A¤®ª §  .�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ±´®°¬³«¨°®¢ ³¾ ¢»¸¥ ®±®¢³¾²¥®°¥¬³ ½²®£® ¯ ° £° ´ .�³±²¼ A|¯°®¨§¢®«¼®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢(n+1)-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R. �®£« ±® «¥¬¬¥, ¢ R ±³-¹¥±²¢³¥² n-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® R0, ¨¢ °¨ ²®¥®²®±¨²¥«¼® A. � ª ª ª ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¬»¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ²¥®°¥¬³ ¤®ª § ®©, ²® ¢ R0 ±³¹¥±²¢³¥²¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¨¬¥¥² ®°-¬ «¼³¾ ´®°¬³. �¡®§ ·¨¬ ½²®² ¡ §¨± ¢ R0 ·¥°¥§e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ; h1; h2; : : : ; hs;£¤¥ p+ q+ : : :+ s = n. � ½²®¬ ¡ §¨±¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° -�) �» §¤¥±¼ ¨±¯®«¼§³¥¬  «¨·¨¥ ¢ R ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¿, ². ¥. ±·¨² ¥¬ ¯°®±²° ±²¢® R ¥¢ª«¨¤®¢»¬. �¥§ ·¨²¥«¼»¬¨§¬¥¥¨¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¬®¦® ®±¢®¡®¤¨²¼±¿ ®² ½²®£® ¯°¥¤¯®-«®¦¥¨¿ ¨   ¯°®²¿¦¥¨¨ ¢±¥© £« ¢» ±·¨² ²¼ R  ´´¨»¬ ¯°®-±²° ±²¢®¬.



x 20] ¤°³£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ® ¯°¨¢¥¤¥¨¨ 225§®¢ ¨¥ ¢ n-¬¥°®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ R0 ¨¬¥¥² ¢¨¤Ae1= �1e1;Ae2= e1+�1e2;. . . . . . . . . . . .Aep=ep�1+�1ep; Af1= �2f1;Af2= f1+�2f2;. . . . . . . . . . . .Afq=fq�1+�2fq; . . . Ah1= �kh1;Ah2= h1+�kh2;. . . . . . . . . . . .Ahs=hs�1+�khs:�®¯®«¨¬ ½²®² ¡ §¨± ª ª¨¬-¨¡³¤¼ ¢¥ª²®°®¬ e, ª®²®-°»© ¢¬¥±²¥ ± e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ; h1; h2; : : :: : : ; hs ±®±² ¢«¿¥² ¡ §¨± ¢ R.�°¨¬¥¨¬ ª e ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¨ ° §«®¦¨¬ ¯®«³-·¥»© ¢¥ª²®° Ae ¯® ¢¥ª²®° ¬ ¡ §¨± :Ae = �1e1 + : : :+ �pep + �1f1 + : : :+ �qfq + : : :: : : + �1h1 + : : : + �shs + �e �):�» ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® � = 0. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ¢ ¥-ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ A ¨¬¥¥² ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³, ²® A� �E�) �¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² ¢ (n + 1)-¬¥°®¬¯°®±²° ±²¢¥ R ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ �1; �2; : : : ; �k ¨ � . �¥©±²¢¨-²¥«¼®,  ¯¨¸¥¬ ¬ ²°¨¶³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : :: : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq ; : : : ;h1; h2; : : : ; hs; e. �  ¡³¤¥² ²°¥³£®«¼®©¬ ²°¨¶¥©, ¢ ª®²®°®© ¯® ¤¨ £® «¨ ±²®¿² ·¨±«  �1; �2; : : : ; �k ¨ � .� ª ª ª ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ²°¥³£®«¼®© ¬ ²°¨¶»¿¢«¿¾²±¿ ·¨±« , ±²®¿¹¨¥ ¯® ¤¨ £® «¨ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, x 10, ¯. 4),²® �1; �2; : : : ; �k ¨ � ¡³¤³² ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ A ¢ (n + 1)-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ¨¢ °¨- ²®£® n-¬¥°®£® ª (n + 1)-¬¥°®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ ¤®¡ ¢¨«®±¼®¤® ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥: � .



226 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii² ª¦¥ ¨¬¥¥² ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³. �®½²®-¬³, ¥±«¨ � 6= 0, ²® ¬®¦® ¢¬¥±²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ° ±-±¬®²°¥²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A��E, ¯°¨·¥¬A ¨A��E, ±®-£« ±® ±¤¥« ®¬³ § ¬¥· ¨¾, ¨¬¥¾² ®°¬ «¼³¾ ´®°-¬³ ¢ ®¤®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ¡ §¨±¥.�» ¯®« £ ¥¬, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·²®Ae = �1e1 + : : :+ �pep + �1f1 + : : :: : :+ �qfq + : : :+ �1h1 + : : : + �shs: (1)�¥¯¥°¼ ¯®±² ° ¥¬±¿ § ¬¥¨²¼ ¢¥ª²®° e ¢¥ª²®°®¬ e0 ² ª,·²®¡» ¯®±«¥ ½²®© § ¬¥» ¢¥ª²®° Ae0 ±² « ¢®§¬®¦®¯°®¹¥. �³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ¢¥ª²®° e0 ¢ ¢¨¤¥e0 = e� {1e1 � : : :� {pep � �1f1 � : : :: : : � �qfq � : : :� !1h1 � : : : � !shs: (2)�» ¨¬¥¥¬Ae0 = Ae�A({1e1 + : : : + {pep)��A(�1f1 + : : :+ �qfq)� : : :�A(!1h1 + : : :+ !shs);¨«¨, ¯®«¼§³¿±¼ ´®°¬³«®© (1),Ae0 = �1e1 + : : :+ �pep + �1f1 + : : :+ �qfq + : : :: : :+ �1h1 + : : :+ �shs �A({1e1 + : : :+ {pep)��A(�1f1 + : : :+ �qfq)� : : :�A(!1h1 + : : :+ !shs): (3)�®½´´¨¶¨¥²» {1; : : : ;{p; �1; : : : ; �q; : : : ; !1; : : : ; !s ¬»¬®¦¥¬ ¢»¡° ²¼ ¯°®¨§¢®«¼®. �®¤¡¥°¥¬ ¨µ ² ª, ·²®¡» ¢¯° ¢®© · ±²¨ ´®°¬³«» (3) ®±² «®±¼ ª ª ¬®¦® ¬¥¼¸¥±« £ ¥¬»µ.�» § ¥¬, ·²® ª ¦¤®© £°³¯¯¥ ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°®¢n-¬¥°®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  R0, ¢ ª®²®°®¬ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ A ¨¬¥¥² ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³, ®²¢¥· ¥² ±¢®¥ ±®¡-±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ �1; �2 ¨ ². ¤. �» ° ±±¬®²°¨¬ ®²¤¥«¼-® ¤¢  ±«³· ¿,   ¨¬¥® ° §¡¥°¥¬ ± · «  ±«³· ©, ª®£¤ 



x 20] ¤°³£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ® ¯°¨¢¥¤¥¨¨ 227¨ ®¤® ¨§ ½²¨µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ¥ ° ¢® ³«¾,  § ²¥¬ ±«³· ©, ª®£¤  ½²® ¥ ² ª.� §¡¥°¥¬ ¯¥°¢»© ±«³· ©, ª®£¤  �1 6= 0, �2 6= 0, : : : ,�k 6= 0. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢¥ª²®° e0 ¬®¦®¢»¡° ²¼ ² ª, ·²®¡» Ae0 = 0, ². ¥. ¯®¤®¡° ²¼ {1; : : : ; !s² ª, ·²®¡» ¢±¥ ±« £ ¥¬»¥ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (3) ±®ª° ²¨-«¨±¼. � ª ª ª ¢¥ª²®°» ª ¦¤®© £°³¯¯» ¯¥°¥µ®¤¿² ¯°¨¯°¥®¡° §®¢ ¨¨ ¢ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¢¥ª²®°®¢ ²®© ¦¥ £°³¯-¯», ²® ¢¥ª²®°» ° §«¨·»µ £°³¯¯ ¬®¦® ³¨·²®¦ ²¼¥§ ¢¨±¨¬® ¤°³£ ®² ¤°³£ . �®ª ¦¥¬, ª ª ¯®¤®¡° ²¼ ª®-½´´¨¶¨¥²» {1;{2; : : : ;{p, ·²®¡» ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (3)±®ª° ²¨«¨±¼ ¢¥ª²®°» e1; e2; : : : ; ep. �«¥», ±®¤¥°¦ ¹¨¥½²¨ ¢¥ª²®°», ¨¬¥¾² ¢¨¤�1e1 + : : :+ �pep �A({1e1 + : : : + {pep) == �1e1 + : : :+ �pep � {1�1e1 �� {2(e1 + �1e2)� : : :� {p(ep�1 + �1ep) == (�1 � {1�1 � {2)e1 + (�2 � {2�1 � {3)e2 + : : :: : :+ (�p�1 � {p�1�1 � {p)ep�1 + (�p � {p�1)ep:�°¨° ¢¨¢ ¿ ³«¾ ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ep, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ {p,·²® ¢®§¬®¦®, ² ª ª ª �1 6= 0, § ²¥¬, ¯°¨° ¢¨¢ ¿ ³-«¾ ª®½´´¨¶¨¥² ¯°¨ ep�1, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ {p�1 ¨ ² ª ¤ «¥¥¤® {1. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ³¨·²®¦¨«¨ ¢ (3) ·«¥» ±e1; e2; : : : ; ep. � «®£¨·® ¢»·¨±«¿¥¬ ¤°³£¨¥ £°³¯¯» ª®-½´´¨¶¨¥²®¢.�» ¯®«³·¨«¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥ª²®° e0, ¤«¿ ª®²®-°®£® Ae0 = 0:�®¡ ¢«¿¿ ½²®² ¢¥ª²®° ª ¨¬¥¾¹¥¬³±¿ ¡ §¨±³, ¯®«³-· ¥¬ ¡ §¨± e0; e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ;h1; h2; : : : ; hs¢ (n+ 1)-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ¢ ª®²®°®¬ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ ¨¬¥¥² ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤. �¥ª²®° e0 ®¡° §³¥²¯°¨ ½²®¬ ®²¤¥«¼³¾ £°³¯¯³ ± ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬,



228 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii° ¢»¬ ³«¾ (±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ± ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨-¥¬ � , ¥±«¨ ¡» ¬» ¥ ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ¢¬¥±²® A ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ A� �E).� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢²®°®© ±«³· ©,   ¨¬¥® ¯³±²¼¥ª®²®°»¬ £°³¯¯ ¬ ¢¥ª²®°®¢ ¡ §¨±  ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±-²° ±²¢¥ R0 ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A, ° ¢»¥ ³«¾. �®£¤  ¢ ¯° ¢®© · ±²¨´®°¬³«» (3) ³  ± ¡³¤³² ±« £ ¥¬»¥ ¤¢³µ ±®°²®¢|±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨¥ £°³¯¯ ¬ ± ®²«¨·»¬¨ ®² ³«¿ ±®¡±²¢¥-»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¨ £°³¯¯ ¬, ¤«¿ ª®²®°»µ ±®¡±²¢¥®¥§ ·¥¨¥ ° ¢® ³«¾. � £°³¯¯ ¬¨, ³ ª®²®°»µ ±®¡±²¢¥-»¥ § ·¥¨¿ ®²«¨·» ®² ³«¿, ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²³¯¨²¼² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥, ². ¥. ¯®¤¡®°®¬ ª®½´´¨-¶¨¥²®¢ ³¨·²®¦¨²¼ ¢¥ª²®°» ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (3). �®¯³-±²¨¬, ·²® ¯®±«¥ ½²®© ®¯¥° ¶¨¨ ³  ± ®±² ³²±¿,  ¯°¨-¬¥°, ²°¨ £°³¯¯» ±« £ ¥¬»µ e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq;g1; g2; : : : ; gr ± ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬, ° ¢»¬ ³«¾,². ¥. ·²® �1 = �2 = �3 = 0. �®£¤ Ae0 = �1e1+ : : :+�pep+�1f1+ : : :+�qfq+ : : :+1g1+ : : :: : :+ rgr �A({1e1 + : : :+ {pep)��A(�1f1 + : : : + �qfq)�A(�1g1 + : : : + �rgr): (4)� ª ª ª �1 = �2 = �3 = 0, ²®Ae1 = 0; Ae2 = e1; : : : ; Aep= ep�1;Af1 = 0; Af2 = f1; : : : ; Afq= fq�1;Ag1 = 0; Ag2 = g1; : : : ; Agr = gr�1:�®½²®¬³ «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ e1; e2; : : : ; ep,¢µ®¤¿¹ ¿ ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ° ¢¥±²¢  (4), ¡³¤¥² ¨¬¥²¼¢¨¤ �1e1 + : : :+ �pep � {2e1 � : : :� {pep�1:�®« £ ¿ {2 = �1, : : : , {p = �p�1, ¬» ³¨·²®¦¨¬ §¤¥±¼¢±¥ ±« £ ¥¬»¥ ª°®¬¥ ®¤®£®, ° ¢®£® �pep. �°®¤¥« ¢ ²³¦¥ ®¯¥° ¶¨¾ ¢ £°³¯¯ µ f1; : : : ; fq ¨ g1; : : : ; gr, ¬» ¯®«³-



x 20] ¤°³£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ® ¯°¨¢¥¤¥¨¨ 229·¨¬ ¢¥ª²®° e0, ¤«¿ ª®²®°®£®Ae0 = �pep + �qfq + rgr:�«³· ©® ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿, ·²® �p = �q = r = 0;²®£¤  ¬» ¯°¨µ®¤¨¬ ª ¢¥ª²®°³ e0, ¤«¿ ª®²®°®£®Ae0 = 0;¨ ²®£¤ , ª ª ¨ ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥,  ¸¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥³¦¥ ¢ ¡ §¨±¥ e0; e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ;h1; h2; : : :: : : ; hs ¨¬¥¥² ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³. �¥ª²®° e0 ¢ ½²®¬ ±«³-· ¥ ®¡° §³¥² ®¢³¾ ª«¥²ª³ ± ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¥¬,° ¢»¬ ³«¾.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ª®½´´¨¶¨¥²®¢�p; �q; r ®²«¨·¥ ®² ³«¿. � ½²®¬ ±«³· ¥, ¢ ®²«¨·¨¥ ®²° ±±¬®²°¥»µ ° ¥¥,  ¬ ¯°¨¤¥²±¿ ¤«¿ ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ª®°¬ «¼®© ´®°¬¥ ² ª¦¥ ¨§¬¥¨²¼ ¥ª®²®°»¥ ¨§ ¢¥ª-²®°®¢ ¡ §¨± , ³¦¥ ¨¬¥¾¹¥£®±¿ ¢ R0. � ±¯®«®¦¨¬ ·¨±« p; q; r ¯® ¨µ ¢¥«¨·¨¥. �³±²¼,  ¯°¨¬¥°, p > q > r. �®£¤ ±²°®¨¬ ®¢³¾ £°³¯¯³,  ·¨ ¿ ± e0, ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -§®¬. �®« £ ¥¬ e0p+1 = e0, e0p = Ae0p+1, e0p�1 = Ae0p, : : : ,e01 = Ae02. �» ¨¬¥¥¬, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,e0p+1 = e0;e0p = Ae0p+1 = �pep + �qfq + rgr;e0p�1 = Ae0p = �pep�1 + �qfq�1 + rgr�1;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e0p�r+1 = Ae0p�r+2 = �pep�r+1 + �qfq�r+1 + rg1;e0p�r = Ae0p�r+1 = �pep�r + �qfq�r;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .e01 = Ae02 = �pe1:� ¬¥¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢¥ª²®°» e0; e1; e2; : : : ; ep ¡ §¨±  ¢¥ª²®-° ¬¨ e01; e02; : : : ; e0p; e0p+1;



230 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii  ®±² «¼»¥ ®±² ¢¨¬ ¡¥§ ¨§¬¥¥¨¿. �» ¯®«³·¨¬ ²®£¤ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¯°¨·¥¬ ° §¬¥°»¯¥°¢®© ª«¥²ª¨ ³¢¥«¨·¨«¨±¼   ¥¤¨¨¶³. �¥®°¥¬  ¯®«-®±²¼¾ ¤®ª §  .�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¯®±²°®¥¨¿ ®°¬ «¼®©´®°¬» ³¦® ¡»«® ° §«¨· ²¼ ¤¢  ±«³· ¿.1. �«³· ©, ª®£¤  ¤®¡ ¢«¥®¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ �(¬» ¥£® ¯®« £ «¨ ° ¢»¬ ³«¾) ¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ¨ ± ®¤-¨¬ ¨§ ¯°¥¦¨µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© �1; : : : ; �k. �½²®¬ ±«³· ¥ ¤®¡ ¢«¿« ±¼ ®²¤¥«¼ ¿ ª«¥²ª  ¯¥°¢®£® ¯®-°¿¤ª .2. �«³· ©, ª®£¤  ¤®¡ ¢«¥®¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥±®¢¯ ¤ «® ± ®¤¨¬ ¨§ ³¦¥ ¨¬¥¢¸¨µ±¿. � ½²®¬ ±«³· ¥,¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ° §¬¥° ®¤®© ¨§ ¨¬¥¢¸¨µ±¿ ª«¥²®ª ³¢¥-«¨·¨¢ «±¿   1. �±«¨ ¦¥ ª®½´´¨¶¨¥²» �; �;  ° ¢»³«¾, ²®, ª ª ¨ ¢ ¯¥°¢®¬ ±«³· ¥, ¤®¡ ¢«¿« ±¼ ®¢ ¿ª«¥²ª .x 21. �¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ³ª ¦¥¬ ±¯®±®¡, ¤ ¾¹¨© ¢®§-¬®¦®±²¼  µ®¤¨²¼ ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³ «¨-¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �§ °¥§³«¼² ²®¢ ½²®£® ¯ ° -£° ´  ¡³¤¥¬ ² ª¦¥ ¢»²¥ª ²¼ ¤® ±¨µ ¯®° ¥¹¥ ¥ ¤®ª -§  ¿ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ½²®© ´®°¬».� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥. � ²°¨¶» A ¨ A1 = C�1AC,£¤¥ C|¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¥¢»°®¦¤¥ ¿ ¬ ²°¨¶ ,  §»-¢ ¾²±¿ ¯®¤®¡»¬¨.�±«¨ ¬ ²°¨¶ A1 ¯®¤®¡  ¬ ²°¨¶¥A2, ²® ¨ ®¡° ²®,A2 ¯®¤®¡  A1. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼A1 = C�1A2C:�®£¤  ®²±¾¤  A2 = CA1C�1;



x 21] ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ 231². ¥. ¥±«¨ ¯®«®¦¨²¼ C�1 = C1, ¨¬¥¥¬:A2 = C�11 A1C1¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, A2 ¯®¤®¡  A1.�¥£ª® ² ª¦¥ ¯®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¤¢¥ ¬ ²°¨¶» A1 ¨A2 ¯®¤®¡» ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¬ ²°¨¶¥A, ²® ®¨ ¯®¤®¡»¬¥¦¤³ ±®¡®©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼A = C�11 A1C1; A = C�12 A2C2:�®£¤  C�11 A1C1 = C�12 A2C2, ². ¥.A1 = C1C�12 A2C2C�11 ;¨ ¥±«¨ ¯®«®¦¨²¼ C2C�11 = C, ²® ¯®«³·¨¬:A1 = C�1A2C;². ¥. A1 ¨ A2 ¯®¤®¡».�³±²¼ A|¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¥ª®²®°®¬¡ §¨±¥. �°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³ ¬ ²°¨¶ A § ¬¥-¿¥²±¿ ¯®¤®¡®© ¥© ¬ ²°¨¶¥© C�1AC, £¤¥ C|¬ ²°¨-¶  ¯¥°¥µ®¤  ®² ¯¥°¢®£® ¡ §¨±  ª® ¢²®°®¬³ (x 9). � ª¨¬®¡° §®¬, ¯®¤®¡»¥ ¬ ²°¨¶»|½²® ¬ ²°¨¶» ®¤®£® ¨²®£® ¦¥ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ ° §«¨·»µ ¡ §¨-± µ.� ¸  § ¤ · |¯® ¬ ²°¨¶¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯®±²°®-¨²¼ ¨¢ °¨ ²» ± ¬®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ². ¥. ¢»° ¦¥-¨¿, § ¢¨±¿¹¨¥ «¨¸¼ ®² ± ¬®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �°³-£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨,  ¬ ³¦® ¯®±²°®¨²¼ ´³ª¶¨¨ ®² ½«¥-¬¥²®¢ ¬ ²°¨¶», ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ ¤«¿ ¯®¤®¡»µ ¬ ²°¨¶.�¤¨ ² ª®© ¨¢ °¨ ² ³±² ®¢«¥ ³¦¥ ¢ x 10. �¬¥-®, ² ¬ ¡»«® ¤®ª § ®, ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®-·«¥ ¬ ²°¨¶» A, ². ¥. ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A� �E:Dn(�) = jA� �Ej¥ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ § ¬¥¥ ¬ ²°¨¶» A ¯®¤®¡®© ¬ -²°¨¶¥©. �» ¯®±²°®¨¬ §¤¥±¼ °¿¤ ¨¢ °¨ ²®¢, ±°¥¤¨



232 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iiiª®²®°»µ ¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼±¿ ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®-£®·«¥; ®¨ ¡³¤³² ¯®«®© ±¨±²¥¬®© ¨¢ °¨ ²®¢, ¢ ²®¬±¬»±«¥, ·²® ¨§ ¨µ ±®¢¯ ¤¥¨¿ ¤«¿ ¤¢³µ ¬ ²°¨¶ ±«¥¤³¥²¯®¤®¡¨¥ ½²¨µ ¬ ²°¨¶.�³±²¼ A|¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¬ ²°¨¶  n-£® ¯®°¿¤ª . �¨-®°» k-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» A � �E ±³²¼ ¥ª®²®°»¥¬®£®·«¥» ®² �. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Dk(�) ¨µ  ¨¡®«¼-¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ �). � · ±²®±²¨, Dn(�)|®¯°¥¤¥-«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» A��E, ². ¥. µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®-£®·«¥ ¬ ²°¨¶»A. � ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¥Dk(�) ¿¢«¿¾²±¿ ¨¢ °¨ ² ¬¨.� ¬¥²¨¬, ·²® Dn(�) ¤¥«¨²±¿   Dn�1(�). �¥©±²¢¨-²¥«¼®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ Dn�1(�) ¢±¥ ¬¨®°» (n� 1)-£®¯®°¿¤ª  ¤¥«¿²±¿   Dn�1(�). � §« £ ¿ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼  ±³¬¬³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨© ½«¥¬¥²®¢ ª ª®©-¨¡³¤¼ ±²°®-ª¨   ¨µ  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¥ ¤®¯®«¥¨¿, ¬» ¯®«³· ¥¬, ·²®¨ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ Dn(�) ¤¥«¨²±¿   Dn�1(�). � «®£¨·®,Dn�1(�) ¤¥«¨²±¿   Dn�2(�) ¨ ². ¤.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. � ©²¨ Dk(�) (k = 1; 2; 3) ¤«¿ ¬ ²°¨¶»0@�0 1 00 �0 10 0 �01A :�²¢¥². D3(�) = (�� �0)3, D2(�) = D1(�) = 1.� ¥ ¬ ¬   1. �±«¨ C|¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¥¢»°®¦¤¥- ¿ ¬ ²°¨¶ , ²® ®¡¹¨¥  ¨¡®«¼¸¨¥ ¤¥«¨²¥«¨ ¬¨®-°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶ A� �E ¨ C(A� �E) ±®¢¯ -¤ ¾². � «®£¨·®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ¤«¿(A� �E)C.�) � ¨¡®«¼¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ ®¯°¥¤¥«¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ·¨-±«®¢®£® ¬®¦¨²¥«¿. �» ¢»¡¨° ¥¬ Dk(�) ² ª, ·²®¡» ±² °¸¨© ª®-½´´¨¶¨¥² ¡»« ° ¢¥ 1. � · ±²®±²¨, ¥±«¨ ¬¨®°» k-£® ¯®°¿¤ª ¢§ ¨¬® ¯°®±²», ²® Dk(�) = 1.



x 21] ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ 233� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �²°®ª¨ ¬ ²°¨¶»C(A��E)¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ±²°®ª ¬ ²°¨¶»A � �E ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ¿¢«¿¾¹¨¬¨±¿ ½«¥¬¥² ¬¨¬ ²°¨¶» C, ². ¥. ¥ § ¢¨±¿¹¨¬¨ ®² �. �¥©±²¢¨²¥«¼®,®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ aik ½«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» A��E ¨ ·¥°¥§a0ik ½«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» C(A� �E). �®£¤ ,  ¯°¨¬¥°,a01k = nXj=1 c1jajk;². ¥. ½«¥¬¥²» ¯¥°¢®© ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» C(A��E) ¿¢«¿-¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ±²°®ª ¬ ²°¨¶»A��E± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ c1j . � «®£¨·® ¯®ª §»¢ ¥¬ ½²® ¨¤«¿ ¤°³£¨µ ±²°®ª.�®½²®¬³ ¬¨®° ¬ ²°¨¶» C(A� �E) ° §« £ ¥²±¿  ±³¬¬³ ¬¨®°®¢ ¬ ²°¨¶» A � �E ± ¥ª®²®°»¬¨ ·¨-±«¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢±¿ª¨© ¤¥-«¨²¥«¼ ¬¨®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» A � �E ¡³¤¥²² ª¦¥ ¤¥«¨²¥«¥¬ ¬¨®°®¢ ²®£® ¦¥ ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶»C(A � �E). � ª ª ª ®² ¬ ²°¨¶» C(A � �E) ¬» ¬®-¦¥¬ ¯¥°¥©²¨ ª ¬ ²°¨¶¥ A � �E ³¬®¦¥¨¥¬   C�1,²® ¨ ®¡° ²®, ª ¦¤»© ¤¥«¨²¥«¼ ¬¨®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª ¬ ²°¨¶» C(A� �E) ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥«¨²¥«¥¬ ¬¨®°®¢ k-£®¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» A� �E. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³ A � �E ¨C(A � �E) ®¡¹¨¥ ¤¥«¨²¥«¨ ¬¨®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ±®-¢¯ ¤ ¾².� ¥ ¬ ¬   2. � ¯®¤®¡»µ ¬ ²°¨¶ ¬®£®·«¥» Dk(�)±®¢¯ ¤ ¾².� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �³±²¼ A ¨ A0 = C�1AC|¤¢¥ ¯®¤®¡»¥ ¬ ²°¨¶». �®£« ±® ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬¥,®¡¹¨¥  ¨¡®«¼¸¨¥ ¤¥«¨²¥«¨ ¬¨®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ³A � �E ¨ (A � �E)C ±®¢¯ ¤ ¾². �® ²®© ¦¥ «¥¬¬¥ ±®-¢¯ ¤ ¾² ¬¥¦¤³ ±®¡®© ®¡¹¨¥  ¨¡®«¼¸¨¥ ¤¥«¨²¥«¨ ¬¨-®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ³ C�1(A� �E) ¨ C�1(A� �E)C == A0 � �E. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, Dk(�) ¤«¿ A ¨ A0 ° ¢»¬¥¦¤³ ±®¡®©.



234 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii� ª ª ª ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ®¤®£® ¡ §¨±  ª ¤°³£®¬³ ¬ -²°¨¶  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ § ¬¥¿¥²±¿ ¯®¤®¡®©,²® ¨§ «¥¬¬» 2 ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �³±²¼ A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥. �®£¤   ¨¡®«¼¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ Dk(�) ¬¨®-°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» A � �E, £¤¥ A|¬ ²°¨¶ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥, ¥ § ¢¨±¨² ®²¢»¡®°  ¡ §¨± .�¥°¥©¤¥¬ ª ¢»·¨±«¥¨¾ ¬®£®·«¥®¢ Dk(�) ¤«¿ ¤ -®£® «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» 1,¯°¨ ¨µ ¢»·¨±«¥¨¨ ¬®¦® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¬ ²°¨¶¥© «¨-¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢ «¾¡®¬ ¡ §¨±¥. �»¡¥°¥¬ ¡ -§¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¬ ²°¨¶  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨¬¥-¥² ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³. � ¬ ³¦®, ±«¥¤®¢ -²¥«¼®, ¢»·¨±«¨²¼ ¬®£®·«¥» Dk(�) ¤«¿ ¬ ²°¨¶» A,¨¬¥¾¹¥© ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³.� ©¤¥¬ ± · «  ¢±¥ Dk(�) ¤«¿ ¬ ²°¨¶» n-£® ¯®°¿¤ª ¢¨¤  0BBB@�0 1 0 : : : 00 �0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 10 0 0 : : : �01CCCA ; (1)². ¥. ¤«¿ ®¤®© Àª«¥²ª¨Á ®°¬ «¼®© ´®°¬». �» ¨¬¥¥¬Dn(�) = (�� �0)n. �±«¨ ¢ ¬ ²°¨¶¥ (1) § ·¥°ª³²¼ ¯¥°-¢»© ±²®«¡¥¶ ¨ ¯®±«¥¤¾¾ ±²°®ª³, ²® ¯®«³·¨¬ ¬ ²°¨-¶³ A1, ¢ ª®²®°®© ¯® ¤¨ £® «¨ ±²®¿² ¥¤¨¨¶»,    ¤¤¨ £® «¼¾ ³«¨. �®½²®¬³ Dn�1(�) = 1. �»·¥°ª¨¢ ¿¤ «¥¥ ¢ ¬ ²°¨¶¥ A1 ±²°®ª¨ ¨ ±²®«¡¶» ± ®¤¨ ª®¢»¬¨®¬¥° ¬¨, ¬» ±¬®¦¥¬ ¤®ª § ²¼, ·²® ¨ Dn�2(�) = : : :: : : = D1(�) = 1. �ª®· ²¥«¼® ¬» ¨¬¥¥¬, ·²® ¤«¿®²¤¥«¼®© ª«¥²ª¨ [¬ ²°¨¶» (1)] ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼Dk(�) ±«¥¤³¾¹ ¿:(�� �0)n; 1; 1; : : : ; 1:



x 21] ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ 235� «¥¥, § ¬¥²¨¬: ¯³±²¼ ¬ ²°¨¶  B ¨¬¥¥² ¢¨¤�B1 00 B2� ;£¤¥ B1 ¨ B2|ª ª¨¥-«¨¡® ¬ ²°¨¶» ¯®°¿¤ª®¢ n1 ¨ n2.�®£¤  ®²«¨·»¥ ®² ³«¿ ¬¨®°» m-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨-¶» B ¨¬¥¾² ¢¨¤�m = �(1)m1�(2)m2 ; m1 +m2 = m;£¤¥ �(1)m1 |¬¨®°» m1-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» B1,  �(2)m2 |¬¨®°» m2-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» B2 �). �¥©±²¢¨-²¥«¼®, ¥±«¨ ¢»¤¥«¨²¼ ²¥ ¨§ ¯¥°¢»µ n1 ±²°®ª, ª®²®-°»¥ ¢µ®¤¿² ¢ ±®±² ¢ ¤ ®£® ¬¨®° , ¨ ° §«®¦¨²¼ ¯®¨¬ ¬¨®° (¢®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ²¥®°¥¬®© � ¯« ± ), ²®½²®² ¬¨®° ¡³¤¥² «¨¡® ° ¢¥ ³«¾, «¨¡® ¨¬¥²¼ ¢¨¤�(1)m1�(2)m�m1 .� ©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ¬®£®·«¥» Dk(�) ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®©¬ ²°¨¶» A, ¨¬¥¾¹¥© ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼®¾ ´®°¬³.�» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢ ¬ ²°¨¶¥ A ¨¬¥¥²±¿ p ª«¥²®ª,®²¢¥· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �1, q ª«¥²®ª, ®²-¢¥· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �2, ¨ ². ¤. �¡®§ ·¨¬¯®°¿¤ª¨ ª«¥²®ª, ®²¢¥· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾�1, ·¥°¥§ n1; n2; : : : ; np (n1 > n2 > n3 > : : : > np).� ²°¨¶  B = A � �E ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ®²¤¥«¼»¥ª«¥²ª¨ Bi, ¨§ ª®²®°»µ,  ¯°¨¬¥°, B1 ¨¬¥¥² ¢¨¤B1 = 0BBB@�1 � � 1 0 : : : 00 �1 � � 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 10 0 0 : : : �1 � �1CCCA :�) �²«¨·»© ®² ³«¿ ¬¨®° �k k-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» B¬®¦¥², ª®¥·®, ¨¬¥²¼ ¢¨¤ �(1)k , ². ¥. ¡»²¼ ±®±² ¢«¥ ¨§ ½«¥-¬¥²®¢ B1. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬» ¥£® § ¯¨¸¥¬ ´®°¬ «¼® ¢ ¢¨¤¥�k = �(1)k �(2)0 , £¤¥ ¯®«®¦¥® �(2)0 = 1.



236 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii�»·¨±«¨¬ ± · «  Dn(�), ². ¥. ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶»B. � ° ¢¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥© ¬ ²°¨¶ B1,². ¥.Dn(�) = (�� �1)n1+n2+:::+np(�� �2)m1+m2+:::+mq : : :�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¢»·¨±«¥¨¾ Dn�1(�). � ª ª ªDn�1(�) ¥±²¼ ¤¥«¨²¥«¼ ¬®£®·«¥  Dn(�), ²® Dn�1(�)±®±²®¨² ¨§ ¬®¦¨²¥«¥© � � �1, � � �2, : : : . �»·¨±«¨¬,¢ ª ª®© ±²¥¯¥¨ ¢ Dn�1(�) ¢µ®¤¨² � � �1. �«¿ ½²®£®§ ¬¥²¨¬, ·²® ¯°®¨§¢®«¼»© ®²«¨·»© ®² ³«¿ ¬¨®°(n� 1)-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» B = A� �E ¨¬¥¥² ¢¨¤�n�1 = �(1)t1 �(2)t2 : : :�(k)tk ;£¤¥ t1+t2+: : :+tk = n�1, �(i)ti ¬¨®°» ¯®°¿¤ª  ti ¬ ²°¨-¶» Bi. � ª ª ª ±³¬¬  ¯®°¿¤ª®¢ ¬¨®°®¢ �(1)ti , : : : ° ¢ n � 1, ²® ®¤¨ ¨ ²®«¼ª® ®¤¨ ¨§ ½²¨µ ¬¨®°®¢ ¨¬¥¥²¯®°¿¤®ª   ¥¤¨¨¶³ ¨¦¥, ·¥¬ ¯®°¿¤®ª ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹¥© ¬ ²°¨¶» Bi, ². ¥. ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©ª«¥²ª¨ ¬ ²°¨¶» B ¢»·¥°ª¨¢ ¨¥¬ ®¤®© ±²°®ª¨ ¨ ®¤-®£® ±²®«¡¶ . �» ¢¨¤¥«¨, ·²® ¢ ®²¤¥«¼®© ª«¥²ª¥ ¬»¬®¦¥¬ ¢»·¥°ª¨¢ ¨¥¬ ®¤®© ±²°®ª¨ ¨ ®¤®£® ±²®«¡¶ ¯®«³·¨²¼ ¬¨®°, ° ¢»© ¥¤¨¨¶¥ (±¬. ±²°. 234). �®½²®-¬³ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®¤®¡° ²¼ �n�1 ² ª, ·²®¡» ª ª®©-¨¡³¤¼®¤¨ ¨§ ¬¨®°®¢ �(i)ti ±² « ° ¢»¬ ¥¤¨¨¶¥, ¥ ¬¥¿¿¯°¨ ½²®¬ ®±² «¼»µ, ° ¢»µ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¿¬ ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹¨µ ª«¥²®ª. �²±¾¤  ¿±®, ·²®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡»¯®«³·¨²¼ ¬¨®°, ±®¤¥°¦ ¹¨© � � �1 ¢ ¢®§¬®¦® ¡®«¥¥¨§ª®© ±²¥¯¥¨, ¤®±² ²®·® ¢»·¥°ª³²¼ ±²°®ª³ ¨ ±²®«-¡¥¶ ¢ ª«¥²ª¥, ®²¢¥· ¾¹¥© �1 ¨ ¨¬¥¾¹¥©  ¨¡®«¼¸¨©¯®°¿¤®ª,   ¨¬¥® ¯®°¿¤®ª n1. � ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¨¡®«¼-¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ Dn�1(�) ¬¨®°®¢ (n�1)-£® ¯®°¿¤-ª  ±®¤¥°¦¨² �� �1 ¢ ±²¥¯¥¨ n2 + n3 + : : :+ np.� «®£¨·®, ±°¥¤¨ ¬¨®°®¢ (n � 2)-£® ¯®°¿¤ª   ¨-¨§¸³¾ ±²¥¯¥¼ � � �1 ±®¤¥°¦¨² ¬¨®° �n�2, ¯®«³-



x 21] ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ 237·¥»© ¢»·¥°ª¨¢ ¨¥¬ ¯® ±²°®ª¥ ¨ ±²®«¡¶³ ¨§ ª«¥²®ª,±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �1 ¨ ¨¬¥¾-¹¨µ ¯®°¿¤ª¨ n1 ¨ n2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, Dn�2(�) ±®¤¥°-¦¨² �� �1 ¢ ±²¥¯¥¨ n3 + n4 + : : :+ np ¨ ². ¤. � ª®¥¶,Dn�p(�);Dn�p�1(�); : : : ;D1(�) ¢®¢±¥ ¥ ±®¤¥°¦¨² ���1.�®¢¥°¸¥® ² ª ¦¥ ¬» ¢»¿±¿¥¬, ¢ ª ª¨µ ±²¥¯¥¿µ¢ Dk(�) ¢µ®¤¿² ¬®¦¨²¥«¨ �� �2, �� �3, : : :�² ª, ¬» ¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥:�³±²¼ ¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¨¬¥¥² ¦®°¤ ®-¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³, ¢ ª®²®°®© ¨¬¥¥²±¿ p ª«¥²®ª¯®°¿¤ª®¢ n1; n2; : : : ; np (n1 > n2 > : : : > np), ®²¢¥· -¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �1, q ª«¥²®ª ¯®°¿¤ª®¢m1;m2; : : : ;mq (m1 > m2 > : : : > mq), ®²¢¥· ¾¹¨µ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �2, ¨ ². ¤.; ²®£¤ Dn(�)=(���1)n1+n2+n3+:::+np(���2)m1+m2+m3+:::+mq: : : ;Dn�1(�)=(���1)n2+n3+:::+np(���2)m2+m3+:::+mq : : : ;Dn�2(�)=(���1)n3+:::+np(���2)m3+:::+mq : : : ;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�°¨ ½²®¬,  ·¨ ¿ ± Dn�p(�) ¬®¦¨²¥«¼ (� � �1):::§ ¬¥¿¥²±¿ ¥¤¨¨¶¥©,  ·¨ ¿ ± Dn�q(�), ¬®¦¨²¥«¼(�� �2)::: § ¬¥¿¥²±¿ ¥¤¨¨¶¥© ¨ ². ¤.� ±±¬®²°¨¬ ¢ ¦»© ¯°¨¬¥°. �³±²¼ ±®¡±²¢¥®¬³§ ·¥¨¾ �1 ®²¢¥· ¥² «¨¸¼ ®¤  ª«¥²ª , ¯®°¿¤®ª ª®²®-°®© ° ¢¥ n1, ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �2|²®«¼ª® ®¤-  ª«¥²ª  ¯®°¿¤ª  m1, �3|®¤  ª«¥²ª  ¯®°¿¤ª  k1¨ ². ¤. (². ¥. ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ° §«¨·-»¬ ª«¥²ª ¬, ° §«¨·»). �®£¤  Di(�) ¨¬¥¥² ¢¨¤Dn(�) = (�� �1)n1(�� �2)m1(�� �3)k1 : : : ;Dn�1(�) = 1;Dn�2(�) = 1;. . . . . . . . .



238 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii�ª § »© ¢»¸¥ ®¡¹¨© ¢¨¤ ¤«¿ Dk(�) ¯®ª §»¢ ¥²,·²® ¢¬¥±²® ¬®£®·«¥®¢ Dk(�) ³¤®¡¥¥ ¢¢¥±²¨ ¨µ ®²®-¸¥¨¿ Ek(�) = Dk(�)Dk�1(�) :�®£®·«¥» Ek(�)  §»¢ ¾²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬¨ ¬®-¦¨²¥«¿¬¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ¬ ²°¨¶  A ¨¬¥¥²¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³, ¢ ª®²®°®© ¨¬¥¥²±¿ pÀª«¥²®ªÁ ¯®°¿¤ª®¢ n1; n2; : : : ; np (n1 > n2 > : : : > np),®²¢¥· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �1, q Àª«¥²®ªÁ¯®°¿¤ª®¢ m1;m2; : : : ;mq (m1 > m2 > : : : > mq), ®²¢¥-· ¾¹¨µ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �2 ¨ ². ¤., ²® ¨¢ °¨- ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ Ek(�) ¨¬¥¾² ¢¨¤En(�) = (�� �1)n1(�� �2)m1 : : : ;En�1(�) = (�� �1)n2(�� �2)m2 : : : ;En�2(�) = (�� �1)n3(�� �2)m3 : : : ;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�» ¢¨¤¨¬, ·²® § ¤ ¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¨¢ -°¨ ²»µ ¬®¦¨²¥«¥© En(�); En�1(�); : : : ¯®«®±²¼¾®¯°¥¤¥«¿¥² ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³ ¬ ²°¨¶» A;±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ �i ¯®«³· ¾²±¿ ª ª ª®°¨ ³° ¢-¥¨¿ En(�) = 0. � §¬¥°» ¦¥ n1; n2; : : : ; np ª«¥²®ª, ®²-¢¥· ¾¹¨µ ¤ ®¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �1, ° ¢»±²¥¯¥¿¬, ± ª®²®°»¬¨ ¤¢³·«¥ �� �1 ±®¤¥°¦¨²±¿ ±®®²-¢¥²±²¢¥® ¢ En(�); En�1(�); : : :�» ²¥¯¥°¼ ¢ ±®±²®¿¨¨ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¥®¡µ®¤¨-¬»¥ ¨ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¡ §¨± , ¢ ª®-²®°®¬ ¬ ²°¨¶  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤¨ £® «¼- .�«¿ ²®£® ·²®¡» ±³¹¥±²¢®¢ « ¡ §¨±, ¢ ª®²®°®¬ ¬ -²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¤¨ £® «¼ , ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®-±² ²®·®, ·²®¡» ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ½²®© ¬ -²°¨¶» ¨¬¥«¨ «¨¸¼ ¯°®±²»¥ ª®°¨.



x 21] ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ 239�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¬» ¢¨¤¥«¨, ·²® ª° ²®±²¨ ª®°¥©�1; �2; : : : ¨¢ °¨ ²»µ ¬®¦¨²¥«¥© ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯®-°¿¤ª¨ ª«¥²®ª ¢ ¦®°¤ ®¢®© ®°¬ «¼®© ´®°¬¥. �°®-±²®²  ª®°¥© ¨¢ °¨ ²»µ ¬®¦¨²¥«¥© ®§ · ¥², ² -ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® ½²¨ ª«¥²ª¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª , ². ¥. ·²®¦®°¤ ®¢  ®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  ¬ ²°¨¶» ±¢®¤¨²±¿ ª ¤¨ -£® «¼®©.� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¤¢¥ ¬ ²°¨¶» ¡»«¨¯®¤®¡», ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ¨µ ¨¢ °¨- ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ±®¢¯ ¤ «¨.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �» ¤®ª § «¨ («¥¬¬  2),·²® ³ ¯®¤®¡»µ ¬ ²°¨¶ ±®¢¯ ¤ ¾² ¬®£®·«¥» Dk(�).�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±®¢¯ ¤ ¾² ¨ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨Ek(�), ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ¨µ ®²®¸¥¨¿¬¨.�¡° ²®, ¯³±²¼ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ¬ ²°¨¶ A¨ B ±®¢¯ ¤ ¾². �» § ¥¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯®¤®¡-  ¥ª®²®°®© ¬ ²°¨¶¥, ¨¬¥¾¹¥© ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼-³¾ ´®°¬³. � ª ª ª ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ³ A ¨ B±®¢¯ ¤ ¾², ²® ¨µ ®°¬ «¼»¥ ¦®°¤ ®¢» ´®°¬» ²®¦¥±®¢¯ ¤ ¾². � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬ ²°¨¶» A ¨ B ¯®¤®¡»®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¬ ²°¨¶¥ ¨, § ·¨², A ¯®¤®¡  B.� ¥ ® ° ¥ ¬   3. �®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  «¨¥©®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ± ¬¨¬ «¨¥©»¬¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬.� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. � ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿A ¢ ° §«¨·»µ ¡ §¨± µ ¯®¤®¡». � ª ª ª ¯®¤®¡»¥¬ ²°¨¶» ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨,  ¨¢ °¨ ²»¬¨ ¬®¦¨²¥«¿¬¨ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿-¥²±¿ ®°¬ «¼ ¿ ´®°¬ , ²® ®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  ¤ ®-£® «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¯°¥¤¥«¥  ®¤®§ ·®, ¨²¥®°¥¬  ¤®ª §  .�» ¢ ±®±²®¿¨¨ ²¥¯¥°¼  ©²¨ ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼-³¾ ´®°¬³ ¬ ²°¨¶» «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿. �«¿½²®£® ¤®±² ²®·® ¢§¿²¼ ¬ ²°¨¶³ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ ¢ ª ª®¬-¨¡³¤¼ ¡ §¨±¥ ¨  ©²¨ ¨¢ °¨ ²»¥



240 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii¬®¦¨²¥«¨ ¬ ²°¨¶» A. � §«®¦¨¢ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®-¦¨²¥«¨ ¢ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¨¤  (� � �1)n(�� �2)m : : : , ¬»¡³¤¥¬ § ²¼ ª ª ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ² ª ¨ ®²¢¥· ¾-¹¨¥ ¨¬ ¯®°¿¤ª¨ ª«¥²®ª.x 22. �-¬ ²°¨¶»1. �-¬ ²°¨¶¥© (¯®«¨®¬¨ «¼®© ¬ ²°¨¶¥©)  §»¢ -¥²±¿ ¬ ²°¨¶ , ½«¥¬¥² ¬¨ ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ¬®£®·«¥-» ®²®±¨²¥«¼® ¥ª®²®°®© ¡³ª¢» �. �²¥¯¥¼¾ �-¬ -²°¨¶»  §»¢ ¥²±¿  ¨¢»±¸ ¿ ¨§ ±²¥¯¥¥© ¬®£®·«¥®¢,¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ±®±² ¢ ¬ ²°¨¶». �±®, ·²® �-¬ ²°¨¶  ±²¥-¯¥¨ n ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥A0�n +A1�n�1 + : : :+An;£¤¥ Ak |¬ ²°¨¶», ³¦¥ ¥ § ¢¨±¿¹¨¥ ®² � �). � ±²»©±«³· © �-¬ ²°¨¶  ¬ ³¦¥ ¢±²°¥· «±¿ ¥®¤®ª° ²®,  ¨¬¥® ¬ ²°¨¶» ¢¨¤  A��E. �¥§³«¼² ²», ª®²®°»¥ ¬»¯®«³·¨¬ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥, ¤«¿ ±«³· ¿ �-¬ ²°¨¶ ¢¨¤ A � �E ±®¤¥°¦ ² ª ª · ±²»© ±«³· © ¬®£¨¥ ¨§ °¥-§³«¼² ²®¢, ¯®«³·¥»µ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¯ ° £° ´ µ ½²®©£« ¢».�-¬ ²°¨¶» ¢±²°¥· ¾²±¿ ¢® ¢±¥µ ¢®¯°®± µ ¬ ²¥¬ ²¨ª¨. � ª, ¯°¨¬¥°, °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» ®¤®°®¤»µ «¨¥©»µ ¤¨´´¥°¥¶¨- «¼»µ ³° ¢¥¨© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  ± ¯®±²®¿»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥-² ¬¨ dyidx = nXk=1 aikyk (i = 1; 2; : : : ; n) (1)¨¹¥²±¿ ®¡»·® ¢ ¢¨¤¥ yk = cke�x; (2)£¤¥ � ¨ ck |¥ª®²®°»¥ ¯®±²®¿»¥. �«¿ ¨µ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯®¤±² -¢¨¬ ´³ª¶¨¨ (2) ¢ ±¨±²¥¬³ ¨ ±®ª° ²¨¬ ³° ¢¥¨¥   e�x. �»�) � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¬ ²°¨¶» ®¡®§ · ²¼ ±¢¥²«»¬¨¡³ª¢ ¬¨.



x 22] �-¬ ²°¨¶» 241¯®«³·¨¬ ±¨±²¥¬³ «¨¥©»µ ³° ¢¥¨©�ci = nXk=1 aikck;¬ ²°¨¶  ª®²®°®© ¥±²¼ A� �E, £¤¥ A|¬ ²°¨¶  ¨§ ª®½´´¨¶¨¥-²®¢ ±¨±²¥¬» (1). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨§³·¥¨¥ ±¨±²¥¬» ¤¨´´¥°¥¶¨- «¼»µ ³° ¢¥¨© (1) ²¥±® ±¢¿§ ® ± �-¬ ²°¨¶¥© ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨®²®±¨²¥«¼® �: A� �E.� «®£¨·®, ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ¯®°¿¤ª  ¢»¸¥¯¥°¢®£® ¯°¨¢®¤¨² ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ �-¬ ²°¨¶ ¢»±¸¨µ ±²¥¯¥¥©. � -¯°¨¬¥°, ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨©nXk=1aik d2ykdx2 + nXk=1 bik dykdx + nXk=1 cikyk = 0¯°¨¢®¤¨² ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ �-¬ ²°¨¶» A�2+B�+C, £¤¥ A = kaikk,B = kbikk, C = kcikk.�» ° ±±¬®²°¨¬ ±¥©· ± ¢®¯°®± ® ª ®¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥�-¬ ²°¨¶ ®²®±¨²¥«¼® ² ª  §»¢ ¥¬»µ ½«¥¬¥² °»µ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.�«¥¬¥² °»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ �-¬ ²°¨¶  §»-¢ ¾²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±«¥¤³¾¹¨µ ²¨¯®¢.1� �¥°¥±² ®¢ª  ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¤¢³µ ª ª¨µ-«¨¡® ±²°®ª¨«¨ ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶».2� �°¨¡ ¢«¥¨¥ ª ±²°®ª¥ ª ª®©-«¨¡® ¤°³£®© ±²°®ª¨,³¬®¦¥®©   ¥ª®²®°»© ¬®£®·«¥ '(�), ¨,   «®£¨·-®, ¯°¨¡ ¢«¥¨¥ ª ±²®«¡¶³ ¤°³£®£® ±²®«¡¶ , ³¬®¦¥-®£®   ¥ª®²®°»© ¬®£®·«¥.3� �¬®¦¥¨¥ ±²°®ª¨ ¨«¨ ±²®«¡¶    ¥ª®²®°®¥ ·¨-±«®, ®²«¨·®¥ ®² ³«¿.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥. �¢¥ �-¬ ²°¨¶»  §»¢ ¾²±¿½ª¢¨¢ «¥²»¬¨, ¥±«¨ ®¤  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥  ¨§¤°³£®© ¥ª®²®°®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ ½«¥¬¥² °-»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.�¡° ²®¥ ª ª ¦¤®¬³ ½«¥¬¥² °®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¾ ¥±²¼ ±®¢  ½«¥¬¥² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �²® «¥£-ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨§ ²°¥µ ²¨¯®¢ ½«¥¬¥-² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©. � ª, ¥±«¨ �-¬ ²°¨¶  B(�)



242 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii¯®«³· ¥²±¿ ¨§ �-¬ ²°¨¶» A(�) ¯¥°¥±² ®¢ª®© ±²°®ª, ²®®¡° ²®© ¯¥°¥±² ®¢ª®© ±²°®ª ¬» ¬®¦¥¬ ¨§ B(�) ¯®«³-·¨²¼ A(�). �±«¨ B(�) ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ A(�) ¯°¨¡ ¢«¥¨¥¬ª k-© ±²°®ª¥ i-©, ³¬®¦¥®©   '(�), ²®, ®¡° ²®, A(�)¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨§ B(�) ¯°¨¡ ¢«¥¨¥¬ ª k-© ±²°®ª¥ i-©,³¬®¦¥®©   �'(�).�§ ±¤¥« ®£® § ¬¥· ¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ �-¬ ²°¨-¶  K(�) ½ª¢¨¢ «¥²  L(�), ²® ¨ ®¡° ²®, L(�) ½ª¢¨-¢ «¥²  K(�). � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³±²¼ ¨§ K(�) ¯°¨¬¥¥-¨¥¬ ¥ª®²®°®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨© ¯®«³· ¥²±¿ L(�). �®£¤ , ¯°¨¬¥¿¿ ª L(�)¢ ®¡° ²®¬ ¯®°¿¤ª¥ ®¡° ²»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¬» ¯°¨-¤¥¬ ª K(�).�±«¨ ¤¢¥ �-¬ ²°¨¶»K1(�) ¨ K2(�) ½ª¢¨¢ «¥²» ¥-ª®²®°®© ¬ ²°¨¶¥ K(�), ²® ®¨ ½ª¢¨¢ «¥²» ¬¥¦¤³ ±®-¡®©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ± · «  ¯°®¢¥±²¨ ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼®±²¼ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ¯¥°¥¢®¤¿¹¨µK1(�) ¢ K(�),   § ²¥¬ ½«¥¬¥² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿,¯¥°¥¢®¤¿¹¨¥ K(�) ¢ K2(�), ²® ¬» ¯¥°¥¢¥¤¥¬ K1(�) ¢K2(�), ². ¥. K1(�) ½ª¢¨¢ «¥²  K2(�).�±®¢®© °¥§³«¼² ² ¯. 1 ½²®£® ¯ ° £° ´  ±®±²®¨² ¢¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» ® ²®¬, ·²® ¢±¿ª³¾ �-¬ ²°¨¶³¬®¦® ½«¥¬¥² °»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¯°¨¢¥±²¨ ª¤¨ £® «¼®¬³ ¢¨¤³. �®ª § ²¥«¼±²¢³ ½²®£® ¯°¥¤«®¦¥-¨¿ ¯°¥¤¯®¸«¥¬ «¥¬¬³:� ¥ ¬ ¬   1. �±«¨ ½«¥¬¥² a11(�) ¢ �-¬ ²°¨¶¥ A(�)¥ ° ¢¥ ³«¾ ¨ ¥±«¨ ¥ ¢±¥ ½«¥¬¥²» aik(�) ¬ ²°¨-¶» A(�) ¤¥«¿²±¿   ¬®£®·«¥ a11(�), ²® ¬®¦® ¯®-¤®¡° ²¼ ½ª¢¨¢ «¥²³¾ A(�) �-¬ ²°¨¶³ B(�), ¤«¿ ª®-²®°®© ½«¥¬¥² b11(�) ² ª¦¥ ¥ ° ¢¥ ³«¾ ¨ ¨¬¥¥²±²¥¯¥¼ ¡®«¥¥ ¨§ª³¾, ·¥¬ a11(�).� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²®¥ ¤¥«¿¹¨©±¿   a11(�) ½«¥¬¥² ¬ ²°¨¶» A(�)  µ®¤¨²-±¿ ¢ ¯¥°¢®© ±²°®ª¥. �³±²¼,  ¯°¨¬¥°, a1k(�) ¥ ¤¥«¨²±¿



x 22] �-¬ ²°¨¶» 243  a11(�). �®£¤  a1k(�) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥a1k(�) = a11(�)'(�) + b(�);£¤¥ '(�)|· ±²®¥, b(�) 6= 0|®±² ²®ª ®² ¤¥«¥¨¿a1k(�)   a11(�) ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±²¥¯¥¼ b(�) ¨¦¥, ·¥¬±²¥¯¥¼ a11(�). �»·²¥¬ ¨§ k-£® ±²®«¡¶  ¯¥°¢»©, ³¬®-¦¥»©   '(�). �®«³·¨¬ ¬ ²°¨¶³, £¤¥ ¢¬¥±²® a1k(�)±²®¨² ²¥¯¥°¼ ¬®£®·«¥ b(�), ¨¬¥¾¹¨© ¡®«¥¥ ¨§ª³¾±²¥¯¥¼, ·¥¬ a11(�). �¥°¥±² ¢«¿¿ ²¥¯¥°¼ k-© ±²®«¡¥¶ ±¯¥°¢»¬, ¬» ¯¥°¥¢¥¤¥¬ b(�) ¢ «¥¢»© ¢¥°µ¨© ³£®«.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©, ª®£¤  ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¯¥°-¢®© ±²°®ª¨ ¨ ¯¥°¢®£® ±²®«¡¶  ¤¥«¿²±¿   a11(�),   ¥ª®-²®°»© ½«¥¬¥² aik(�) ¥ ¤¥«¨²±¿   a11(�). �²®² ±«³· ©¬» ±¢¥¤¥¬ ª ¯°¥¤»¤³¹¥¬³ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ai1(�)¤¥«¨²±¿   a11(�), ². ¥. ¨¬¥¥² ¢¨¤ ai1(�) = '(�)a11(�).�»·²¥¬ ¨§ i-© ±²°®ª¨ ¯¥°¢³¾, ³¬®¦¥³¾   '(�).�®£¤  ai1(�) § ¬¥¨²±¿ ³«¥¬, ½«¥¬¥² aik(�) § ¬¥¨²-±¿ ½«¥¬¥²®¬ a0ik(�) = aik(�) � '(�)a1k(�), ª®²®°»©¯®-¯°¥¦¥¬³ ¥ ¤¥«¨²±¿   a11(�) (² ª ª ª a1k(�) ¯®¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¤¥«¨²±¿   a11(�)). �°¨¡ ¢¨¬ ²¥¯¥°¼i-¾ ±²°®ª³ ª ¯¥°¢®©. � ª ª ª   ¯¥°¢®¬ ¬¥±²¥ ¢ i-©±²°®ª¥ ²¥¯¥°¼ ±²®¨² ³«¼, ²® a11(�) ¥ ¨§¬¥¨²±¿,    k-¬ ¬¥±²¥ ¢ ¯¥°¢®© ±²°®ª¥ ²¥¯¥°¼ ¡³¤¥² ±²®¿²¼a1k(�) + a0ik(�) = a1k(�)(1 � '(�)) + aik(�) ¨, ±«¥¤®¢ -²¥«¼®, ¢ ¯¥°¢®© ±²°®ª¥ ¨¬¥¥²±¿ ½«¥¬¥², ¥ ¤¥«¿¹¨©±¿  a11(�). �» ±¢¥«¨ ½²®² ±«³· © ª ° ±±¬®²°¥®¬³ ¢»-¸¥ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¥¬¬  ¤®ª §  .� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ² ª¦¥ ±«¥-¤³¾¹¨¬ § ¬¥· ¨¥¬: ¥±«¨ ¢±¥ ½«¥¬¥²» �-¬ ²°¨¶»B(�) ¤¥«¿²±¿   ¥ª®²®°»© ¬®£®·«¥ E(�), ²® ¯®-±«¥ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©  ¤ ¬ ²°¨¶¥© B(�)¬» ±®¢  ¯®«³·¨¬ ¬ ²°¨¶³, ½«¥¬¥²» ª®²®°®© ¤¥«¿²±¿  E(�).�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¯°¨¢¥¤¥¨¾ �-¬ ²°¨¶» ª ¤¨ £®- «¼®¬³ ¢¨¤³.



244 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii�» ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® a11(�) 6= 0, ² ª ª ª, ¥±«¨ ¢¬ ²°¨¶¥ ¥±²¼ µ®²¼ ®¤¨ ½«¥¬¥², ®²«¨·»© ®² ³«¿, ²®¯¥°¥±² ®¢ª ¬¨ ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢ ¥£® ¬®¦® ¯¥°¥¢¥±²¨  ½²® ¬¥±²®. �±«¨ ¥ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» ¤¥«¿²±¿  a11(�), ²® ¬» ¬®¦¥¬ ±¯®±®¡®¬, ³ª § ®¬ ¢ «¥¬¬¥,§ ¬¥¨²¼ ¬ ²°¨¶³ ½ª¢¨¢ «¥²®©, ¢ ª®²®°®© ½«¥¬¥²,±²®¿¹¨© ¢ «¥¢®¬ ¢¥°µ¥¬ ³£«³, ¨¬¥¥² ¡®«¥¥ ¨§ª³¾ ±²¥-¯¥¼ ¨ ¯®-¯°¥¦¥¬³ ®²«¨·¥ ®² ³«¿. �±«¨ ¥ ¢±¥ ½«¥-¬¥²» ¤¥«¿²±¿   ¥£®, ²® ¬» ¬®¦¥¬ ®¯¿²¼ ¯®¨§¨²¼±²¥¯¥¼ ½²®£® ½«¥¬¥²  ¨ ². ¤. �°®¶¥±± § ª®·¨²±¿, ª®-£¤  ¬» ¯°¨¤¥¬ ª ¬ ²°¨¶¥ B(�), ¢ ª®²®°®© ¢±¥ ½«¥¬¥²»¤¥«¿²±¿   b11(�).� ª ª ª ½«¥¬¥²» b12(�); : : : ; b1n(�) ¯¥°¢®© ±²°®ª¨ ¤¥-«¿²±¿   b11(�), ²®, ¢»·¨² ¿ ¨§ ¢²®°®£®, ²°¥²¼¥£® ¨ ². ¤.±²®«¡¶  ¯¥°¢»©, ³¬®¦¥»©   ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯®¤®-¡° »¥ ¬®£®·«¥» ®² �, ¬» ¬®¦¥¬ ®¡° ²¨²¼ ¢ ³«¼2-©, 3-©, : : : , n-© ½«¥¬¥²» ¯¥°¢®© ±²°®ª¨. � «®£¨·®®¡° ²¨¬ ¢ ³«¼ ¢±¥ ½«¥¬¥²»,  ·¨ ¿ ±® ¢²®°®£®, ¢¯¥°¢®¬ ±²®«¡¶¥. � ª ª ª ¢ ¬ ²°¨¶¥ B(�) ¢±¥ ½«¥¬¥-²» ¤¥«¨«¨±¼   b11(�), ²® ¢ ¯®«³·¥®© ¬ ²°¨¶¥ ¢±¥½«¥¬¥²» ² ª¦¥ ¤¥«¿²±¿   b11(�). � §¤¥«¨¬ ¢±¥ ½«¥-¬¥²» ¯¥°¢®© ±²°®ª¨   ±² °¸¨© ª®½´´¨¶¨¥² ¬®£®-·«¥  b11(�). �  ¯¥°¢®¬ ¬¥±²¥ ¯®«³·¨²±¿ ¬®£®·«¥ ±®±² °¸¨¬ ª®½´´¨¶¨¥²®¬ 1, ª®²®°»© ¬» ®¡®§ ·¨¬ ·¥-°¥§ E1(�),     ®±² «¼»µ ¬¥±² µ ¡³¤³² ¯®-¯°¥¦¥¬³³«¨.�» ¯°¨¸«¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¬ ²°¨¶¥ ±«¥¤³¾¹¥£®¢¨¤ : 0BBB@E1(�) 0 0 : : : 00 c22(�) c23(�) : : : c2n(�)0 c32(�) c33(�) : : : c3n(�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 cn2(�) cn3(�) : : : cnn(�)1CCCA ; (3)¢±¥ ½«¥¬¥²» ª®²®°®© ¤¥«¿²±¿   E1(�).



x 22] �-¬ ²°¨¶» 245�» ¬®¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ¯®¢²®°¨²¼ ± ¬ ²°¨¶¥© (n � 1)-£®¯®°¿¤ª  kcik(�)k ²¥ ¦¥ ®¯¥° ¶¨¨, ·²® ± ¬ ²°¨¶¥© n-£®¯®°¿¤ª . � ¬¥²¨¬, ·²® ¢±¿ª®¥ ½«¥¬¥² °®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ ¬ ²°¨¶» kcikk ¥±²¼ ¢ ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ½«¥¬¥² °®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¬ ²°¨¶» (3), ² ª ª ª ¢ ¯¥°¢®© ±²°®ª¥¨ ±²®«¡¶¥ ¢±¥ ½«¥¬¥²», ª°®¬¥ E1(�), ° ¢» ³«¾.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ®¡° ²¨¬ ¢ ³«¼ ¢±¥ ½«¥¬¥²»¢²®°®© ±²°®ª¨ ¨ ¢²®°®£® ±²®«¡¶ , ª°®¬¥ ¤¨ £® «¼-®£®. �®«³·¥»© ¤¨ £® «¼»© ½«¥¬¥² (±² °¸¨© ª®-½´´¨¶¨¥² ª®²®°®£® ² ª¦¥ ±·¨² ¥¬ ° ¢»¬ ¥¤¨¨¶¥)®¡®§ ·¨¬ E2(�). �±¥ ½«¥¬¥²» cik(�) ¤¥«¿²±¿   E1(�).�®½²®¬³ ¢±¥ ¤ «¼¥©¸¨¥ ½«¥¬¥² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¢±¥£¤  ¯°¨¢®¤¿²  ± ª ½«¥¬¥² ¬, ¤¥«¿¹¨¬±¿   E1(�).� · ±²®±²¨, E2(�) ¤¥«¨²±¿   E1(�).�» ¯°¨¸«¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¬ ²°¨¶¥, ³ ª®²®°®©¢ ¯¥°¢»µ ¤¢³µ ±²°®ª µ ¨ ±²®«¡¶ µ ¢±¥ ½«¥¬¥²», ª°®-¬¥ ¤¨ £® «¼»µ, ° ¢» ³«¾,   ¯® ¤¨ £® «¨ ±²®¿²E1(�) ¨ E2(�), ¯°¨·¥¬ E2(�) ¤¥«¨²±¿   E1(�). �» ±¬®-¦¥¬ ¯°®¤®«¦ ²¼ ½²®² ¯°®¶¥±± ¤ «¥¥, ¯®ª  ¥ ¯°¨¢¥¤¥¬¢±¾ ¬ ²°¨¶³ ª ¤¨ £® «¼®¬³ ¢¨¤³. �®¦¥², ª®¥·®,®ª § ²¼±¿, ·²® ¬» § ª®·¨¬ ¯°®¶¥±± ° ¼¸¥, ¯°¨¤¿ ª¬ ²°¨¶¥, ±®±²®¿¹¥© ±¯«®¸¼ ¨§ ³«¥©.�² ª, ¤®ª §   ±«¥¤³¾¹ ¿� ¥ ® ° ¥ ¬   1. �±¿ª ¿ �-¬ ²°¨¶  ¬®¦¥² ¡»²¼½«¥¬¥² °»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¯°¨¢¥¤¥  ª ¢¨¤³0BBB@E1(�) 0 0 : : : 00 E2(�) 0 : : : 00 0 E3(�) : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : En(�)1CCCA ; (4)£¤¥ ¬®£®·«¥» Ek(�), ±²®¿¹¨¥ ¯® ¤¨ £® «¨, ¨¬¥-¾² ±² °¸¨¥ ª®½´´¨¶¨¥²», ° ¢»¥ ¥¤¨¨¶¥, ¬®£®-·«¥ E2(�) ¤¥«¨²±¿   E1(�), E3(�) ¤¥«¨²±¿   E2(�),



246 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iiiE4(�)   E3(�) ¨ ². ¤. �²®² ¢¨¤  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼-®© ¤¨ £® «¼®© ´®°¬®© �-¬ ²°¨¶».�®¥·®, ¥ª®²®°®¥ ·¨±«® ¯®±«¥¤¨µ ¬®£®·«¥®¢Ek(�) ¢ ¬ ²°¨¶¥ (4) ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ° ¢»¬ ³«¾:Er+1(�) = Er+2(�) = : : : = 0:�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �» ¯°¨¢¥«¨ ¬ ²°¨¶³ A(�) ª ®°-¬ «¼®¬³ ¤¨ £® «¼®¬³ ¢¨¤³, ¢ ª®²®°®¬ ª ¦¤»© ¤¨ -£® «¼»© ½«¥¬¥² ¤¥«¨²±¿   ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¨©. �±«¨¯®±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¶¥«¼¾ ¯°¨¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶» ª ª ª®¬³-¨¡³¤¼ ¤¨ £® «¼®¬³ ¢¨¤³, ®²¡°®±¨¢ ²°¥¡®¢ ¨¥ ¤¥-«¨¬®±²¨, ²® § ¤ ·  °¥¸ ¥²±¿ ¯°®¹¥.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ®¡° ²¨²¼ ¢ ³«¼¢±¥ ½«¥¬¥²» ¯¥°¢®© ±²°®ª¨ ¨ ¯¥°¢®£® ±²®«¡¶  ª°®-¬¥ a11(�), ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ½²¨ ½«¥¬¥²» (  ¥ ¢±¥½«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶») ¤¥«¨«¨±¼   a11(�). � ª ¢¨¤® ¨§¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¥¬¬», ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ½²®£® ¤®±²¨£-³²¼, ²°¥¡³¥²±¿ £®° §¤® ¬¥¼¸¥¥ ·¨±«® ½«¥¬¥² °»µ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ·¥¬ ¤«¿ ¯°¨¢¥¤¥¨¿ ª ®°¬ «¼®© ¤¨ -£® «¼®© ´®°¬¥. �¡° ²¨¢ ¢ ³«¼ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¯¥°¢®©±²°®ª¨ ¨ ¯¥°¢®£® ±²®«¡¶ , ª°®¬¥ ¤¨ £® «¼®£®, ¬»¬®¦¥¬ ¯°®¤¥« ²¼ ²® ¦¥ ± ¬®¥ ± ®±² ¢¸¥©±¿ ¬ ²°¨¶¥©(n�1)-£® ¯®°¿¤ª  ¨ ². ¤., ¯®ª  ¬ ²°¨¶  ¥ ¡³¤¥² ¯°¨¢¥-¤¥  ª ¤¨ £® «¼®¬³ ¢¨¤³. �²¨¬ ¯³²¥¬ ¬®¦® ¯°¨¢¥-±²¨ ¬ ²°¨¶³ ª ° §«¨·»¬ ¤¨ £® «¼»¬ ´®°¬ ¬, ². ¥.¤¨ £® «¼ ¿ ´®°¬  ¥ ®¯°¥¤¥«¥  ®¤®§ ·®. � ±«¥-¤³¾¹¥¬ ¯³ª²¥ ½²®£® ¯ ° £° ´  ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ®°-¬ «¼ ¿ ¤¨ £® «¼ ¿ ´®°¬  ¤ ®© �-¬ ²°¨¶» ®¯°¥-¤¥«¿¥²±¿ ³¦¥ ®¤®§ ·®.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �°¨¢¥±²¨ �-¬ ²°¨¶³��� �1 00 �� �2� ; �1 6= �2;ª ®°¬ «¼®© ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥.



x 22] �-¬ ²°¨¶» 247�²¢¥². �1 00 (�� �1)(�� �2)� :2. � ½²®¬ ¯³ª²¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ®°¬ «¼ ¿¤¨ £® «¼ ¿ ´®°¬  ¤ ®© ¬ ²°¨¶» ®¯°¥¤¥«¥  ®¤®-§ ·®. �«¿ ½²®£® ¬» ¯®±²°®¨¬ ±¨±²¥¬³ ¬®£®·«¥®¢,±¢¿§ »µ ± ¤ ®© �-¬ ²°¨¶¥©, ª®²®°»¥ ¥ ¬¥¿¾²±¿¯°¨ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ ¨ ª®²®°»¬¨, ª ª¬» ³¢¨¤¨¬, ®°¬ «¼ ¿ ¤¨ £® «¼ ¿ ´®°¬  �-¬ ²°¨-¶» ¢¯®«¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿.�³±²¼ ¤   ¯°®¨§¢®«¼ ¿ �-¬ ²°¨¶ . � ¨¡®«¼¸¨©®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ ¢±¥µ ¬¨®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ¤ ®©�-¬ ²°¨¶» ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§Dk(�). � ª ª ª  ¨¡®«¼¸¨©®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ ®¯°¥¤¥«¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯®±²®¿®£®¬®¦¨²¥«¿, ²® ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ±² °¸¨© ª®½´´¨¶¨-¥² ³ Dk(�) ° ¢¥ ¥¤¨¨¶¥. � · ±²®±²¨, ¥±«¨ ®¡¹¨© ¨¡®«¼¸¨© ¤¥«¨²¥«¼ ¬¨®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ° ¢¥ ¯®-±²®¿®©, ²® ¬» ¯®« £ ¥¬ Dk(�) = 1.�®ª ¦¥¬, ·²® ½«¥¬¥² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¥ ¬¥-¿¾² ¬®£®·«¥®¢ Dk(�), ². ¥. ·²® ³ ½ª¢¨¢ «¥²»µ�-¬ ²°¨¶ ¬®£®·«¥» Dk(�) ±®¢¯ ¤ ¾².�«¿ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¢¨¤  1�, ¯¥°¥±² -¢«¿¾¹¨µ ±²°®ª¨ ¨«¨ ±²®«¡¶», ½²® ®·¥¢¨¤®, ² ª ª ª¯°¨ ¨µ ª ¦¤»© ¬¨®° k-£® ¯®°¿¤ª  «¨¡® ¢®¢±¥ ¥ ¬¥-¿¥²±¿, «¨¡® ¬¥¿¥² § ª, «¨¡® § ¬¥¿¥²±¿ ¤°³£¨¬ ¬¨-®°®¬ k-£® ¯®°¿¤ª , ·²®, ª®¥·®, ¥ ¬¥¿¥² ®¡¹¥£® ¨¡®«¼¸¥£® ¤¥«¨²¥«¿ ¢±¥µ ² ª¨µ ¬¨®°®¢. � «®£¨·-®, ¥ ¬¥¿¾² Dk(�) ½«¥¬¥² °»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢¨-¤  3�, ² ª ª ª ¯°¨ ½²¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ ¬¨®°» ± ¬®¥¡®«¼¸¥¥ ³¬®¦ ¾²±¿   ¯®±²®¿®¥. � ±±¬®²°¨¬ ²¥-¯¥°¼ ½«¥¬¥² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢¨¤  2�,  ¯°¨¬¥°,¯°¨¡ ¢¨¬ ª i-¬³ ±²®«¡¶³ j-©, ³¬®¦¥»©   '(�). �°¨½²®¬ ¬¨®° k-£® ¯®°¿¤ª  ¢®¢±¥ ¥ ¨§¬¥¨²±¿, ¥±«¨ ®±®¤¥°¦¨² ¨ i-© ¨ j-© ±²®«¡¶» «¨¡® ¥±«¨ ® ¥ ±®¤¥°¦¨²¨ ®¤®£® ¨§ ¨µ.



248 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii� ±«³· ¥ ¦¥, ¥±«¨ ¬¨®° ±®¤¥°¦¨² i-© ±²®«¡¥¶ ¨ ¥±®¤¥°¦¨² j-£® ±²®«¡¶ , ²® ¥£® ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ªª®¬¡¨ ¶¨¾ ¤¢³µ ¬¨®°®¢, ª®²®°»¥ ¨¬¥«¨±¼ ³ ¨±µ®¤®©¬ ²°¨¶». � ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¨¡®«¼¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼¬¨®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¥ ¨§¬¥¨²±¿.�±«¨ ¢±¥ ¬¨®°» ¯®°¿¤ª  k,   ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ ¡®«¥¥¢»±®ª¨µ ¯®°¿¤ª®¢, ¬ ²°¨¶» A(�) ° ¢» ³«¾, ²® ¬»¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ Dk(�) � Dk+1(�) � : : : � Dn(�) = 0. � -¬¥²¨¬, ·²® ¨§ ±®¢¯ ¤¥¨¿ ³ ¢±¥µ ½ª¢¨¢ «¥²»µ ¬ ²°¨¶¬®£®·«¥®¢ Dk(�) ±«¥¤³¥², ·²® ½ª¢¨¢ «¥²»¥ ¬ ²°¨-¶» ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ° £.� ©¤¥¬ ¬®£®·«¥» Dk(�) ¤«¿ ¬ ²°¨¶», ¯°¨¢¥¤¥-®© ª ®°¬ «¼®© ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥:0B@E1(�) 0 : : : 00 E2(�) : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : En(�)1CA : (5)� ¬¥²¨¬, ·²® ³ ¤¨ £® «¼®© ¬ ²°¨¶» ®²«¨·» ®² ³-«¿ ²®«¼ª® £« ¢»¥ ¬¨®°», ². ¥. ¬¨®°», ¢ ª®²®°»¥ ¢µ®-¤¿² ±²°®ª¨ ¨ ±²®«¡¶» ± ®¤¨ ª®¢»¬¨ ®¬¥° ¬¨. �²¨¬¨®°» ¨¬¥¾² ¢¨¤ Ei1(�)Ei2(�) : : : Eik(�).� ª ª ª E2(�) ¤¥«¨²±¿   E1(�), E3(�) ¤¥«¨²±¿  E2(�) ¨ ². ¤., ²®  ¨¡®«¼¸¨© ®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ ¬¨-®°®¢ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  D1(�) ° ¢¥ E1(�). � ª ª ª¢±¥ ¬®£®·«¥» Ek(�) ¤¥«¿²±¿   E1(�),   ¢±¥ ¬®-£®·«¥», ª°®¬¥ E1(�), ¤¥«¿²±¿   E2(�), ²® ¯°®¨§¢¥-¤¥¨¥ Ei(�)Ej(�) (i < j) ¢±¥£¤  ¤¥«¨²±¿   ¬¨®°E1(�)E2(�). � ª¨¬ ®¡° §®¬, D2(�) = E1(�)E2(�). � ªª ª, ª°®¬¥ ²®£®, ¢±¥ Ek(�), ª°®¬¥ E1(�) ¨ E2(�), ¤¥-«¿²±¿   E3(�), ²® Ei(�)Ej(�)Ek(�) (i < j < k) ¤¥«¨²±¿  ¬¨®° E1(�)E2(�)E3(�) ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, D3(�) == E1(�)E2(�)E3(�).� ª¨¬ ¦¥ ®¡° §®¬ ¤«¿ ¬ ²°¨¶» (4)Dk(�) = E1(�)E2(�) : : : Ek(�) (k = 1; 2; : : : ; n): (6)



x 22] �-¬ ²°¨¶» 249�·¥¢¨¤®, ·²® ¥±«¨,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® r, Er+1(�) == Er+2(�) = : : : = En(�) = 0, ²® Dr+1(�) = Dr+2(�) == : : : = Dn(�) = 0.�²±¾¤  ¯®«³· ¥²±¿, ·²® ¤«¿ �-¬ ²°¨¶», ¨¬¥¾¹¥©®°¬ «¼³¾ ¤¨ £® «¼³¾ ´®°¬³ (5), ¤¨ £® «¼»¥½«¥¬¥²» Ek(�) ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬Ek(�) = Dk(�)Dk�1(�) :�°¨ ½²®¬, ¥±«¨ Dr+1(�) = : : : = Dn(�) = 0, ²®  ¤®¯®«®¦¨²¼ Er+1(�) = : : : = En(�) = 0.�®£®·«¥» Ek(�)  §»¢ ¾²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬¨¬®¦¨²¥«¿¬¨. � x 20 ¬» ³¦¥ ®¯°¥¤¥«¨«¨ ¨µ ¤«¿ ¬ -²°¨¶ ¢¨¤  A� �E.� ¥ ® ° ¥ ¬   2. �®°¬ «¼ ¿ ¤¨ £® «¼ ¿ ´®°¬ ¤ ®© �-¬ ²°¨¶» A(�) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯® ¥© ®¤®-§ ·®. �±«¨ Dk(�) (k = 2; 3; : : : ; r)| ¨¡®«¼¸¨©®¡¹¨© ¤¥«¨²¥«¼ ¬¨®°®¢ k-£® ¯®°¿¤ª  ¬ ²°¨¶» A(�),  Dr+1(�) = : : : = Dn(�) = 0, ²® ½«¥¬¥²» ®°¬ «¼®©¤¨ £® «¼®© ´®°¬» (5) ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬Ek(�) = Dk(�)Dk�1(�) (k = 1; 2; : : : ; r);  Er+1(�) = Er+2(�) = : : : = En(�) = 0:� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �» ¯®ª § «¨, ·²® ¯°¨ ½«¥-¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿µ ¬®£®·«¥» Dk(�) ¥ ¬¥-¿¾²±¿. �®½²®¬³, ¥±«¨ ¬ ²°¨¶  A(�) ½ª¢¨¢ «¥²  ¤¨ -£® «¼®© ®°¬ «¼®© ¬ ²°¨¶¥ (5), ²® Dk(�) ³ ¨µ ±®-¢¯ ¤ ¾². � ª ª ª ¤«¿ ¬ ²°¨¶» (5) ¬» ¯®«³·¨«¨, ·²®Dk(�) = E1(�) : : : Ek(�) (k = 1; 2; : : : ; r; r 6 n)¨ ·²® Dr+1(�) = Dr+2(�) = : : : = Dn(�) = 0, ²® ²¥®°¥¬ ¤®ª §  .



250 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii� « ¥ ¤ ± ² ¢ ¨ ¥. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¤¢¥ �-¬ ²°¨¶»A(�) ¨ B(�) ¡»«¨ ½ª¢¨¢ «¥²», ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² -²®·®, ·²®¡» ¤«¿ ¨µ ±®¢¯ ¤ «¨ ¬®£®·«¥» D1(�);D2(�); : : : ;Dn(�).�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¬®£®·«¥» Dk(�) ³ A(�) ¨B(�) ±®¢¯ ¤ ¾², ²® ½²¨ ¬ ²°¨¶» ½ª¢¨¢ «¥²» ®¤®©¨ ²®© ¦¥ ®°¬ «¼®© ¤¨ £® «¼®© �-¬ ²°¨¶¥ ¨, ±«¥¤®-¢ ²¥«¼®, ½ª¢¨¢ «¥²» ¬¥¦¤³ ±®¡®©.3. � §®¢¥¬ �-¬ ²°¨¶³ P (�) ®¡° ²¨¬®©, ¥±«¨ ¬ ²°¨-¶  [P (�)]�1 ² ª¦¥ ¥±²¼ �-¬ ²°¨¶ . �±«¨ DetP (�) ° ¢¥¯®±²®¿®©, ®²«¨·®© ®² ³«¿, ²® P (�) ®¡° ²¨¬ . �¥©-±²¢¨²¥«¼®, ½«¥¬¥²» ®¡° ²®© ¬ ²°¨¶» ° ¢» ¬¨®-° ¬ (n � 1)-£® ¯®°¿¤ª , ¤¥«¥»¬   DetP (�), ². ¥. ¢ ¸¥¬ ±«³· ¥ ®¨ ¡³¤³² ¬®£®·«¥ ¬¨ ®² � ¨, § ·¨²[P (�)]�1, ¡³¤¥² �-¬ ²°¨¶¥©.�¡° ²®, ¥±«¨ P (�) ®¡° ²¨¬ , ²® DetP (�) = const 6=6= 0. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³±²¼ [P (�)]�1 = P1(�). �®-£¤  DetP (�) DetP1(�) = 1,   ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ¬®-£®·«¥®¢ ¬®¦¥² ¡»²¼ ²®¦¤¥±²¢¥® ° ¢® ¥¤¨¨¶¥«¨¸¼ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ¬®£®·«¥» ±³²¼ ®²«¨·-»¥ ®² ³«¿ ¯®±²®¿»¥. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®ª § -«¨, ·²® �-¬ ²°¨¶  ®¡° ²¨¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  ¥¥ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¥±²¼ ¯®±²®¿ ¿, ®²«¨· ¿®² ³«¿.�±¥ ®¡° ²¨¬»¥ ¬ ²°¨¶» ½ª¢¨¢ «¥²» ¥¤¨¨·®©¬ ²°¨¶¥. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ®¡° ²¨¬®© ¬ -²°¨¶» ° ¢¥ ¯®±²®¿®©, ®²«¨·®© ®² ³«¿, ¨ § ·¨²,Dn(�) = 1. � ª ª ª Dn(�) ¤¥«¨²±¿   Dk(�), ²® ¨Dk(�) = 1 (k = 1; 2; : : : ; n). �®½²®¬³ ¢±¥ ¨¢ °¨ ²»¥¬®¦¨²¥«¨ Ek(�) ®¡° ²¨¬®© ¬ ²°¨¶» ° ¢» 1, ¨ ®°-¬ «¼ ¿ ¤¨ £® «¼ ¿ ´®°¬  ¤«¿ ¨µ ¡³¤¥² ±®¢¯ ¤ ²¼± ¥¤¨¨·®© ¬ ²°¨¶¥©.� ¥ ® ° ¥ ¬   3. �«¿ ²®£® ·²®¡» �-¬ ²°¨¶» A(�)¨ B(�) ¡»«¨ ½ª¢¨¢ «¥²» ¬¥¦¤³ ±®¡®©, ¥®¡µ®¤¨¬®



x 22] �-¬ ²°¨¶» 251¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ±³¹¥±²¢®¢ «¨ ®¡° ²¨¬»¥ �-¬ -²°¨¶» P (�) ¨ Q(�) ² ª¨¥, ·²®A(�) = P (�)B(�)Q(�): (7)� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®ª ¦¥¬ ± · « , ·²® ¥±-«¨ ¬ ²°¨¶» A(�) ¨ B(�) ½ª¢¨¢ «¥²», ²® ¬®¦® ¯®-¤®¡° ²¼ ®¡° ²¨¬»¥ ¬ ²°¨¶» P (�) ¨ Q(�) ² ª, ·²®-¡» ¢»¯®«¿«®±¼ ° ¢¥±²¢® (7). �«¿ ½²®£® § ¬¥²¨¬, ·²®ª ¦¤®¥ ½«¥¬¥² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ �-¬ ²°¨¶» A(�)¬®¦® ®±³¹¥±²¢¨²¼, ³¬®¦ ¿ A(�) ±«¥¢  ¨«¨ ±¯° ¢   ¥ª®²®°³¾ ®¡° ²¨¬³¾ �-¬ ²°¨¶³|¬ ²°¨¶³ ½²®£® ½«¥-¬¥² °®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.�®ª ¦¥¬ ½²® ¤«¿ ¢±¥µ ²°¥µ ²¨¯®¢ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨©. �³±²¼ ¤   �-¬ ²°¨¶ A(�) = 0B@a11(�) a12(�) : : : a1n(�)a21(�) a22(�) : : : a2n(�): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1(�) an2(�) : : : ann(�)1CA :�²®¡» ¯®¬¥¿²¼ ¬¥±² ¬¨,  ¯°¨¬¥°, ¯¥°¢»© ¨ ¢²®°®©±²®«¡¶» (±®®²¢¥²±²¢¥® ±²°®ª¨) ½²®© ¬ ²°¨¶»,  ¤®³¬®¦¨²¼ A(�) ±¯° ¢  (±®®²¢¥²±²¢¥® ±«¥¢ )   ¬ -²°¨¶³ 0BBB@0 1 0 : : : 01 0 0 : : : 00 0 1 : : : 0: : : : : : : : : :0 0 0 : : : 11CCCA ; (8)¯®«³·¥³¾ ¨§ ¥¤¨¨·®© ¯¥°¥±² ®¢ª®© ²¥µ ¦¥ ±²®«¡-¶®¢ (¨«¨, ·²® ¢±¥ ° ¢®, ±²°®ª).�²®¡» ³¬®¦¨²¼ ¢²®°®© ±²®«¡¥¶ (±®®²¢¥²±²¢¥®±²°®ª³) ¬ ²°¨¶» A(�)   ·¨±«® �, ³¦® ³¬®¦¨²¼



252 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iiiA(�) ±¯° ¢  (±®®²¢¥²±²¢¥® ±«¥¢ )   ¬ ²°¨¶³0BBB@1 0 0 : : : 00 � 0 : : : 00 0 1 : : : 0: : : : : : : : : :0 0 0 : : : 11CCCA ; (9)¯®«³·¥³¾ ¨§ ¥¤¨¨·®© ² ª¦¥ ³¬®¦¥¨¥¬   � ¢²®-°®£® ±²®«¡¶  (¨«¨, ·²® ¢±¥ ° ¢®, ¢²®°®© ±²°®ª¨).� ª®¥¶, ·²®¡» ¯°¨¡ ¢¨²¼ ª ¯¥°¢®¬³ ±²®«¡¶³ A(�)¢²®°®©, ³¬®¦¥»©   '(�),  ¤® ³¬®¦¨²¼ A(�) ±¯° -¢    ¬ ²°¨¶³ 0BBB@ 1 0 0 : : : 0'(�) 1 0 : : : 00 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 11CCCA ; (10)¯®«³·¥³¾ ± ¯®¬®¹¼¾ ²®© ¦¥ ®¯¥° ¶¨¨ ¨§ ¥¤¨¨·®©,  ·²®¡» ¯°¨¡ ¢¨²¼ ª ¯¥°¢®© ±²°®ª¥ ¢²®°³¾, ³¬®¦¥-³¾   '(�), ³¦® ³¬®¦¨²¼ A(�) ±«¥¢    ¬ ²°¨¶³0BBB@1 '(�) 0 : : : 00 1 0 : : : 00 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 11CCCA ; (11)ª®²®° ¿ ² ª¦¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¥¤¨¨·®© ± ¯®¬®¹¼¾ ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ½«¥¬¥² °®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿.�» ¢¨¤¨¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® ¬ ²°¨¶» ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨© | ½²® ¬ ²°¨¶», ¯®«³·¥»¥ ®¤¨¬ ½«¥¬¥² °»¬¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ¨§ E, ¯°¨·¥¬, ·²®¡» ¯°®¨§¢¥±²¨ ½«¥¬¥² °®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥  ¤ ±²®«¡¶ ¬¨, A(�)  ¤® ³¬®¦ ²¼   ¬ ²°¨¶³¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±¯° ¢ ,   ·²®¡» ¯°¥®¡° §®¢ ²¼ ±²°®ª¨, A(�)  ¤®³¬®¦ ²¼   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ¬ ²°¨¶³ ±«¥¢ .



x 22] �-¬ ²°¨¶» 253�®¦® ±®±·¨² ²¼ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ª ¦¤®© ¨§ ¯°¨¢¥¤¥-»µ ¬ ²°¨¶ (8){(11) ¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®® ° ¢¥ ®²«¨·®© ®² ³«¿ ¯®±²®¿®©; ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,¢±¥ ½²¨ ¬ ²°¨¶» ®¡° ²¨¬». � ª ª ª ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¿ ¬ ²°¨¶ ° ¢¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¥©,²® ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ -¨© ¥±²¼ ®¡° ²¨¬ ¿ ¬ ²°¨¶ .� ª ª ª ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨«¨, ·²® A(�) ¨ B(�) ½ª¢¨-¢ «¥²», ²® A(�) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ¯°¨¬¥¿¿ ªB(�) ¥ª®²®°³¾ ¶¥¯®·ª³ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ -¨©. � ¦¤®¥ ½«¥¬¥² °®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¬®¦® ®±³-¹¥±²¢¨²¼, ³¬®¦ ¿ B(�)   ®¡° ²¨¬³¾ �-¬ ²°¨¶³; ±«¥-¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥±¼ ¯¥°¥µ®¤ ®² B(�) ª A(�) ¬®¦® ¯®«³-·¨²¼, ³¬®¦ ¿ B(�) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®   ¥ª®²®°³¾ ±®-¢®ª³¯®±²¼ ®¡° ²¨¬»µ �-¬ ²°¨¶ ±«¥¢  ¨   «®£¨·®  ¥ª®²®°³¾ ±®¢®ª³¯®±²¼ ±¯° ¢ . � ª ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥®¡° ²¨¬»µ ¬ ²°¨¶ ² ª¦¥ ¥±²¼ ®¡° ²¨¬ ¿ ¬ ²°¨¶ , ²®¯¥°¢ ¿ · ±²¼ ²¥®°¥¬» ²¥¬ ± ¬»¬ ¤®ª §  .�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¿ª ¿ ®¡° ²¨¬ ¿ ¬ ²°¨¶  ¥±²¼¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢±¿ª ¿ ®¡° ²¨¬ ¿ ¬ ²°¨¶  Q(�) ½ª¢¨-¢ «¥²  ¥¤¨¨·®© ¬ ²°¨¶¥ ¨ ¯®½²®¬³ ¬®¦¥² ¡»²¼¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥Q(�) = P1(�)EP2(�);£¤¥ P1(�) ¨ P2(�)|¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¬ ²°¨¶ ½«¥¬¥² °-»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©. �® ½²® § ·¨², ·²® ¨ ± ¬  Q(�) == P1(�)P2(�) ¥±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶ ½«¥¬¥² °»µ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.�²¨¬ § ¬¥· ¨¥¬ ¬®¦® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¤«¿ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢  ¢²®°®© ¯®«®¢¨» ²¥®°¥¬». �¥©±²¢¨²¥«¼®,¯³±²¼ ¤ ®, ·²® A(�) = P (�)B(�)Q(�);£¤¥ P (�) ¨ Q(�) ®¡° ²¨¬». �®, ±®£« ±® ²®«¼ª® ·²®



254 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii±¤¥« ®¬³ § ¬¥· ¨¾, ³¬®¦¥¨¥ ±«¥¢    P (�) ¨±¯° ¢    Q(�) ½ª¢¨¢ «¥²® ¥ª®²®°®© ±®¢®ª³¯®-±²¨ ½«¥¬¥² °»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ¯°®¨§¢¥¤¥»µ  ¤B(�). � ª¨¬ ®¡° §®¬, A(�) ½ª¢¨¢ «¥²  B(�), ·²® ¨²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.4. �) � ½²®¬ ¯³ª²¥ ¬» ¡³¤¥¬ § ¨¬ ²¼±¿ �-¬ ²°¨-¶ ¬¨ ¢¨¤  A��E, £¤¥ A|¯®±²®¿ ¿ ¬ ²°¨¶ . �±®¢-®© ¢®¯°®±, ª®²®°»© ¡³¤¥² °¥¸¥, ½²® ¢®¯°®± ®¡ ½ª¢¨¢ -«¥²®±²¨ �-¬ ²°¨¶ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨ A��E ¨ B��E ��).�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¥±«¨ ¬ ²°¨¶» A ¨ B ¯®¤®¡»,². ¥. ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¥¢»°®¦¤¥ ¿ ¯®±²®¿ ¿ ¬ -²°¨¶  C, ·²®B = C�1AC, ²® �-¬ ²°¨¶»A��E ¨ B��E½ª¢¨¢ «¥²». �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨B = C�1AC;²® B � �E = C�1(A� �E)C:� ª ª ª ¯®±²®¿ ¿ ¥¢»°®¦¤¥ ¿ ¬ ²°¨¶  ¥±²¼· ±²»© ±«³· © ®¡° ²¨¬®© �-¬ ²°¨¶», ²®, ¯® ²¥®-°¥¬¥ 3, ¨§ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ±«¥¤³¥² ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼A� �E ¨ B � �E.�» ¯®ª ¦¥¬ ¯®§¤¥¥ ¨ ®¡° ²®¥, ·²® ¨§ ½ª¢¨¢ «¥²-®±²¨ �-¬ ²°¨¶A��E ¨B��E ±«¥¤³¥² ¯®¤®¡¨¥ ¬ ²°¨¶A ¨ B. �²±¾¤  ¬» ¯®«³·¨¬, ¢ · ±²®±²¨, ®¢®¥ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ¢±¿ª ¿ ¬ ²°¨¶  ¯®¤®¡  ¬ ²°¨¶¥,¨¬¥¾¹¥© ®°¬ «¼³¾ ¦®°¤ ®¢³ ´®°¬³.�) �²®² ¯³ª² ¬®¦® ¯°®¯³±²¨²¼, ² ª ª ª ® ±®¤¥°¦¨² ¤°³-£®¥, ¥§ ¢¨±¨¬®¥ ®² xx 19 ¨ 20 ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ¢±¿ª³¾¬ ²°¨¶³ ¬®¦® ¯°¨¢¥±²¨ ª ¦®°¤ ®¢®© ´®°¬¥.��) �°®¨§¢®«¼ ¿ �-¬ ²°¨¶  ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨ A0 + �A1, ³ ª®-²®°®© DetA1 6= 0, ½ª¢¨¢ «¥²  ¥ª®²®°®© ¬ ²°¨¶¥ ¢¨¤  A� �E.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ A0 + �A1 = �A1(�A�11 A0 � �E)¨, ®¡®§ · ¿ �A�11 A0 ·¥°¥§ A, ¨¬¥¥¬ A0 + �A1 = �A1(A � �E),®²ª³¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ 3 ±«¥¤³¥² ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ¬ ²°¨¶ A � �E ¨A0 + �A1.



x 22] �-¬ ²°¨¶» 255�®ª § ²¥«¼±²¢³ ¯°¥¤¯®¸«¥¬ «¥¬¬³:� ¥ ¬ ¬   2. �°®¨§¢®«¼³¾ �-¬ ²°¨¶³P (�) = P0�n + P1�n�1 + : : :+ Pn¬®¦® ° §¤¥«¨²¼ ±«¥¢    ¬ ²°¨¶³ ¢¨¤  A � �E (£¤¥A|«¾¡ ¿ ¯®±²®¿ ¿ ¬ ²°¨¶ ), ². ¥. ¬®¦®  ©²¨² ª¨¥ ¬ ²°¨¶» S(�) ¨ R (R ¯®±²®¿ ), ·²®,P (�) = (A� �E)S(�) +R:�°®¶¥±± ¤¥«¥¨¿, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°®£® ¤®ª §»¢ ¥²-±¿ «¥¬¬ , ®²«¨· ¥²±¿ ®² ®¡»·®£® ¤¥«¥¨¿ ¬®£®·«¥®¢²®«¼ª® ²¥¬, ·²® ¯°¨ ³¬®¦¥¨¨ ¥«¼§¿ ¨§¬¥¿²¼ ¯®°¿-¤®ª ±®¬®¦¨²¥«¥©.�³±²¼ P (�) = P0�n + P1�n�1 + : : :+ Pn;£¤¥ Pk |¯®±²®¿»¥ ¬ ²°¨¶».�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® �-¬ ²°¨¶ P (�) + (A� �E)P0�n�1¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ±²¥¯¥¼ ¥ ¢»¸¥ n� 1.�±«¨P (�) + (A� �E)P0�n�1 = P 00�n�1 + P 01�n�2 + : : :+ P 0n�1;²®   «®£¨·® ¬®£®·«¥P (�) + (A� �E)P0�n�1 + (A� �E)P 00�n�2¥±²¼ ¬®£®·«¥ ±²¥¯¥¨ ¥ ¢»¸¥ n�2. �°®¤®«¦ ¿ ½²®²¯°®¶¥±±, ¬» ¯°¨¤¥¬ ª ¬®£®·«¥³P (�) + (A� �E)(P0�n�1 + P 00�n�2 + : : : )±²¥¯¥¨ ¥ ¢»¸¥ ³«¥¢®©, ². ¥. ¥ § ¢¨±¿¹¥¬³ ®² �. �¡®-§ ·¨¢ ¯®«³·¥³¾ ¯®±²®¿³¾ ¬ ²°¨¶³ ·¥°¥§ R, ¬»¯®«³·¨¬P (�) = (A� �E)[�P0�n�1 � P 00�n�2 � : : : ] +R:



256 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii�±«¨ ²¥¯¥°¼ ®¡®§ ·¨²¼ ¬®£®·«¥ ¢ ª¢ ¤° ²»µ ±ª®¡-ª µ ·¥°¥§ S(�), ²® ¬» ¡³¤¥¬ ¨¬¥²¼P (�) = (A� �E)S(�) +R;². ¥. «¥¬¬  ¤®ª §  .� «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¢®§¬®¦®±²¼ ¤¥«¥¨¿±¯° ¢ , ². ¥. ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¬ ²°¨¶ S1(�) ¨ R1 ² ª¨µ,·²® P (�) = S1(�)(A � �E) +R1:� ¬¥²¨¬ ª±² ²¨, ·²® §¤¥±¼, ª ª ¨ ¢ ®¡»·®© ²¥®°¥¬¥ �¥§³,¬®¦® ³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²® R = R1 = P (A):� ¥ ® ° ¥ ¬   4. �«¿ ²®£® ·²®¡» �-¬ ²°¨¶» A��E¨ B��E ¡»«¨ ½ª¢¨¢ «¥²», ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·-®, ·²®¡» ¬ ²°¨¶» A ¨ B ¡»«¨ ¯®¤®¡».� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �®±² ²®·®±²¼ ¡»«  ¤®ª -§   ¢  · «¥ ½²®£® ¯³ª² . �®ª ¦¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼.� ¬  ¤® ¤®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ �-¬ ²°¨¶»A��E ¨ B��E½ª¢¨¢ «¥²», ²® ¬ ²°¨¶» A ¨ B ¯®¤®¡». �® ²¥®°¥-¬¥ 3 ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ®¡° ²¨¬»¥ �-¬ ²°¨¶» P (�) ¨Q(�), ·²® B � �E = P (�)(A� �E)Q(�): (12)�®ª ¦¥¬ ± · « , ·²® ¢ ° ¢¥±²¢¥ (12) P (�) ¨ Q(�)¬®¦® § ¬¥¨²¼ ¯®±²®¿»¬¨ ¬ ²°¨¶ ¬¨.� ½²®© ¶¥«¼¾ ° §¤¥«¨¬ P (�)   B��E ±«¥¢ , Q(�)|±¯° ¢ . �» ¯®«³·¨¬ ° ¢¥±²¢ P (�) = (B � �E)P1(�) + P0;Q(�) = Q1(�)(B � �E) +Q0; (13)£¤¥ P0 ¨ Q0|¯®±²®¿»¥ ¬ ²°¨¶».�®¤±² ¢¨¬ ¢ ´®°¬³«³ (12) ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ P (�) ¨¯°®¨§¢¥¤¥¬ ³¬®¦¥¨¥. �» ¯®«³·¨¬:B��E = (B��E)P1(�)(A��E)Q(�)+P0(A��E)Q(�):



x 22] �-¬ ²°¨¶» 257�® ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¯®¤±² ¢¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿Q(�), ¯°®¨§¢¥¤¥¬ ³¬®¦¥¨¥ ¨ ¯¥°¥¥±¥¬ ±« £ ¥¬®¥P0(A� �E)Q0 ¢ «¥¢³¾ · ±²¼ ° ¢¥±²¢ . �» ¯®«³·¨¬:B � �E � P0(A� �E)Q0 = K(�); (14)£¤¥K(�) = (B � �E)P1(�)(A� �E)Q(�) ++ P0(A� �E)Q(�)(B � �E): (15)�§ ° ¢¥±²¢  (13) ±«¥¤³¥², ·²® P0 = P (�) � (B ��E)P1(�). � ¬¥¨¢ ½²¨¬ ¢»° ¦¥¨¥¬ P0 ¢® ¢²®°®¬ ±« -£ ¥¬®¬, ¯®«³·¨¬:K(�) = (B � �E)P1(�)(A� �E)Q(�) ++ P (�)(A� �E)Q1(�)(B � �E)�� (B � �E)P1(�)(A� �E)Q1(�)(B � �E): (16)�® ¨§ ° ¢¥±²¢  (12) ¬» ¨¬¥¥¬(A� �E)Q(�) = P�1(�)(B � �E);P (�)(A � �E) = (B � �E)Q�1(�):�®«¼§³¿±¼ ½²¨¬¨ ° ¢¥±²¢ ¬¨, ¬» ¬®¦¥¬ ¢¢¥±²¨ ¬®-¦¨²¥«¼ B��E ¢ ª®¥¶ ¯¥°¢®£® ¨  · «® ¢²®°®£® ±« £ -¥¬®£® ¢ ¢»° ¦¥¨¨ ¤«¿ K(�), ¯®±«¥ ·¥£® ¯®«³·¨¬ ®ª®-· ²¥«¼®K(�) = (B � �E)[P1(�)P�1(�) +Q�1(�)Q1(�)�� P1(�)(A� �E)Q1(�)](B � �E):�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® K(�) = 0. �»° ¦¥¨¥ ¢ ª¢ ¤° ²-»µ ±ª®¡ª µ, ¢ ±¨«³ ®¡° ²¨¬®±²¨ P (�) ¨Q(�), ¥±²¼ ¬®-£®·«¥ ®²®±¨²¥«¼® �. �®ª ¦¥¬, ·²® ® ° ¢¥ ³«¾.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ½²®² ¬®£®·«¥ ®²«¨·¥ ®² ³«¿ ¨¨¬¥¥² ±²¥¯¥¼ m. �¥²°³¤® ³¡¥¤¨²¼±¿ ²®£¤ , ·²® K(�)¨¬¥¥² ±²¥¯¥¼ m+ 2 ¨ ² ª ª ª m > 0, ¿¢«¿¥²±¿ ¬®£®-·«¥®¬ ¥ ¨¦¥ ¢²®°®© ±²¥¯¥¨. �® ¨§ ° ¢¥±²¢  (14)



258 ª ®¨·¥±ª¨© ¢¨¤ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© [£«. iii±«¥¤³¥², ·²® K(�) ¥ ¢»¸¥ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨. �«¥¤®¢ -²¥«¼®, ¢»° ¦¥¨¥ ¢ ª¢ ¤° ²»µ ±ª®¡ª µ,   § ·¨², ¨K(�) = 0.�» ¯®«³·¨«¨ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®B � �E = P0(A� �E)Q0; (17)£¤¥ P0 ¨ Q0|¯®±²®¿»¥ ¬ ²°¨¶», ². ¥. ¢ ° ¢¥±²¢¥(12) ¬®¦® ¬ ²°¨¶» P (�); Q(�) § ¬¥¨²¼ ¯®±²®¿»¬¨¬ ²°¨¶ ¬¨.�° ¢¨¢ ¿ ª®½´´¨¶¨¥²» ¯°¨ ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨ � ¢®¡¥¨µ · ±²¿µ ° ¢¥±²¢  (17), ¬» ¯®«³· ¥¬P0Q0 = E;®²ª³¤  ±«¥¤³¥² ¥¢»°®¦¤¥®±²¼ ª ¦¤®© ¨§ ¬ ²°¨¶ P0¨ Q0 ¨ ° ¢¥±²¢® P0 = Q�10 :�° ¢¥¨¥ ±¢®¡®¤»µ ·«¥®¢ ¤ ¥²B = P0AQ0 = Q�10 AQ0;². ¥. B ¨ A ¯®¤®¡». �¥®°¥¬  ¤®ª §  .� ª ª ª ³±«®¢¨¥¬ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ A� �E ¨ B� �E±«³¦¨² ±®¢¯ ¤¥¨¥ ¨µ ¨¢ °¨ ²»µ ¬®¦¨²¥«¥©, ²®¨§ ¤®ª § ®© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥², ·²®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡»¬ ²°¨¶» A ¨ B ¡»«¨ ¯®¤®¡», ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² -²®·®, ·²®¡» ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨ ³ A � �E ¨B � �E ±®¢¯ ¤ «¨ ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²®¢±¿ª ¿ ¬ ²°¨¶  A ¯®¤®¡  ¬ ²°¨¶¥, ¨¬¥¾¹¥© ¦®°¤ -®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³.�«¿ ½²®£® ° ±±¬®²°¨¬ ¬ ²°¨¶³ A� �E ¨  ©¤¥¬ ¥¥¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨. �® ½²¨¬ ¨¢ °¨ ²»¬ ¬®-¦¨²¥«¿¬ ¯®±²°®¨¬, ª ª ¡»«® ³ª § ® ¢ x 21, ¬ ²°¨¶³ B,¨¬¥¾¹³¾ ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³. �®£¤  B��E¨¬¥¥² ²¥ ¦¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¨²¥«¨, ·²® ¨ A � �E,¨, § ·¨², B ¯®¤®¡  A.



x 22] �-¬ ²°¨¶» 259� ª ¡»«® ³ª § ®   ±²°. 254 (±®±ª ), ¨§«®¦¥®¥¢ ¯. 4 ¿¢«¿¥²±¿ ¤°³£¨¬, § ¬¥¿¾¹¨¬ xx 19 ¨ 20, ¤®ª § -²¥«¼±²¢®¬ ²®£®, ·²® ¢±¿ª ¿ ¬ ²°¨¶  ¯®¤®¡  ¬ ²°¨¶¥,¨¬¥¾¹¥© ¦®°¤ ®¢³ ®°¬ «¼³¾ ´®°¬³. � ¤°³£®© ±²®-°®», ª®¥·®, ±®¤¥°¦ ¨¥ ¯. 4 ¬®¦¥² ¡»²¼ ¥¯®±°¥¤-±²¢¥® ¢»¢¥¤¥® ¨§ ±®¤¥°¦ ¨¿ xx 19 ¨«¨ 20 ¨ 21.



����� IV������� � ��������x 23. �®¯°¿¦¥®¥ (¤¢®©±²¢¥®¥) ¯°®±²° ±²¢®1. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ±®¯°¿¦¥®£® ¯°®±²° ±²¢ . �³±²¼R|«¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®. �¤®¢°¥¬¥® ± R · ±²®° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ¤°³£®¥, ²¥±® ±¢¿§ ®¥ ± ¨¬ ¯°®±-²° ±²¢®, ² ª  §»¢ ¥¬®¥ ±®¯°¿¦¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®.�«¿ ²®£® ·²®¡» ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ±®¯°¿-¦¥®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¢¥°¥¬±¿ ª ¯®¿²¨¾ «¨¥©®©´³ª¶¨¨, ¢¢¥¤¥®¬³  ¬¨ ¢ ¯. 1 x 4.�¨¥©®© ´³ª¶¨¥© ¬»  §¢ «¨ ´³ª¶¨¾ f(x),x 2 R ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ³±«®¢¨¿¬:1� f(x+ y) = f(x) + f(y),2� f(�x) = �f(x).�³±²¼ e1; e2; : : : ; en|¡ §¨± ¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²-¢¥ R. �±«¨ x = �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen|¢¥ª²®° ¨§ R, ²® «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ¢ R ¬®¦¥² ¡»²¼§ ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥ (±¬. x 4)f(x) = f(�1e1 + �2e2 + : : :+ �nen) == a1�1 + a2�2 + : : : + an�n; (1)£¤¥ ª®½´´¨¶¨¥²» a1; a2; : : : ; an, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ «¨¥©-³¾ ´³ª¶¨¾, ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬a1 = f(e1); a2 = f(e2); : : : ; an = f(en): (2)



x 23] ±®¯°¿¦¥®¥ (¤¢®©±²¢¥®¥) ¯°®±²° ±²¢® 261� ª ½²® ¿±® ¨§ ´®°¬³«» (1), ¯°¨ § ¤ ®¬ ¡ §¨-±¥ e1; e2; : : : ; en ¢±¿ª¨¬ n ·¨±« ¬ a1; a2; : : : ; an ®²¢¥· ¥²«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿, ¯°¨²®¬ ²®«¼ª® ®¤ .�³±²¼ f ¨ g|«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨. �µ ±³¬¬®©  §»-¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿ h, ±² ¢¿¹ ¿ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³¢¥ª²®°³ x ·¨±«® f(x) + g(x). �°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ «¨¥©®©´³ª¶¨¨ f   ·¨±«® �  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿, ±² ¢¿¹ ¿ ¢±®®²¢¥²±²¢¨¥ ª ¦¤®¬³ ¢¥ª²®°³ x ·¨±«® �f(x).�·¥¢¨¤®, ·²® ±³¬¬  «¨¥©»µ ´³ª¶¨© ¨ ¯°®¨§¢¥-¤¥¨¥ «¨¥©®© ´³ª¶¨¨   ·¨±«® ¥±²¼ ±®¢  «¨¥© ¿´³ª¶¨¿. �°¨ ½²®¬, ¥±«¨ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ f § ¤ ¥²-±¿ ·¨±« ¬¨ a1; a2; : : : ; an,   g|·¨±« ¬¨ b1; b2; : : : ; bn, ²®f + g § ¤ ¥²±¿ ·¨±« ¬¨ a1 + b1, a2 + b2, : : : , an + bn,  �f |·¨±« ¬¨ �a1; �a2; : : : ; �an.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¦¥±²¢® § ¤ »µ ¢ R «¨¥©»µ´³ª¶¨© ®¡° §³¥² «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �³±²¼ R ¥±²¼ n-¬¥°®¥ ¯°®-±²° ±²¢®. �°®±²° ±²¢®¬ R0, ±®¯°¿¦¥»¬ ª R, ¬» §®¢¥¬ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ¢¥ª²®° ¬¨ ª®²®°®£®¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨, § ¤ »¥ ¢ R. �³¬¬  ¢R0 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±³¬¬  «¨¥©»µ ´³ª¶¨©,   ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°  ¨§ R0   ·¨±«®|ª ª ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥«¨¥©®© ´³ª¶¨¨   ·¨±«®.� ª ª ª ¯°¨ § ¤ ®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ¢ ¯°®±²-° ±²¢¥ R ª ¦¤ ¿ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ®¤®§ ·® § ¤ -¥²±¿ ±¨±²¥¬®© n ·¨±¥« a1; a2; : : : ; an, ¯°¨·¥¬ ±³¬¬¥ ´³-ª¶¨© ®²¢¥· ¥² ±³¬¬  ·¨±¥«, ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ ´³ª¶¨¨  � ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ·¨±¥« ai   �, ²® ¿±®, ·²® R0 ¨§®¬®°´-® ¯°®±²° ±²¢³, ¢ ª®²®°®¬ ¢¥ª²®° ®¯°¥¤¥«¥ ª ª ±®-¢®ª³¯®±²¼ n ·¨±¥«.� ·¨², ¯°®±²° ±²¢® R0, ±®¯°¿¦¥®¥ ª n-¬¥°®-¬³ ¯°®±²° ±²¢³ R, ² ª¦¥ n-¬¥°®.�±«¨ ¯°®±²° ±²¢  R ¨ R0 ° ±±¬ ²°¨¢ ¾² ®¤®¢°¥-¬¥®, ²® ¢¥ª²®°» ¨§ R  §»¢ ¾²±¿ ª®²° ¢ °¨ ²-»¬¨,   ¢¥ª²®°» ¨§ R0 ª®¢ °¨ ²»¬¨. � ¤ «¼¥©¸¥¬



262 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv±¨¬¢®«» x; y; : : : ¡³¤³² ®§ · ²¼ ½«¥¬¥²» ¨§ R, ². ¥.ª®²° ¢ °¨ ²»¥ ¢¥ª²®°»,   f; g; : : : |½«¥¬¥²» ¨§R0, ². ¥. ª®¢ °¨ ²»¥ ¢¥ª²®°».2. �¨®°²®£® «¼»¥ (¢§ ¨¬»¥) ¡ §¨±». � ¤ «¼¥©-¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ § ·¥¨¥ «¨¥©®© ´³ª¶¨¨ f ¢ ²®·ª¥ x®¡®§ ·¨²¼ ·¥°¥§ (f; x). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¦¤®© ¯ °¥f 2 R0 ¨ x 2 R ®²¥±¥® ·¨±«® (f; x), ¯°¨·¥¬1� (f; x1 + x2) = (f; x1) + (f; x2);2� (f; �x) = �(f; x);3� (�f; x) = �(f; x);4� (f1 + f2; x) = (f1; x) + (f2; x):�¥°¢®¥ ¨ ¢²®°®¥ ¨§ ½²¨µ ±®®²®¸¥¨©| ½²® § ¯¨± -»¥ ¢ ®¢»µ ®¡®§ ·¥¨¿µ ° ¢¥±²¢ f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) ¨ f(�x) = �f(x);¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ «¨¥©®© ´³ª¶¨¨,   ²°¥-²¼¥ ¨ ·¥²¢¥°²®¥| ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ «¨¥©®©´³ª¶¨¨   ·¨±«® ¨ ±³¬¬» «¨¥©»µ ´³ª¶¨©. �®®²-®¸¥¨¿ 1�{4�  ¯®¬¨ ¾² ¯® ¢¥¸¥¬³ ¢¨¤³  ª±¨®¬»2� ¨ 3� ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ (x 2). � ¤® «¨¸¼ ¯®¤-·¥°ª³²¼, ·²® ¢ ²® ¢°¥¬¿, ª ª ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¥±²¼ ·¨±«®, ®²¥±¥®¥ ¯ °¥ ¢¥ª²®°®¢ ®¤®£® ¨ ²®£® ¦¥(¥¢ª«¨¤®¢ ) ¯°®±²° ±²¢ , (f; x) ¥±²¼ ·¨±«®, ®²¥±¥®¥¯ °¥ ¢¥ª²®°®¢, ®¤¨ ¨§ ª®²®°»µ ¯°¨ ¤«¥¦¨²  ´´¨®-¬³ ¯°®±²° ±²¢³ R,   ¤°³£®©| ´´¨®¬³ ¯°®±²° ±-²¢³ R0.�¥ª²®°» x 2 R ¨ f 2 R0 ¬»  §®¢¥¬ ®°²®£® «¼»-¬¨, ¥±«¨ (f; x) = 0:� ª¨¬ ®¡° §®¬, µ®²¿ ¢  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ R(¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¥¢ª«¨¤®¢ ) ¥² ¯®¿²¨¿ ®°²®£® «¼®±²¨¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ x; y 2 R, ¬®¦® £®¢®°¨²¼ ®¡ ®°²®£® «¼-®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ª ¢¥ª²®° ¬ ¨§ R0.



x 23] ±®¯°¿¦¥®¥ (¤¢®©±²¢¥®¥) ¯°®±²° ±²¢® 263� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �³±²¼ e1; e2; : : : ; en|¡ §¨±¢ R,   f1; f2; : : : ; fn|¡ §¨± ¢ R0. �»  §®¢¥¬ ½²¨¡ §¨±» ¡¨®°²®£® «¼»¬¨ (¢§ ¨¬»¬¨), ¥±«¨(f i; ek) = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k (i; k = 1; 2; : : : ; n): (3)�¢¥¤¥¬ ±¨¬¢®« �ik, ¯®«®¦¨¢�ik = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k (i; k = 1; 2; : : : ; n):�®£¤  (f i; ek) = �ik:�±«¨ e1; e2; : : : ; en|¡ §¨± ¢ R, ²® (f; ek) ¿¢«¿¾²±¿ ·¨-±« ¬¨ ak, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬¨ «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ f 2 R0[±¬. ´®°¬³«³ (2)], ² ª ª ª (f; ek) ¥±²¼ ¤°³£ ¿ ´®°¬  § -¯¨±¨ ¢»° ¦¥¨¿ f(ek).�§ ½²®£® § ¬¥· ¨¿ ±«¥¤³¥² ³²¢¥°¦¤¥¨¥:¥±«¨ e1; e2; : : : ; en|¯°®¨§¢®«¼»© ¡ §¨± ¢ R, ²® ¢R0 ±³¹¥±²¢³¥², ¨ ¯°¨²®¬ ²®«¼ª® ®¤¨, ¡ §¨± f1;f2; : : : ; fn ² ª®©, ·²® ¡ §¨±» e1; e2; : : : ; en ¨ f1; f2; : : :: : : ; fn ¡¨®°²®£® «¼» (¢§ ¨¬»).�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨§ ° ¢¥±²¢  (3) ¨¬¥¥¬(f1; e1) = 1; (f1; e2) = 0; : : : ; (f1; en) = 0:� ª¨¬ ®¡° §®¬, §¤¥±¼ § ¤ » ·¨±«  a1 = 1, a2 = 0, : : : ,an = 0. � ª ª ª ¯® ¢±¿ª¨¬ ·¨±« ¬ ai ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼¥¤¨±²¢¥³¾ «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾, ²® f1 ®¯°¥¤¥«¥®, ¨¯°¨ ½²®¬ ®¤®§ ·®. � «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ f2 ° -¢¥±²¢ ¬¨(f2; e1) = 0; (f2; e2) = 1; : : : ; (f2; en) = 0¨ ². ¤. �®±²°®¥»¥ ¢¥ª²®°» f1; f2; : : : ; fn ¨§ R0 («¨-¥©»¥ ´³ª¶¨¨) «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ² ª ª ª ®²¢¥· -¾¹¨¥ ª ¦¤®¬³ ¨§ ¨µ ±¨±²¥¬» ·¨±¥« a1; a2; : : : ; an «¨-¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �» ¯®±²°®¨«¨, ² ª¨¬



264 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv®¡° §®¬, ¡ §¨±, ¡¨®°²®£® «¼»© ¡ §¨±³ e1; e2; : : : ; en ¨¤®ª § «¨ ¥£® ¥¤¨±²¢¥®±²¼.� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¯°¨¿²»¬¨ ¢²¥§®°®¬ ¨±·¨±«¥¨¨ ®¡®§ ·¥¨¿¬¨,   ¨¬¥®, ¥±«¨¢ ¥ª®²®°®¬ ¢»° ¦¥¨¨ ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ¨¤¥ª± ±²®¨²®¤¨ ° § ¢¢¥°µ³,   ¤°³£®© ° § ¢¨§³, ²® ½²® ®§ · ¥²,·²® ¯® ½²®¬³ ¨¤¥ª±³ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ (®² 1¤® n). � ¬ § ª ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ P ¬» ¯°¨ ½²®¬ ¡³¤¥¬®¯³±ª ²¼.� ¯°¨¬¥°, �i�i ®§ · ¥² �1�1 + �2�2 + : : : + �n�n.�¬¥¿ ¢ R ¨ R0 ¡¨®°²®£® «¼»¥ ¡ §¨±», «¥£ª® ¢»-·¨±«¿²¼ ª®®°¤¨ ²» «¾¡®£® ¢¥ª²®° . �³±²¼ ei ¨ fk|¡¨®°²®£® «¼»¥ ¡ §¨±». � ©¤¥¬ ª®®°¤¨ ²» �i ¢¥ª²®-°  x 2 R ¢ ¡ §¨±¥ ei. �» ¨¬¥¥¬x = �iei:�²±¾¤ (fk; x) = (fk; �iei) = �i(fk; ei) = �i�ki = �k:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª®®°¤¨ ²» �k ¢¥ª²®°  x ¢ ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; en ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬�k = (fk; x);£¤¥ fk|¡ §¨±, ¢§ ¨¬»© ± ¡ §¨±®¬ ei.� «®£¨·® ¯®«³· ¥¬, ·²® ª®®°¤¨ ²» �i ¢¥ª²®°  f¢ ¡ §¨±¥ fk ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬�i = (f; ei):�³±²¼ e1; e2; : : : ; en ¨ f1; f2; : : : ; fn|¤¢  ¢§ ¨¬»µ(¡¨®°²®£® «¼»µ) ¡ §¨± . �»° §¨¬ ¢¥«¨·¨³ (f; x) ·¥-°¥§ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ f ¨ x ¢ ¡ §¨± µ e1; e2; : : : ; en¨ f1; f2; : : : ; fn ±®®²¢¥²±²¢¥®. �³±²¼x = �1e1+�2e2+: : :+�nen ¨ f = �1f1+�2f2+: : :+�nfn;



x 23] ±®¯°¿¦¥®¥ (¤¢®©±²¢¥®¥) ¯°®±²° ±²¢® 265²®£¤ (f; x) = (�1f1+�2f2+: : :+�nfn; �1e1+�2e2+: : :+�nen) == (f i; ek)�i�k = �ik�i�k = �i�i:�² ª, ¥±«¨ e1; e2; : : : ; en|¡ §¨± ¢ R, f1; f2; : : : ; fn|¢§ ¨¬»© ± ¨¬ ¡ §¨± ¢ R0, ²®(f; x) = �1�1 + �2�2 + : : :+ �n�n; (4)£¤¥ �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  x 2 R ¢ ¡ §¨-±¥ e1; e2; : : : ; en,   �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®° f 2 R0 ¢ ¡ §¨±¥ f1; f2; : : : ; fn.�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. �±«¨ e1; e2; : : : ; en ¨ f1; f2; : : : ; fn|¯°®¨§¢®«¼»¥ ¡ §¨±» ¢ R ¨ R0 ±®®²¢¥²±²¢¥®, ²®(f; x) = aik�i�k;£¤¥ aik = (f i; ek).�» ¢¨¤¨¬, ·²® ¢® ¢§ ¨¬»µ ¡ §¨± µ § ·¥¨¥ (f; x)§ ¯¨±»¢ ¥²±¿ ®±®¡¥® ¯°®±²®.�² ª, ¬» ¯®±²°®¨«¨ ±®®²¢¥²±²¢¨¥, ®²®±¿¹¥¥ ª ¦¤®¬³ «¨¥©-®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ R ¤°³£®¥ ¯°®±²° ±²¢®,   ¨¬¥® ±®¯°¿¦¥-®¥ ¯°®±²° ±²¢® R0. �» ¬®¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ³±² ®¢¨²¼ ±®®²¢¥²±²¢¨¥¬¥¦¤³ «¨¥©»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¯°®±²° ±²¢.�³±²¼ R1; R2 |¤¢  «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢  ¨ R01; R02 |¯°®±²-° ±²¢ , ¨¬ ±®¯°¿¦¥»¥. � ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾A ¯°®±²° ±²¢  R1 ¢ R2 ¬» ¯®±² ¢¨¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A0 ¯°®±²° ±²¢  R02 ¢ R01, ª®²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¨¬ ±«¥-¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.�³±²¼ f2 2 R02, x1 2 R1. � ±±¬®²°¨¬ (f2; Ax1); ¯°¨ ´¨ª±¨°®-¢ ®¬ f2 ½²® «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ®² x1, ². ¥. ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±  ¢ ¢¨¤¥ (f2; Ax1) = (f1; x1), £¤¥ f1 2 R01. �®«®¦¨¬ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾f1 = A0f2. �®«³· ¥¬®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A0  §»¢ ¥²±¿ ±®¯°¿¦¥-»¬ ª A. �² ª, ¥±«¨ A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢ R1 ¢ R2, ²® ±®¯°¿¦¥®¥ ¥¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¥±²¼ «¨¥©®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ A0 ¯°®±²° ±²¢  R02 ¢ R01, § ¤ ¢ ¥¬®¥ ²®¦¤¥±²¢®¬(A0f2; x1) = (f2; Ax1):�±² ®¢¨¬ ®¤® ¢ ¦®¥ ±¢®©±²¢® ®¯¥° ¶¨¨ ¯¥°¥µ®¤  ª ±®¯°¿-¦¥®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾. �³±²¼ A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥



266 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv¯°®±²° ±²¢  R1 ¢ R2, B|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±-²¢  R2 ¢ R3. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ BA ª®¬¯®§¨¶¨¾ ½²¨µ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨©, ². ¥. «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢  R1 ¢ R3 (¯®®¯°¥¤¥«¥¨¾ BAx = B(Ax) ¤«¿ «¾¡®£® x 2 R1).�®ª ¦¥¬, ·²® (BA)0 = A0B0:� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ±®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨¬¥¥¬:((BA)0f; x) = (f;BAx) ¤«¿ «¾¡»µ x 2 R1 ¨ f 2 R03:� ¤°³£®© ±²®°®», (A0B0f; x) = (B0f;Ax) = (f; BAx). �®¯®±² -¢«¿¿ ½²¨ ° ¢¥±²¢ , ¬» ¢¨¤¨¬, ·²® (BA)0 = A0B0.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥,±®¯°¿¦¥®¥ ª A0, ¥±²¼ A.3. �§ ¨¬®§ ¬¥¿¥¬®±²¼ R ¨ R0. � ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¨§-«®¦¥¨¨ R ¨ R0 ¨£° «¨ ° §«¨·³¾ °®«¼. �» ¯®ª ¦¥¬,·²® ®¨ ±®¢¥°¸¥® ° ¢®¯° ¢», ². ¥. ·²® ¢±¥ ²¥®°¥-¬» ®±² ³²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬¨, ¥±«¨ ¬» ¯®¬¥¿¥¬ R ¨R0 °®«¿¬¨.�» ®¯°¥¤¥«¨«¨ R0 ª ª ±®¢®ª³¯®±²¼ «¨¥©»µ ´³-ª¶¨© ¢ R. �²®¡» ³±² ®¢¨²¼ ° ¢®¯° ¢®±²¼ R ¨ R0,¤®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¿ª ¿ «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ '(f) ¢ R0 ¬®¦¥²¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥ (f; x0), £¤¥ x0|´¨ª±¨°®¢ »©¢¥ª²®° ¨§ R.�³±²¼ e1; e2; : : : ; en|¥ª®²®°»© ¡ §¨± ¢ R ¨ f1;f2; : : : ; fn|¢§ ¨¬»© ± ¨¬ ¡ §¨± ¢ R0. �¨¥© ¿ ´³-ª¶¨¿ '(f) ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨±   ¢ ¢¨¤¥'(f) = a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n;£¤¥ �1; �2; : : : ; �n|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  f ¢ ¡ §¨±¥ f1;f2; : : : ; fn. � ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®° x0, ¨¬¥¾¹¨© ¢ ¡ §¨±¥e1; e2; : : : ; en ª®®°¤¨ ²» a1; a2; : : : ; an. �®£¤ , ª ª ¬»¢¨¤¥«¨ ¢ ¯. 2,(f; x0) = a1�1 + a2�2 + : : : + an�n¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, '(f) � (f; x0): (5)



x 23] ±®¯°¿¦¥®¥ (¤¢®©±²¢¥®¥) ¯°®±²° ±²¢® 267�²  ´®°¬³«  ³±²  ¢«¨¢ ¥² ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ «¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ', § ¤ -»¬¨ ¢ R0, ¨ ¢¥ª²®° ¬¨ x0 2 R.�» ¬®¦¥¬ ¯®½²®¬³ ¢® ¢±¥¬ ¨§«®¦¥¨¨ ±·¨² ²¼ R¯°®±²° ±²¢®¬ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©  ¤ R0, § ¤ ¢ ¿ ½²¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ ´®°¬³«®© (5). �²¨¬ ³±² ®¢«¥®¯®«®¥ ° ¢®¯° ¢¨¥ ¬¥¦¤³ R ¨ R0.� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ ®¤®¢°¥¬¥®¬ ¨§³·¥¨¨ ¯°®±²° ±²¢  ¨±®¯°¿¦¥®£® ¯°®±²° ±²¢  ¬» ³¯®²°¥¡«¿¥¬ «¨¸¼ ®¡»·»¥ ¤«¿¢¥ª²®°®¢ ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«® ¢ ª ¦¤®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ ¨ ®¯¥° ¶¨¾ (f; x), ±¢¿§»¢ ¾¹³¾ ½«¥¬¥²» ®¡®¨µ ¯°®-±²° ±²¢. �®¦® ¯®½²®¬³ ¤ ²¼ ¤°³£®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯ °» ±®¯°¿-¦¥»µ ¯°®±²° ±²¢ R ¨ R0, ¯°¨ ª®²®°®¬ ¨µ ° ¢®¯° ¢¨¥ ¥-¯®±°¥¤±²¢¥® ¢¨¤®. �²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬: ¬»° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¯ °³ n-¬¥°»µ ¯°®±²° ±²¢ R ¨ R0 ¨ ª ¦¤®© ¯ -°¥ ¢¥ª²®°®¢ x 2 R, f 2 R0 ®²®±¨¬ ·¨±«® (f; x), ²°¥¡³¿ ¯°¨ ½²®¬,·²®¡» ¢»¯®«¿«¨±¼ ³±«®¢¨¿ 1�{4� ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯³ª²  ¨ ³±«®¢¨¥5� �§ (f; x) = 0 ¤«¿ «¾¡®£® x ±«¥¤³¥² f = 0 ¨ ¨§ (f; x) = 0 ¤«¿«¾¡®£® f ±«¥¤³¥² x = 0.�®°®²ª® £®¢®°¿, ¯ °  ±®¯°¿¦¥»µ ¯°®±²° ±²¢ R ¨ R0 |½²®¯ °  n-¬¥°»µ ¯°®±²° ±²¢ ± ¢¢¥¤¥®© ¤®¯®«¨²¥«¼® ®¯¥° ¶¨¥©(f; x), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ¯¥°¥·¨±«¥»¬ ³±«®¢¨¿¬.�   ¬ ¥ ·    ¨ ¥. � ¯. 2 ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®-£® ¡ §¨±  ¢ R ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¯°¨²®¬ ¥¤¨±²¢¥»© ¢§ -¨¬»© ± ¨¬ ¡ §¨± ¢ R0. �§ ° ¢®¯° ¢¨¿ ¬¥¦¤³ R ¨R0 ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® ¡ §¨±  ¢ R0 ±³¹¥±²¢³¥² ¨¯°¨²®¬ ¥¤¨±²¢¥»© ¢§ ¨¬»© ± ¨¬ ¡ §¨± ¢ R.4. �°¥®¡° §®¢ ¨¿ ª®®°¤¨ ² ¢ R ¨ R0. �±«¨ ¬»° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ x 2 R ¢ ¥ª®-²®°®¬ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en, ²® ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢f 2 R0 ¬» ¡³¤¥¬, ª ª ¯° ¢¨«®, ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢ ¡ §¨±¥f1; f2; : : : ; fn, ¢§ ¨¬®¬ ª ¡ §¨±³ e1; e2; : : : ; en. �¥°¥©¤¥¬¢ R ®² ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ª ®¢®¬³ ¡ §¨±³ e01; e02; : : : ; e0n,¨ ¯³±²¼ e0i = cki ek (6)|´®°¬³«» ½²®£® ¯¥°¥µ®¤ .



268 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�¡®§ · ¿ ·¥°¥§ f1; f2; : : : ; fn ¡ §¨±, ¢§ ¨¬»© ± ¡ -§¨±®¬ e1; e2; : : : ; en,   ·¥°¥§ f 01; f 02; : : : ; f 0n|¡ §¨±, ¢§ -¨¬»© ± ¡ §¨±®¬ e01; e02; : : : ; e0n,  ©¤¥¬ ¬ ²°¨¶³ kbki k ¯¥-°¥µ®¤  ®² ¡ §¨±  f i ª ¡ §¨±³ f 0i.� ©¤¥¬ ± · «  ®¡° ²³¾ ¥© ¬ ²°¨¶³ kuki k ¯¥°¥µ®¤ ®² f 01; f 02; : : : ; f 0n ª f1; f2; : : : ; fn:fk = uki f 0i: (60)�«¿ ½²®£® ¢»·¨±«¨¬ ¤¢³¬¿ ±¯®±®¡ ¬¨ ¢»° ¦¥¨¥(fk; e0i): (fk; e0i) = (fk; c�i e�) = c�i (fk; e�) = cki ;(fk; e0i) = (uki f 0i; e0i) = uki :�²±¾¤  ¨¬¥¥¬ cki = uki , ². ¥. ¬ ²°¨¶  kuki k ¿¢«¿¥²±¿²° ±¯®¨°®¢ ®© �) ª ¬ ²°¨¶¥ ¯¥°¥µ®¤  (6). �«¥¤®-¢ ²¥«¼®, ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤ f 0k = bki f i (7)®² f1; f2; : : : ; fn ª f 01; f 02; : : : ; f 0n ° ¢  ¬ ²°¨¶¥,²° ±¯®¨°®¢ ®© ª ¬ ²°¨¶¥, ®¡° ²®© ¬ ²°¨¶¥kcki k ¯¥°¥µ®¤  ®² e1; e2; : : : ; en ª e01; e02; : : : ; e0n.�»¿±¨¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ª®®°¤¨ ²»¢¥ª²®°®¢ ¢ R ¨ ¢ R0. �³±²¼ �i|ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®° x 2 R ¢ ¡ §¨±¥ e1; e2; : : : ; en ¨ �0i|¥£® ª®®°¤¨ ²» ¢®¢®¬ ¡ §¨±¥ e01; e02; : : : ; e0n.�®£¤ (f i; x) = (f i; �1e1 + �2e2 + : : :+ �nen) = �i¨ (f 0i; x) = (f 0i; �01e01 + �02e02 + : : : + �0ne0n) = �0i:�) �» £®¢®°¨¬, ·²® ¬ ²°¨¶  kuki k ¿¢«¿¥²±¿ ²° ±¯®¨°®¢ -®© ª ¬ ²°¨¶¥ ¯¥°¥µ®¤  (6), ² ª ª ª ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¢ (60) ¯°®¨§-¢®¤¨²±¿ ¯® ¤°³£®¬³ ¨¤¥ª±³.



x 23] ±®¯°¿¦¥®¥ (¤¢®©±²¢¥®¥) ¯°®±²° ±²¢® 269�®½²®¬³�0i = (f 0i; x) = (bikfk; x) = bik(fk; x) = bik�k:�² ª, �0i = bik�k; (8)². ¥ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ ¢ R ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯® ²¥¬¦¥ ´®°¬³« ¬, ·²® ¨ ¢¥ª²®°» ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨±  ¢ R0.� «®£¨·®, ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ ¢ R0 ¯°¥®¡° §³¾²±¿¯® ²¥¬ ¦¥ ´®°¬³« ¬, ·²® ¨ ¢¥ª²®°» ¢§ ¨¬®£® ¡ §¨± ¢ R, ². ¥. �0i = cki �k: (9)�» ¬®¦¥¬ ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±«¥¤³¾-¹¥¥ ¯° ¢¨«®: ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ±² °®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨- ² ª ®¢®© ®¡º¥ª²», ¨¬¥¾¹¨¥ ¨¦¨© ¨¤¥ª±, ¯°¥-®¡° §³¾²±¿ ¬ ²°¨¶¥© kcki k, ®¡º¥ª²», ¨¬¥¾¹¨¥ ¢¥°µ-¨© ¨¤¥ª±, ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¬ ²°¨¶¥© kbki k, ®¡° ²®©ª kcki k.�®² ´ ª², ·²® ¬ ²°¨¶  kbki k ¿¢«¿¥²±¿ ®¡° ²®© ª ¬ -²°¨¶¥ kcki k, ¢»° ¦ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¿¬¨c�i bj� = �ji ; b�i cj� = �ji :5. �°®±²° ±²¢®, ±®¯°¿¦¥®¥ ª ¥¢ª«¨¤®¢³. �£° -¨·¨¬±¿ ¤«¿ ¯°®±²®²» ¥¢ª«¨¤®¢»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬  ¤¯®«¥¬ ¤¥©±²¢¨²¥«¼»µ ·¨±¥«.� ¥ ¬ ¬  . �³±²¼ R ¥±²¼ n-¬¥°®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®-±²° ±²¢®. �®£¤  ª ¦¤³¾ «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ ¢ ¥¬¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥f(x) = (x; y);£¤¥ y|´¨ª±¨°®¢ »© ¢¥ª²®°, ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥-¬»© «¨¥©®© ´³ª¶¨¥© f . �¡° ²®, ª ¦¤»© ¢¥ª²®° y®¯°¥¤¥«¿¥² «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ f(x) = (x; y).� ® ª   §   ² ¥ « ¼ ± ² ¢ ®. �»¡¥°¥¬ ¢ R ¥ª®²®°»©®°²®£® «¼»© ®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en.



270 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ f(x) ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ § -¯¨±   ¢ ¢¨¤¥f(x) = a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n:�¢¥¤¥¬ ¢¥ª²®° y ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ a1; a2; : : : ; an. � ªª ª ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en|®°²®£® «¼»©, ²®(x; y) = a1�1 + a2�2 + : : :+ an�n:�» ¤®ª § «¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ² ª®£®¢¥ª²®°  y, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® x ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥±²¢®f(x) = (x; y):�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ² ª®© ¢¥ª²®° ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¤-®§ ·®. �³±²¼f(x) = (x; y1) ¨ f(x) = (x; y2):�®£¤  (x; y1) = (x; y2);². ¥. (x; y1 � y2) = 0¤«¿ «¾¡®£® x. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, y1 � y2 = 0. �¤®§ ·-®±²¼ ¤®ª §  .� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ±«³· ¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¬»¬®¦¥¬ ª ¦¤»© ½«¥¬¥² f ¨§ R0 § ¬¥¨²¼ ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹¨¬ ½«¥¬¥²®¬ y ¨§ R ¨ ¯°¨ ½²®¬ ¢¬¥±²® (f; x) ¯¨-± ²¼ (y; x). � ª ª ª ¯°¨ ®¤®¢°¥¬¥®¬ ¨§³·¥¨¨ ¯°®±-²° ±²¢  ¨ ±®¯°¿¦¥®£® ¯°®±²° ±²¢  ¬» ³¯®²°¥-¡«¿¥¬ «¨¸¼ ®¡»·»¥ ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ ®¯¥° ¶¨¨ ¨ ®¯¥° -¶¨¾ (f; x), ±¢¿§»¢ ¾¹³¾ ½«¥¬¥²» f 2 R0 ¨ x 2 R, ²®¬» ¬®¦¥¬ ¢ ±«³· ¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  § ¬¥¨²¼f   y, R0   R ¨ (f; x)   (y; x), ². ¥. ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ¥¢-ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® ± ±®¯°¿¦¥»¬ ª ¥¬³ ¯°®±²° -±²¢®¬ R0 �). �²® ¢»° ¦ ¾² ¨®£¤  ¨ ² ª: ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬�) �±«¨ R| ´´¨®¥ n-¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ²® R0 ² ª¦¥n-¬¥°® ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, R ¨ R0 ¨§®¬®°´». �® ¥±«¨ ¡» ¬» ®²®-



x 23] ±®¯°¿¦¥®¥ (¤¢®©±²¢¥®¥) ¯°®±²° ±²¢® 271¯°®±²° ±²¢¥ ¬®¦® § ¬¥¨²¼ ª®¢ °¨ ²»¥ ¢¥ª²®°»ª®²° ¢ °¨ ²»¬¨.�°¨ ² ª®¬ ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¨ ¯°®±²° ±²¢  R ¨ ±®¯°¿-¦¥®£® ª ¥¬³ ¯°®±²° ±²¢  R0 ¯®¿²¨¥ ®°²®£® «¼-®±²¨ ¢¥ª²®°®¢ x 2 R ¨ f 2 R0, ¢¢¥¤¥®¥ ¢ ¯³ª²¥ 2,¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ®¡»·®¥ ¤«¿ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  ¯®-¿²¨¥ ®°²®£® «¼®±²¨ ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R.�³±²¼ e1; e2; : : : ; en |¯°®¨§¢®«¼»© ¡ §¨± ¢ R,   f1;f2; : : : ; fn|¢§ ¨¬»© ± ¨¬ (¡¨®°²®£® «¼»©) ¡ §¨±¢ R0. � ª ª ª ¢ ±«³· ¥ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  R ¨ R0®²®¦¤¥±²¢«¥», ²® ¬» ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼ ¢¥ª²®°» ¡¨®°²®-£® «¼®£® ª ei ¡ §¨±  fk ² ª¦¥ ¢¥ª²®° ¬¨ ¨§ R.�»¿±¨¬, ª ª  ¬  ©²¨ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¯® ¡ §¨±³e1; e2; : : : ; en ¡ §¨± f1; f2; : : : ; fn. �»° §¨¬ ± · «  ei ·¥-°¥§ fk: ei = gikfk:� ¬ ³¦®  ©²¨ ª®½´´¨¶¨¥²» gik. �«¿ ½²®£® ³¬®-¦¨¬ ±ª «¿°® ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢    e�:(ei; e�) = gik(fk; e�):� ª ª ª, ¢ ±¨«³ ¢§ ¨¬®±²¨ (¡¨®°²®£® «¼®±²¨) ¡ -§¨±®¢ fk ¨ e�, (fk; e�) = �k�;²® (ei; e�) = gik�k� = gi�:�² ª, ¥±«¨ ¡ §¨± fk ¡¨®°²®£® «¥ ª ¡ §¨±³ ei, ²®ei = gikfk; (10)£¤¥ ¬ ²°¨¶  gik ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥gik = (ei; ek):¦¤¥±²¢¨«¨ R ¨R0,  ¬ ¯°¨¸«®±¼ ¡» ¢¬¥±²® (f; x) ¯¨± ²¼ (y; x), £¤¥y; x 2 R, ². ¥. ¬» ²¥¬ ± ¬»¬ ¢¢¥«¨ ¡» ¢ R ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥.



272 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�²±¾¤ , ° §°¥¸¨¢ ±®®²®¸¥¨¥ (10) ®²®±¨²¥«¼®f i, ¨¬¥¥¬: f i = gikek; (11)£¤¥ gik |¬ ²°¨¶ , ®¡° ² ¿ ª gik, ². ¥.gi�g�k = �ik:� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²®gik = (f i; fk):x 24. �¥§®°»1. �®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨. � ¯¥°¢®© £« ¢¥ ¬» ¨§³-·¨«¨ «¨¥©»¥ ¨ ¡¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ ¢ n-¬¥°®¬  ´-´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �µ ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡®¡¹¥¨¥¬¿¢«¿¾²±¿ ¯®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ¯°®¨§-¢®«¼®£® ·¨±«  ¢¥ª²®°®¢. �°¨ ½²®¬ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ -²°¨¢ ²¼ ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¨¥ ª ª ®² ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R, ² ª¨ ®² ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R0.� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 1. �®«¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¥©l(x; y; : : : ; f; g; : : : );§ ¢¨±¿¹¥© ®² p ¢¥ª²®°®¢ x; y; : : : 2 R ¨ q ¢¥ª²®°®¢f; g; : : : 2 R0 (R0|¯°®±²° ±²¢®, ±®¯°¿¦¥®¥ ª R),  -§»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿, «¨¥© ¿ ®²®±¨²¥«¼® ª ¦¤®£®¨§  °£³¬¥²®¢, ª®£¤  ®±² «¼»¥  °£³¬¥²» ´¨ª±¨°®-¢ ».� ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ § ´¨ª±¨°®¢ » ¢±¥ ¢¥ª²®°», ª°®¬¥¯¥°¢®£®, ²®l(x0 + x00; y; : : : ; f; g; : : : ) == l(x0; y; : : : ; f; g; : : : ) + l(x00; y; : : : ; f; g; : : : );l(�x; y; : : : ; f; g; : : : ) = �l(x; y; : : : ; f; g; : : : ):



x 24] ²¥§®°» 273� «®£¨·®l(x; y; : : : ; f 0 + f 00; g; : : : ) == l(x; y; : : : ; f 0; g; : : : ) + l(x; y; : : : ; f 00; g; : : : );l(x; y; : : : ;�f; g; : : : ) = �l(x; y; : : : ; f; g; : : : ):�® ¦¥ ± ¬®¥ ¨ ¤«¿ ¤°³£¨µ  °£³¬¥²®¢.�®«¨«¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾, § ¢¨±¿¹³¾ ®² p ¢¥ª²®°®¢¨§ R (ª®²° ¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°®¢) ¨ q ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R0(ª®¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°®¢) ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ¯®«¨«¨-¥©®© ´³ª¶¨¥© ²¨¯  (p; q). � ±±¬®²°¨¬ ¥ª®²®°»¥¯®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨.�°®±²¥©¸¨¥ ¯®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨|½²® ´³ª¶¨¨²¨¯  (1; 0) ¨ ²¨¯  (0; 1).�®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ²¨¯  (1; 0)| ½²® «¨¥© ¿´³ª¶¨¿ ®² ®¤®£® ¢¥ª²®°  ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R, ². ¥. ¢¥ª-²®° ¯°®±²° ±²¢  R0 (ª®¢ °¨ ²»© ¢¥ª²®°).� «®£¨·®, ª ª ½²® ¡»«® ¯®ª § ® ¢ ¯. 3 ¯°¥¤»¤³-¹¥£® ¯ ° £° ´ , ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ²¨¯  (0; 1) § -¤ ¥² ¢¥ª²®° ¨§ R (ª®²° ¢ °¨ ²»© ¢¥ª²®°).�®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢(¡¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨), ¡»¢ ¾² ²°¥µ ²¨¯®¢:�) ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ ¨§ ¯°®±²-° ±²¢  R,| ½²® ¢¢¥¤¥»¥ ¢ x 4 ¡¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R;�) ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ¯°®±²-° ±²¢¥ R0,| ½²® ¡¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ ¢ R0;) ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ®¤®£® ¢¥ª²®°  ¨§ R ¨ ®¤-®£® ¢¥ª²®°  ¨§ R0.�³ª¶¨¨ ²°¥²¼¥£® ²¨¯  ²¥±® ±¢¿§ » ± «¨¥©»¬¨¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼y = Ax|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ R. �®±²°®¨¬ ¡¨«¨¥©³¾



274 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv´³ª¶¨¾ (f;Ax);«¨¥©® § ¢¨±¿¹³¾ ®² ¢¥ª²®°®¢ x 2 R ¨ f 2 R0.�» ¬®¦¥¬, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¾ ¢ R ®¤®§ ·® ±®¯®±² ¢¨²¼ ¡¨«¨¥©³¾´³ª¶¨¾ ²¨¯  .� ª ¨ ¢ x 11 £« ¢» II, ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ¨ ®¡° ²®¥, ². ¥. ·²®ª ¦¤®© ¡¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨ ²¨¯   ®²¢¥· ¥² «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¥ ¢ R.2. �»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ¯®«¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨ ¢ ¤ ®©±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ². �¥°¥µ®¤ ®² ®¤®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨- ² ª ¤°³£®©. �»¿±¨¬, ª ª ¢»° ¦ ¥²±¿ ¯®«¨«¨¥© ¿´³ª¶¨¿ ·¥°¥§ ª®®°¤¨ ²» ²¥µ ¢¥ª²®°®¢, ®² ª®²®°»µ®  § ¢¨±¨². �«¿ ²®£® ·²®¡» ¥ ¯¨± ²¼ ±«¨¸ª®¬ ¤«¨-»µ ´®°¬³«, ¯°®¢¥¤¥¬ ° ±±¬®²°¥¨¥   ±«³· ¥ ¯®«¨«¨-¥©®© ´³ª¶¨¨ l(x; y; f), § ¢¨±¿¹¥© ®² ¤¢³µ ¢¥ª²®°®¢¨§ R ¨ ®¤®£® ¢¥ª²®°  ¨§ R0 [´³ª¶¨¿ ²¨¯  (2; 1)].�»¡¥°¥¬ ¢ R ¥ª®²®°»© ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en,   ¢ R0|¢§ ¨¬»© ± ¨¬ ¡ §¨± f1; f2; : : : ; fn. �³±²¼x = �iei; y = �jej ; f = �kfk:�®£¤ l(x; y; f) = l(�iei; �jej ; �kfk) = �i�j�kl(ei; ej ; fk):�² ª: ¯°¨ § ¤ »µ ¢ R ¨ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢ R0 ¡ §¨-± µ e1; e2; : : : ; en ¨ f1; f2; : : : ; fn ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿l(x; y; f) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥l(x; y; f) = akij�i�j�k;£¤¥ �i, ±®®²¢¥²±²¢¥® �j , ±®®²¢¥²±²¢¥® �k |ª®®°¤¨- ²» ¢¥ª²®°  x, ±®®²¢¥²±²¢¥® y, ±®®²¢¥²±²¢¥® f .�¨±«  akij, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ´³ª¶¨¾ l(x; y; f), § ¤ ¾²±¿



x 24] ²¥§®°» 275´®°¬³«®© akij = l(ei; ej ; fk)¨ § ¢¨±¿², ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ®² ¢»¡®°  ¡ §¨±®¢ ¢ R ¨ R0.� «®£¨· ¿ ´®°¬³«  ¨¬¥¥¬ ¬¥±²® ¤«¿ ¯®«¨«¨¥©-®© ´³ª¶¨¨ ®¡¹¥£® ¢¨¤ :l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = ars:::ij::: �i�j : : : �r�s : : : ; (1)£¤¥ ·¨±«  ars:::ij::: , ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ¯®«¨«¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾,¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬ars:::ij::: = l(ei; ej ; : : : ; f r; f s; : : : ): (2)�»¿±¨¬ ²¥¯¥°¼, ª ª ¨§¬¥¿¥²±¿ ±¨±²¥¬  ·¨±¥«,®¯°¥¤¥«¿¾¹ ¿ ¯®«¨«¨¥©³¾ ´®°¬³, ¯°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ¡ -§¨± .�³±²¼ ¢ R § ¤  ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en ¨ ¢ R0|¢§ ¨¬-»© ± ¨¬ ¡ §¨± f1; f2; : : : ; fn. �¥°¥©¤¥¬ ª ®¢®¬³ ¡ -§¨±³ e01; e02; : : : ; e0n ¢ R ¨ ¢§ ¨¬®¬³ ± ¨¬ ¡ §¨±³ f 01;f 02; : : : ; f 0n ¢ R0.�³±²¼ ¯¥°¥µ®¤ ®² ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ª ¡ §¨±³ e01;e02; : : : ; e0n § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³« ¬¨e0� = c��e� : (3)�®£¤  ¯¥°¥µ®¤ ®² ¡ §¨±  f1; f2; : : : ; fn ª ¡ §¨±³ f 01;f 02; : : : ; f 0n § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³« ¬¨f 0� = b��f�; (4)£¤¥ kb��k|¬ ²°¨¶ , ²° ±¯®¨°®¢  ¿ ª ¬ ²°¨¶¥,®¡° ²®© ª kc��k.�®°¬³«  (3) ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ·¨±«  c�� ¯°¨ ´¨ª±¨-°®¢ ®¬ � ¿¢«¿¾²±¿ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  e0� ¢ ¡ -§¨±¥ e1; e2; : : : ; en. � «®£¨·® ·¨±«  b�� ¯°¨ ´¨ª±¨°®-¢ ®¬ � ¿¢«¿¾²±¿ ª®®°¤¨ ² ¬¨ ¢¥ª²®°  f 0� ¢ ¡ §¨±¥f1; f2; : : : ; fn.



276 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv� ©¤¥¬ ±¨±²¥¬³ ·¨±¥« a0rs:::ij::: , ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ  -¸³ ¯®«¨«¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ ¢ ¡ §¨± µ e01; e02; : : : ; e0n ¨f 01; f 02; : : : ; f 0n. �» § ¥¬, ·²®a0rs:::ij::: = l(e0i; e0j ; : : : ; f 0r; f 0s; : : : ):�®½²®¬³, ·²®¡»  ©²¨ ars:::ij::: , ¬» ¤®«¦» ¢ ´®°¬³-«³ (1) ¢¬¥±²® �i; �j ; : : : ;�r; �s; : : : ¯®¤±² ¢¨²¼ ª®®°¤¨ -²» ¢¥ª²®°®¢ e0i; e0j ; : : : ; f 0r; f 0s; : : : , ². ¥. ·¨±«  c�i ; c�j ; : : : ;br�; bs� ; : : : �» ¯®«³· ¥¬ ² ª¨¬ ®¡° §®¬:a0rs:::ij::: = c�i c�j : : : br�bs� : : : a��:::��::::�² ª, ±¨±²¥¬  ·¨±¥« ars:::ij::: , ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ¯®«¨«¨¥©-³¾ ´³ª¶¨¾ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ¢® ¢§ ¨¬»µ ¡ §¨± µe1; e2; : : : ; en ¨ f1; f2; : : : ; fn, ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ®¢»¬ ¢§ -¨¬»¬ ¡ §¨± ¬ e01; e02; : : : ; e0n ¨ f 01; f 02; : : : ; f 0n ¯°¥®¡° -§³¥²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬a0rs:::ij::: = c�i c�j : : : br�bs� : : : a��:::��:::; (5)£¤¥ kcji k|¬ ²°¨¶ , ®¯°¥¤¥«¿¾¹ ¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¡ -§¨±  e1; e2; : : : ; en,   kbjik|¬ ²°¨¶ , ®¯°¥¤¥«¿¾¹ ¿¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢§ ¨¬®£® ± ¨¬ ¡ §¨±  f1; f2; : : : ; fn.�²® ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ±«¥¤³¾¹¥© ´° §®©:   ¨¦¨¥¨¤¥ª±» ±¨±²¥¬» ·¨±¥« ars:::ij::: ¤¥©±²¢³¥² ¬ ²°¨¶  kcjik,  ¢¥°µ¨¥ ¨¤¥ª±»|¬ ²°¨¶  kbjik (±°. x 23, ¯. 4, £¤¥° ±±¬®²°¥» ´®°¬³«» ¤«¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ª®®°¤¨ ²ª®¢ °¨ ²®£® ¨ ª®²° ¢ °¨ ²®£® ¢¥ª²®°®¢).3. �¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥§®° . �¡º¥ª²», ± ª®²®°»¬¨ ¬»¢±²°¥· «¨±¼   ¯°®²¿¦¥¨¨ ½²®© ª¨£¨ (¢¥ª²®°», «¨-¥©»¥ ´³ª¶¨¨, «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ¡¨«¨¥©-»¥ ´³ª¶¨¨ ¨ ². ¤.), ®¯°¥¤¥«¿«¨±¼ ¢ ª ¦¤®¬ ¡ §¨±¥±¢®¥© ±¨±²¥¬®© ·¨±¥«. � ¯°¨¬¥°, ¢¥ª²®° ®¯°¥¤¥«¿«±¿¢ ª ¦¤®¬ ¡ §¨±¥ ±¨±²¥¬®© n ·¨±¥«| ±¢®¨¬¨ ª®®°¤¨ -² ¬¨. �¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ª ¦¤®¬ ¡ §¨-±¥ ² ª¦¥ ±¨±²¥¬®© n ·¨±¥«|±¢®¨¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨.



x 24] ²¥§®°» 277�¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ª ¦¤®¬ ¡ §¨-±¥ ±¨±²¥¬®© n2 ·¨±¥«|¬ ²°¨¶¥© «¨¥©®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿. �¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ª ¦¤®¬¡ §¨±¥ ±¨±²¥¬®© n2 ·¨±¥«|¬ ²°¨¶¥© ½²®© ¡¨«¨¥©®©´®°¬». �°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ®¤®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² (¡ -§¨± ) ª ¤°³£®© ±¨±²¥¬  ·¨±¥«, ®¯°¥¤¥«¿¾¹ ¿ ¤ »©®¡º¥ª², ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥»¬ ®¡° §®¬, ¯°¨·¥¬§ ª® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ° §«¨·¥ ¤«¿ ° §«¨·»µ ®¡º¥ª-²®¢. � ¯°¨¬¥°, ª ª ¢¥ª²®° ¨§ R, ² ª ¨ «¨¥© ¿ ´³-ª¶¨¿ ¢ R § ¤ ¾²±¿ ±¨±²¥¬®© n ·¨±¥«, ®¤ ª® ¯°¨ ¯¥°¥-µ®¤¥ ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³ ®¨ ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯®-° §®¬³.�«¿ ¯®«®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ¢±²°¥· ¾¹¥©±¿ ¢¥«¨·¨»¬» ¤®«¦» § ¤ ²¼ ¥ ²®«¼ª® § ·¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹¨µ ·¨±¥« ¢ ª ª®©-«¨¡® ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², ® ¨ § ª®¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ±®¢®ª³¯®±²¨ ·¨±¥«¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ².� ¯³ª² µ 1 ¨ 2 ½²®£® ¯ ° £° ´  ¬» ¢¢¥«¨ ¯®¿²¨¥¯®«¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨, ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ª ¦¤®¬¤ ®¬ ¡ §¨±¥ ±¨±²¥¬®© nk ·¨±¥« (2), ¯°¥®¡° §³¾¹¨µ-±¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³ ¯® ´®°¬³« ¬ (5). �±¢¿§¨ ± ¨¬ ¢¢®¤¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥, ¨£° ¾¹¥¥¢ ¦³¾ °®«¼ ¢® ¬®£¨µ ° §¤¥« µ ´¨§¨ª¨, £¥®¬¥²°¨¨ ¨ «£¥¡°».� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 2. �±«¨ ª ¦¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°-¤¨ ² ¢ n-¬¥°®¬  ´´¨®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ®²¥±¥ ±¨±²¥¬  np+q ·¨±¥« ars:::ij::: (·¨±«® ¨¦¨µ ¨¤¥ª±®¢ ®¡®-§ ·¥® ·¥°¥§ p, ¢¥°µ¨µ|·¥°¥§ q), ¯°¨·¥¬ ¯°¨ ¯¥°¥-µ®¤¥ ®² ®¤®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ª ¤°³£®© ½²¨ ·¨±« ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯® ´®°¬³«¥a0rs:::ij::: = c�i c�j : : : br�bs� : : : a��:::��:::; (6)£¤¥ kcjik|¬ ²°¨¶ , § ¤ ¾¹ ¿ ¯¥°¥µ®¤ ®² ®¤®£® ¡ -§¨±  ¢ R ª ¤°³£®¬³,   kbjik|¬ ²°¨¶ , ²° ±¯®¨°®-¢  ¿ ª ¬ ²°¨¶¥, ®¡° ²®© ª kcjik, ²® ¬» £®¢®°¨¬,



278 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv·²®  ¬ § ¤  ²¥§®°. �²®² ²¥§®°  §»¢ ¥²±¿ p° § ª®¢ °¨ ²»¬ ¨ q ° § ª®²° ¢ °¨ ²»¬. �¨±«®p+q  §»¢ ¥²±¿ ° £®¬ (¢ «¥²®±²¼¾) ²¥§®° . � -¬¨ ·¨±«  ars:::ij:::  §»¢ ¾²±¿ ª®¬¯®¥² ¬¨ ²¥§®° .� ª ª ª ±¨±²¥¬  ·¨±¥«, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ¯®«¨«¨¥©³¾´³ª¶¨¾ ®² p ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ¨ q ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R0, ¯°¨ ¨§-¬¥¥¨¨ ¡ §¨±  ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ª ª ° § ¯® ´®°¬³«¥ (6),²® ª ¦¤®© ² ª®© ¯®«¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨ ®¤®§ ·® ±®-®²¢¥²±²¢³¥² ²¥§®° ° £  p + q, p ° § ª®¢ °¨ ²»©¨ q ° § ª®²° ¢ °¨ ²»©. �¡° ²®, ª ¦¤®¬³ ²¥§®-°³ ®¤®§ ·® ®²¢¥· ¥² ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿. � ¤ «¼-¥©¸¥¬ ±¢®©±²¢  ²¥§®°®¢ ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ ¬» ¡³-¤¥¬ ¨§³· ²¼   À¬®¤¥«¨Á ¯®«¨«¨¥©»µ ´³ª¶¨©, µ®²¿,ª®¥·®, ¯®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ «¨¸¼ ®¤®©¨§ ¢®§¬®¦»µ °¥ «¨§ ¶¨© ²¥§®°®¢.�°¨¢¥¤¥¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥°» ²¥§®°®¢.1. � ª   « ¿ °. �±«¨ ª ¦¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ®²-¥±¥® ®¤® ¨ ²® ¦¥ ´¨ª±¨°®¢ ®¥ ·¨±«® a, ²® ¥£®´®°¬ «¼® ¬®¦® ² ª¦¥ ±·¨² ²¼ ²¥§®°®¬,   ¨¬¥®|²¥§®°®¬ ³«¥¢®£® ° £ . �¥§®° ³«¥¢®£® ° £   §»-¢ ¥²±¿ ±ª «¿°®¬.2. � ®  ² °   ¢   ° ¨    ²  » © ¢ ¥ ª ² ® °. �¥ª²®-°³ ¨§ R ¢ ª ¦¤®¬ ¡ §¨±¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±®¢®ª³¯®±²¼ n¥£® ª®®°¤¨ ², ª®²®°»¥ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬�0i = bij�j¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ª®²° ¢ °¨ ²-»© ²¥§®° ° £  1.3. � ¨  ¥ ©    ¿ ´ ³  ª ¶ ¨ ¿ (ª ® ¢   ° ¨    ² - » © ¢ ¥ ª ² ® °). �¨±«  ai, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ «¨¥©³¾´³ª¶¨¾, ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬a0i = cjiaj¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¡° §³¾² ª®¢ °¨ ²»© ²¥§®° ° -£  1.



x 24] ²¥§®°» 2794. � ¨ « ¨  ¥ ©    ¿ ´ ³  ª ¶ ¨ ¿. �³±²¼ A(x; y)|¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R. �²¥±¥¬ ª ¦¤®-¬³ ¡ §¨±³ ¬ ²°¨¶³ ¤ ®© ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¢ ½²®¬¡ §¨±¥. �» ¯®«³·¨¬ ¯°¨ ½²®¬ ²¥§®° ° £  ¤¢ , ¤¢ ¦-¤» ª®¢ °¨ ²»©.� «®£¨·®, ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  ®² ¢¥ª²®°®¢ x 2 R,f 2 R0 ®¯°¥¤¥«¿¥² ²¥§®° ° £  ¤¢ , ®¤¨ ° § ª®¢ -°¨ ²»© ¨ ®¤¨ ° § ª®²° ¢ °¨ ²»©,   ¡¨«¨¥© ¿´®°¬  ®² ¢¥ª²®°®¢ f; g 2 R0 ®¯°¥¤¥«¿¥² ²¥§®°, ¤¢ ¦¤»ª®²° ¢ °¨ ²»©.5. � ¨  ¥ ©  » ¥ ¯ ° ¥ ® ¡ °   § ® ¢    ¨ ¿. �³±²¼A|«¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R. �²¥-±¥¬ ª ¦¤®¬³ ¡ §¨±³ ¬ ²°¨¶³ kaki k ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢½²®¬ ¡ §¨±¥, ². ¥. ¯®«®¦¨¬Aei = aki ek:�®ª ¦¥¬, ·²® kaki k ¥±²¼ ²¥§®° ° £  ¤¢ , ®¤¨ ° § ª®-¢ °¨ ²»© ¨ ®¤¨ ° § ª®²° ¢ °¨ ²»©. �¥©±²¢¨-²¥«¼®, ¯³±²¼ ¯¥°¥µ®¤ ª ®¢®¬³ ¡ §¨±³ § ¤ ¥²±¿ ´®°-¬³«®© e0i = c�i e�¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¡° ²»© ¯¥°¥µ®¤|´®°¬³«®©ei = b�i e0�; £¤¥ b�i ck� = �ki :�®£¤  Ae0i = Ac�i e� = c�i Ae� = c�i a��e� = c�i a��bk�e0k:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬ ²°¨¶  ka0ikk ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¡ -§¨±¥ e0i ¨¬¥¥² ¢¨¤ a0ik = a��c�i bk�;·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥², ·²® ¬ ²°¨¶  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ A ¥±²¼ ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ , ®¤¨ ° § ª®¢ °¨- ²»© ¨ ®¤¨ ° § ª®²° ¢ °¨ ²»©.



280 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv� · ±²®±²¨, ¥¤¨¨·®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ E ¢ ª -¦¤®¬ ¡ §¨±¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶ , ². ¥. ±¨-±²¥¬  ·¨±¥« �ki = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k:� ª¨¬ ®¡° §®¬, �ki ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯°®±²¥©¸¨©²¥§®° ° £  ¤¢ , ®¤¨ ° § ª®¢ °¨ ²»© ¨ ®¤¨ ° §ª®²° ¢ °¨ ²»©. �¥§®° �ki ¨²¥°¥±¥ ²¥¬, ·²® ¥£®ª®¬¯®¥²» ¢ «¾¡®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®, ·²® ¥±«¨ ¢ ª -¦¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² § ¤ ²¼ ±¨±²¥¬³ ·¨±¥«�ki = � 1 ¯°¨ i = k;0 ¯°¨ i 6= k;²® ½²® ¡³¤¥² ²¥§®°.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ¤¢  ¯°®±²»µ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ® ²¥§®-° µ.�³±²¼ ¨¬¥¾²±¿ ¤¢  ²¥§®°  ®¤¨ ª®¢®£® ²¨¯ .�®£¤  ¤«¿ ° ¢¥±²¢  ²¥§®°®¢ ¤®±² ²®·®, ·²®¡»¨µ ª®¬¯®¥²» ¢ ª ª®¬-¨¡³¤¼ ¡ §¨±¥ ¡»«¨ ±®®²¢¥²-±²¢¥® ° ¢». �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¨§ ²®£®, ·²® ª®¬¯®-¥²» ½²¨µ ¤¢³µ ²¥§®°®¢ ° ¢» ¢ ª ª®©-«¨¡® ±¨±²¥¬¥ª®®°¤¨ ², ±«¥¤³¥², ·²® ¨µ ª®¬¯®¥²» ±®®²¢¥²±²¢¥®° ¢» ¢ ¯°®¨§¢®«¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ². �²® ¯°¥¤«®-¦¥¨¥ ®·¥¢¨¤®; ¤¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª ®¡  ²¥§®° ®¤¨ ª®¢®£® ²¨¯  (². ¥. ¨¬¥¾² ®¤® ¨ ²® ¦¥ ·¨±«® ª®¢ -°¨ ²»µ ¨ ª®²° ¢ °¨ ²»µ ¨¤¥ª±®¢), ²® ®¨ ¯°¥-®¡° §³¾²±¿ ¯® ®¤¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥ ´®°¬³« ¬, ¨ ² ª ª ª¨µ ª®¬¯®¥²» ¢ ®¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¯® ¯°¥¤¯®-«®¦¥¨¾ ° ¢», ²® ®¨ ° ¢» ¨ ¢ «¾¡®© ¤°³£®© ±¨±²¥-¬¥ ª®®°¤¨ ². � ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥, ·²® ®¡ ²¥§®°  ®¤¨ ª®¢®£® ²¨¯ , ¿¢«¿¥²±¿ ±®¢¥°¸¥® ®¡¿§ -²¥«¼»¬. � ¯°¨¬¥°, ª ª ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ , ² ª ¨ «¨-¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢ ¤ ®© ±¨±²¥¬¥



x 24] ²¥§®°» 281ª®®°¤¨ ² ¬ ²°¨¶¥©. �¤ ª® ¨§ ±®¢¯ ¤¥¨¿ ¬ ²°¨¶ «¨-¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¨ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» ¢ ®¤®©ª ª®©-«¨¡® ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¥ ±«¥¤³¥² ¨µ ±®¢¯ ¤¥¨¥¢ ¤°³£®©.�°¨ § ¤ »µ p ¨ q ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ²¥§®°²¨¯  (p; q), ª®¬¯®¥²» ª®²®°®£® ¢ ª ª®¬-¨¡³¤¼ ®¤-®¬ ¡ §¨±¥ ° ¢» np+q  ¯¥°¥¤ § ¤ »¬ ·¨±« ¬. �®-ª ¦¥¬ ½²®.�³±²¼ ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥  ¬ § ¤   ±¨±²¥¬  ·¨-±¥« ars:::ij::: . �²¨¬¨ ·¨±« ¬¨ § ¤ ¥²±¿ ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª-¶¨¿ l(x; y; : : : ; f; : : : ) ¯® ´®°¬³«¥ (1) ¯. 2 ½²®£® ¯ ° £° -´ , £¤¥ �i, ±®®²¢. �j ¨ ². ¤.,| ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ x,±®®²¢. y ¨ ². ¤. ¢ ¡ §¨±¥ ei. � ª ª ª ± ¯®«¨«¨¥©®© ´³-ª¶¨¥© ®¤®§ ·® ±¢¿§  ²¥§®°, ²® ¬» ¯®«³·¨«¨ ²¥¬± ¬»¬ ²¥§®°, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ¯®±² ¢«¥»¬ ³±«®¢¨-¿¬.4. �¥§®°» ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �±«¨ R ¥±²¼n-¬¥°®¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢®, ²®, ª ª ¬» ¢¨¤¥«¨¢ ¯. 5 x 23, ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ¨§®¬®°´®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥¬¥¦¤³ R ¨ R0 ² ª, ·²® ¥±«¨ y 2 R ±®®²¢¥²±²¢³¥² ½«¥-¬¥²³ f 2 R0, ²® (f; x) = (y; x)¤«¿ «¾¡®£® x 2 R.�±«¨ ¬» ²¥¯¥°¼ ¢ ¯®«¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨, § ¢¨±¿¹¥©®² p ¢¥ª²®°®¢ x; y; : : : ¨§ R ¨ q ¢¥ª²®°®¢ f; g; : : : ¨§ R0 § -¬¥¨¬ ¢¥ª²®°» ¨§ R0 ¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨u; v; : : : ¨§ R ,²® ¬» ¯®«³·¨¬ ¯®«¨«¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾l(x; y; : : : ;u; v; : : : ), § ¢¨±¿¹³¾ ®² p+ q ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R.� ©¤¥¬ ª®½´´¨¶¨¥²» ´³ª¶¨¨ l(x; y; : : : ;u; v; : : : )¯® ª®½´´¨¶¨¥² ¬ ´³ª¶¨¨ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ).�³±²¼ ars:::ij::: |ª®½´´¨¶¨¥²» ¯®«¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨l(x; y; : : : ; f; g; : : : ), ². ¥.ars:::ij::: = l(ei; ej ; : : : ; f r; f s; : : : );



282 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv¨ ¯³±²¼ bij:::rs:::|ª®½´´¨¶¨¥²» ¯®«¨«¨¥©®© ´³ª-¶¨¨ l(x; y; : : : ;u; v; : : : ), ². ¥.bij:::rs::: = l(ei; ej ; : : : ; er; es; : : : ):�» ¤®ª § «¨ ¢ ¯. 5 x 23, ·²® ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥¢¥ª²®°» ek ¡ §¨± , ¡¨®°²®£® «¼®£® f i, ¢»° ¦ ¾²±¿·¥°¥§ ¢¥ª²®°» ¡ §¨±  f i ¯® ´®°¬³« ¬er = gr�f�;£¤¥ gik = (ei; ek):�®¤±² ¢«¿¿ ¢¬¥±²® er, : : : ¨µ ¢»° ¦¥¨¿, ¯®«³· ¥¬bij:::rs::: = l(ei; ej ; : : : ; er; es; : : : ) == l(ei; ej ; : : : ; g�rf�; g�sf�; : : : ) == g�rg�s : : : l(ei; ej ; : : : ; f�; f�; : : : ) == g�rg�s : : : a��:::ij::: :�¢¨¤³ ³±² ®¢«¥®£® ±®®²¢¥²±²¢¨¿ ¬¥¦¤³ ¯®«¨«¨-¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ¨ ²¥§®° ¬¨ ¬» ¬®¦¥¬ ±´®°¬³-«¨°®¢ ²¼ ¯®«³·¥»© °¥§³«¼² ² ¤«¿ ²¥§®°®¢:�±«¨ ars:::ij::: |²¥§®°, ¯®±²°®¥»© ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬¯°®±²° ±²¢¥, p ° § ª®¢ °¨ ²»© ¨ q ° § ª®²° ¢ -°¨ ²»©, ²® ¯® ¥¬³ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ®¢»© ²¥-§®° bij:::rs:::, ¿¢«¿¾¹¨©±¿ p+ q ° § ª®¢ °¨ ²»¬. �² ®¯¥° ¶¨¿  §»¢ ¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¥© ®¯³±ª ¨¿ ¨¤¥ª±®¢.�  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©bij:::rs::: = g�rg�s : : : a��:::ij::: :gik ¿¢«¿¥²±¿ ¤¢ ¦¤» ª®¢ °¨ ²»¬ ²¥§®°®¬. �¥©±²¢¨-²¥«¼®, gik = (ei; ek) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¢ ¤ ®© ±¨-±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ª®½´´¨¶¨¥²» ¥ª®²®°®© ¡¨«¨¥©®©´®°¬»,   ¨¬¥® ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. �¢¨¤³ ¥£®±¢¿§¨ ±® ±ª «¿°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ (¬¥²°¨ª®©) ¯°®±²-



x 24] ²¥§®°» 283° ±²¢  ²¥§®° gik  §»¢ ¥²±¿ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ²¥§®-°®¬.�®¢¥°¸¥®   «®£¨·® ®¯¥° ¶¨¨ ®¯³±ª ¨¿ ¨¤¥ª-±®¢ ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ®¯¥° ¶¨¾ ¯®¤¨¬ ¨¿ ¨¤¥ª±®¢ ± ¯®-¬®¹¼¾ ´®°¬³«»bij:::rs::: = g�ig�j : : : ars:::��:::;£¤¥ gik ¨¬¥¥² ±¬»±«, ³ª § »© ¢ x 23, ¯. 5.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® gik |¤¢ ¦¤» ª®¢ °¨ ²-»© ²¥§®°.5. �¯¥° ¶¨¨  ¤ ²¥§®° ¬¨. �¢¨¤³ ³±² ®¢«¥®©±¢¿§¨ ¬¥¦¤³ ²¥§®° ¬¨ ¨ ¯®«¨«¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿-¬¨ ¬» ¡³¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¿²¼ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¯®«¨«¨¥©»¬¨´³ª¶¨¿¬¨. � ¯¨±¼ ¯®«³·¥»µ °¥§³«¼² ²®¢ ¢ ¯°®¨§-¢®«¼®¬ ¡ §¨±¥ ¤ ±²  ¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ ®¯¥° ¶¨¾ ¤ ²¥§®° ¬¨.� « ® ¦ ¥  ¨ ¥ ² ¥  § ® ° ® ¢. �³±²¼l0(x; y; : : : ; f; g; : : : ); l00(x; y; : : : ; f; g; : : : )|¤¢¥ ¯®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ ®² ®¤®£® ¨ ²®£® ¦¥ ·¨-±«  ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ¨ ®¤®£® ¨ ²®£® ¦¥ ·¨±«  ¢¥ª²®°®¢ ¨§R0. �¯°¥¤¥«¨¬ ¨µ ±³¬¬³ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ´®°¬³«®©l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) == l0(x; y; : : : ; f; g; : : : ) + l00(x; y; : : : ; f; g; : : : ):�±®, ·²® ½²  ±³¬¬  ¥±²¼ ±®¢  ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª-¶¨¿ ®² ²®£® ¦¥ ·¨±«  ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ¨ ¨§ R0. �«®¦¥¨¥²¥§®°®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®½²®¬³ ´®°¬³«®©:ars:::ij::: = a0rs:::ij::: + a00rs:::ij::: :� ¬  ® ¦ ¥  ¨ ¥ ² ¥  § ® ° ® ¢. �³±²¼l0(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ¨ l00(z; : : : ;h; : : : )|¤¢¥ ¯®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨, ¨§ ª®²®°»µ ¯¥°¢ ¿ § ¢¨-±¨² ®² p0 ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ¨ q0 ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R0,   ¢²®° ¿|



284 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv®² p00 ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ¨ q00 ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R0. �¯°¥¤¥«¨¬´³ª¶¨¾ l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : ) ´®°¬³«®©l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : ) == l0(x; y; : : : ; f; g; : : : )l00(z; : : : ;h; : : : ):�³ª¶¨¿ l  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¯®«¨«¨¥©»µ´³ª¶¨© l0 ¨ l00. �®ª ¦¥¬, ·²® l ¥±²¼ ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³-ª¶¨¿, § ¢¨±¿¹ ¿ ®² p0 + p00 ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ¨ q0 + q00 ¢¥ª-²®°®¢ ¨§ R0. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ ¯°®¢¥°ª¥ ²®£®, ·²®l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : )¥±²¼ ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿, ¬» ´¨ª±¨°³¥¬, ¯® ®·¥°¥¤¨,¢±¥ ¢¥ª²®°», ª°®¬¥ ®¤®£®; ¯°¨ ½²®¬ ¿±®, ·²® l ¥±²¼«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ®² ¢¥ª²®° , ®±² ¢¸¥£®±¿ ¥§ ´¨ª±¨-°®¢ »¬.�»° §¨¬ ª®¬¯®¥²» ²¥§®° , ®²¢¥· ¾¹¥£® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¾ ¯®«¨«¨¥©»µ ´³ª¶¨© l0 ¨ l00, ·¥°¥§ ª®¬¯®¥-²» ²¥§®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ± ¬¨¬ ½²¨¬ ¯®«¨«¨¥©»¬´³ª¶¨¿¬. � ª ª ªa0rs:::ij::: = l0(ei; ej ; : : : ; f r; f s; : : : );¨ a00rs:::ij::: = l00(ei; ej ; : : : ; f r; f s; : : : );²® arstu:::ijkl::: = ars:::ij:::atu:::kl:::�²  ´®°¬³«  ®¯°¥¤¥«¿¥², ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¤¢³µ ²¥§®°®¢.� ¢ ¥ ° ² ª   ² ¥  § ® °  . �³±²¼ l(x; y; : : : ; f; g; : : : )|¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿, § ¢¨±¿¹ ¿ ®² p ¢¥ª²®°®¢x; y; : : : ¨§ R (p > 1) ¨ q ¢¥ª²®°®¢ f; g; : : : ¨§ R0 (q > 1).�» ¯®±²°®¨¬ ¯® ¥© ¯®«¨«¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾, § ¢¨-±¿¹³¾ ®² p � 1 ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ¨ q � 1 ¢¥ª²®°®¢ ¨§R0. �»¡¥°¥¬ ¤«¿ ½²®£® ª ª®©-«¨¡® ¡ §¨± e1; e2; : : : ; en



x 24] ²¥§®°» 285¢ R ¨ ¢§ ¨¬»© ± ¨¬ ¡ §¨± f1; f2; : : : ; fn ¢ R0. �³-¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ¢¬¥±²® x ¨ f ¯®¤±² ¢«¿²¼ ±®®²¢¥²±²¢¥®e1; f1; e2; f2; : : : ; en; fn ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ±³¬¬³ �)l0(y; : : : ; g; : : : ) = l(e�; y; : : : ; f�; g; : : : ): (7)�±®, ·²® ª ¦¤®¥ ±« £ ¥¬®¥,   § ·¨² ¨ ¢±¿ ±³¬¬ , ¥±²¼¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ ®² y; : : : ¨ g; : : : �®ª ¦¥¬, ·²®,µ®²¿ ª ¦¤®¥ ±« £ ¥¬®¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨± , ¯®-±²°®¥ ¿  ¬¨ ±³¬¬  ®² ¢»¡®°  ¡ §¨±  ³¦¥ ¥ § ¢¨-±¨².�¥°¥©¤¥¬ ¤«¿ ½²®£® ª ¤°³£®¬³ ¡ §¨±³ e01; e02; : : : ; e0n¨ ±®®²¢¥²±²¢¥® ª ¢§ ¨¬®¬³ ± ¨¬ ¡ §¨±³ f 01; f 02; : : :: : : ; f 0n. � ª ª ª ¬» ¥ ¬¥¿¥¬ ¯°¨ ½²®¬ ¢¥ª²®°®¢ y; : : : ¨g; : : : , ²® ¬» ¬®¦¥¬ ¨µ ´¨ª±¨°®¢ ²¼ ¨ ¤®ª §»¢ ²¼  ¸¥³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤«¿ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬» A(x; f). �² ª,  ¬³¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A(x; f)|¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ ,²® A(e�; f�) = A(e0�; f 0�):�±«¨ ¯¥°¥µ®¤ ®² ¡ §¨±  e1; e2; : : : ; en ª ¡ §¨±³ e01; e02; : : :: : : ; e0n § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©e0k = cki ek;²® ¯¥°¥µ®¤ ®² ¡ §¨±  f1; f2; : : : ; fn ª ¡ §¨±³ f 01; f 02; : : :: : : ; f 0n § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®©fk = cki f 0i:�®½²®¬³A(e0�; f 0�) = A(ck�ek; f 0�) = ck�A(ek; f 0�) == A(ek; ck�f 0�) = A(ek; fk);�) � ¯®¬¨ ¥¬, ·²® ¥±«¨ ¢ ¥ª®²®°®¬ ¢»° ¦¥¨¨ ®¤¨ ¨ ²®²¦¥ ¨¤¥ª± (¢ ¤ ®¬ ±«³· ¥ �) ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢¢¥°µ³ ¨ ¢¨§³, ²® ¯®¥¬³ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥.



286 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv². ¥. A(e�; f�) ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¥ § ¢¨±¨² ®² ±¨±²¥¬» ª®-®°¤¨ ².� ©¤¥¬ ¯® ª®½´´¨¶¨¥² ¬ ´®°¬» l(x; y; : : : ; f; g; : : : )ª®½´´¨¶¨¥²» ´®°¬» (7). � ª ª ªa0s:::j::: = l0(ej ; : : : ; f s; : : : )¨ l0(ej ; : : : ; f s; : : : ) = l(e�; ej ; : : : ; f�; f s; : : : );²® a0s:::j::: = a�s:::�j:::: (8)�¥§®° a0s:::j::: , ¯®«³·¥»© ¨§ ars:::ij::: ¯® ´®°¬³«¥ (8),  -§»¢ ¥²±¿ ±¢¥°²ª®© ²¥§®°  ars:::ij::: .�±®, ·²® ±¢¥°²ª³ ¬» ¬®¦¥¬ ¯°®¢¥±²¨ ¥ ®¡¿§ ²¥«¼-® ¯® ¯¥°¢®¬³ ¢¥°µ¥¬³ ¨ ¯¥°¢®¬³ ¨¦¥¬³ ¨¤¥ª± ¬.�¡¿§ ²¥«¼® «¨¸¼, ·²®¡» ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¯°®¨§¢®¤¨«®±¼¯® ®¤®¬³ ª®¢ °¨ ²®¬³ ¨ ®¤®¬³ ª®²° ¢ °¨ ²®-¬³ ¨¤¥ª±³. �±«¨ ¡» ¬» ±³¬¬¨°®¢ «¨,  ¯°¨¬¥°, ¯®¤¢³¬ ¨¦¨¬ ¨¤¥ª± ¬, ²® ¯®«³·¥ ¿ ±¨±²¥¬  ·¨±¥«¥ ®¡° §®¢»¢ «  ¡» ²¥§®°  (² ª ª ª ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®²®¤®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ª ¤°³£®© ½²¨ ·¨±«  ¥ ¯°¥-®¡° §®¢»¢ «¨±¼ ¡» ¯® ¯°¥¤¯¨± ®¬³ ²¥§®°³ § ª®³¯°¥®¡° §®¢ ¨¿).� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ ±¢¥°²ª¨ ²¥§®°  ° £  ¤¢  ¬»¯®«³· ¥¬ ²¥§®° ³«¥¢®£® ° £  (±ª «¿°), ². ¥. ·¨±«®, ¥§ ¢¨±¿¹¥¥ ®² ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ².� ±±¬®²°¥ ¿  ¬¨ ¢ ¯. 4 ®¯¥° ¶¨¿ ®¯³±ª ¨¿ ¨-¤¥ª±®¢ ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ±¢¥°²ª  ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤ -®£® ²¥§®°  ¨ ¬¥²°¨·¥±ª®£® ²¥§®°  gik (¢§¿²®£® ±®-¬®¦¨²¥«¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ·¨±«® ° §). � «®£¨·®,¯®¤¨¬ ¨¥ ¨¤¥ª±®¢ ¥±²¼ ±¢¥°²ª  ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤ -®£® ²¥§®°  ¨ ²¥§®°  gik.�°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ¯°¨¬¥°. �³±²¼ akij |²¥§®° ° £  ²°¨,  bml |²¥§®° ° £  ¤¢ . �µ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥±²¼ ²¥-§®° ckmijl = akijbml ° £  ¯¿²¼. �±«¨ ²¥¯¥°¼ ±¢¥°³²¼ ½²®²



x 24] ²¥§®°» 287²¥§®°,  ¯°¨¬¥°, ¯® ¨¤¥ª± ¬ i ¨ m, ²® ¬» ¯®«³·¨¬²¥§®° ° £  ²°¨. �±«¨ ¬» ¯®«³·¥»© ²¥§®° ¥¹¥ ° §±¢¥°¥¬,  ¯°¨¬¥°, ¯® ¨¤¥ª± ¬ j ¨ k, ²® ¬» ¯®«³·¨¬²¥§®° ° £  ®¤¨ (¢¥ª²®°).�³±²¼ aji ¨ blk |¤¢  ²¥§®°  ° £  ¤¢ . �¬®¦¥¨¥¬¨ ±¢¥°²»¢ ¨¥¬ ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ¯® ¨¬ ®¢»© ²¥§®°° £  ¤¢ : cli = a�i bl�:�±«¨ ²¥§®°» aji ¨ blk ²° ª²®¢ ²¼ ª ª ¬ ²°¨¶» «¨¥©-»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ²® ¯®«³·¥»© ²¥§®° ¥±²¼ ¬ -²°¨¶  ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ½²¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.�» ¬®¦¥¬ ² ª¦¥ ¯®±²°®¨²¼ ¯® ¤ ®¬³ ²¥§®°³° £  ¤¢  aji °¿¤ ¨¢ °¨ ²®¢ (². ¥. ·¨±¥«, ¥ § ¢¨±¿¹¨µ®² ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²,| ±ª «¿°®¢),   ¨¬¥®:a��; a��a�� ; : : :�¢¥¤¥»¥  ¬¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ²¥§®° ¬¨ ¤ ¾²  ¬¢®§¬®¦®±²¼ ¯® ¤ »¬ ²¥§®° ¬ ±²°®¨²¼ °¿¤ ®¢»µ,¨¢ °¨ ²® ±¢¿§ »µ ± ¨¬¨, ²¥§®°®¢.�°¨¢¥¤¥¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°¨¬¥°».�¯¥° ¶¨¥© ³¬®¦¥¨¿ ¬» ¬®¦¥¬ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ¯®-±²°®¨²¼ ²¥§®°» ±ª®«¼ ³£®¤® ¢»±®ª®£® ° £ . �³±²¼, ¯°¨¬¥°, �i|ª®®°¤¨ ²» ª®²° ¢ °¨ ²®£®,   �j |ª®®°¤¨ ²» ª®¢ °¨ ²®£® ¢¥ª²®° . �®£¤  �i�j ¥±²¼²¥§®° ° £  ¤¢ . � «®£¨·®, ¢§¿¢ ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ¢¥ª-²®°®¢, ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ²¥§®°» ¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ° £ .� ¬¥²¨¬, ·²® ¥ ¢±¿ª¨© ²¥§®° ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ³¬®-¦¥¨¥¬ ¢¥ª²®°®¢. �®¦®, ®¤ ª®, ¤®ª § ²¼, ·²® ¢±¿ª¨©²¥§®° ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥ ¨§ ¢¥ª²®°®¢ (²¥§®°®¢ ° -£  ®¤¨) ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿.�¥«»¬ ° ¶¨® «¼»¬ ¨¢ °¨ ²®¬ ®² ¤ ®© ±¨±²¥¬» ²¥-§®°®¢  §»¢ ¥²±¿ ¬®£®·«¥ ®² ª®¬¯®¥² ²¥§®° , ª®²®°»© ¥¬¥¿¥²±¿ ¯°¨ § ¬¥¥ ª®¬¯®¥² ²¥§®°®¢ ¢ ª ª®©-¨¡³¤¼ ±¨±²¥¬¥ª®®°¤¨ ² ¨µ ª®¬¯®¥² ¬¨ ¢ ¤°³£®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ².



288 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ , ª®²®°³¾ ¬» ¥ ¡³¤¥¬ ¤®ª -§»¢ ²¼:�±«¨ § ¤   ¥ª®²®° ¿ ±¨±²¥¬  ²¥§®°®¢, ²® ¢±¿ª¨© ¶¥«»© ° -¶¨® «¼»© ¨¢ °¨ ², ¯®±²°®¥»© ¯® ¤ »¬ ²¥§®° ¬, ¬®¦®¯®«³·¨²¼ ¨§ ¨µ ®¯¥° ¶¨¿¬¨ ¯¥°¥¬®¦¥¨¿ ²¥§®°®¢, ±«®¦¥¨¿ ¨³¬®¦¥¨¿   ·¨±«  ¨ ¯®«®£® ±¢¥°²»¢ ¨¿ (². ¥. ±¢¥°²»¢ ¨¿ ¯®¢±¥¬ ¨¤¥ª± ¬).6. �¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¨ § ª®¯¥°¥¬¥»¥ ( ²¨±¨¬¬¥-²°¨·¥±ª¨¥) ²¥§®°».� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 3. �¥§®°  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¬¥-²°¨·¥±ª¨¬ ¯® ¤ »¬ ¨¤¥ª± ¬, ¥±«¨ ¯°¨ «¾¡®© ¯¥°¥-±² ®¢ª¥ ½²¨µ ¨¤¥ª±®¢ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ¥ ¬¥¿-¾²±¿ �). � ¯°¨¬¥°, ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ²¥§®°  ¯® ¯¥°-¢»¬ ¤¢³¬ ¨¤¥ª± ¬ ®§ · ¥², ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° ¢¥-±²¢® ast:::ik::: = ast:::ki::::�±«¨ l(x; y; : : : ; f; g; : : : )| ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ²¥§®°³ast:::ik::: ¯®«¨«¨¥© ¿ ´®°¬ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = ast:::ik:::�i�k : : : �s�t : : : ; (9)²® ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ²¥§®°  ¯® ¥ª®²®°®© £°³¯¯¥ ¨-¤¥ª±®¢, ª ª ½²® ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¢¨¤® ¨§ ´®°¬³-«» (9), ½ª¢¨¢ «¥²  ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ ¯®«¨«¨¥©®©´®°¬» ¯® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© £°³¯¯¥ ¢¥ª²®°®¢. � ª ª ª¤«¿ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ ¯®«¨«¨¥©®© ´®°¬» ¯® ¥ª®-²®°®© £°³¯¯¥ ¢¥ª²®°®¢ ¤®±² ²®·®, ·²®¡» ast:::ik::: ¡»-«¨ ±¨¬¬¥²°¨·» ¯® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¨¤¥ª± ¬ «¨¸¼¢ ®¤®© ª ª®©-¨¡³¤¼ ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², ²® ®²±¾¤ ±«¥¤³¥², ·²® ¥±«¨ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ±¨¬¬¥²°¨·-» ¢ ®¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², ²® ² ª ¿ ¦¥ ±¨¬¬¥-²°¨¿ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¬¥±²® ¨ ¢ «¾¡®© ¤°³£®© ±¨±²¥¬¥ª®®°¤¨ ².�) � ¬® ±®¡®© ° §³¬¥¥²±¿, ·²® °¥·¼ ¨¤¥² «¨¸¼ ®¡ ¨¤¥ª± µ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ £°³¯¯» (¢¥°µ¨© ¨«¨ ¨¦¥©).



x 24] ²¥§®°» 289� ¯ ° ¥ ¤ ¥ « ¥  ¨ ¥ 4. � ª®¯¥°¥¬¥»¬ ( ²¨±¨¬-¬¥²°¨·¥±ª¨¬)  §»¢ ¥²±¿ ²¥§®°, ª®²®°»© ¬¥¿¥²§ ª ¯°¨ ¯¥°¥¬¥¥ «¾¡»µ ¤¢³µ ¨¤¥ª±®¢ ¬¥±² ¬¨.�°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ª®¥·®, ·²® ³ ½²®£® ²¥-§®°  ¢±¥ ¨¤¥ª±» ®¤¨ ª®¢®£® µ ° ª²¥° , ². ¥. «¨¡® ¢±¥ª®¢ °¨ ²»¥, «¨¡® ¢±¥ ª®²° ¢ °¨ ²»¥.�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ § ª®¯¥°¥¬¥®£® ²¥§®°  ¥¯®±°¥¤-±²¢¥® ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ «¾¡®© ¯¥°¥±² ®¢ª¥ ¨¤¥ª-±®¢ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ¥ ¬¥¿¾²±¿, ¥±«¨ ¯¥°¥±² ®¢-ª  ·¥² ¿, ¨ ¬¥¿¾² § ª, ¥±«¨ ¯¥°¥±² ®¢ª  ¥·¥² ¿.� ª®¯¥°¥¬¥»¬ ²¥§®° ¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² § ª®¯¥°¥-¬¥»¥ ¯®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨.�®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ l(x; y; : : : ), § ¢¨±¿¹ ¿ ®² p¢¥ª²®°®¢ x; y; : : : ¨§ R,  §»¢ ¥²±¿ § ª®¯¥°¥¬¥®©,¥±«¨ ¯°¨ ¯¥°¥±² ®¢ª¥ «¾¡®© ¯ °» ¨§ ¢¥ª²®°®¢ x; y; : : :§ ª ´³ª¶¨¨ ¬¥¿¥²±¿.�«¿ ¯°®¢¥°ª¨ § ª®¯¥°¥¬¥®±²¨ ¯®«¨«¨¥©®©´³ª¶¨¨ ¤®±² ²®·® ¯°®¢¥°¨²¼ § ª®¯¥°¥¬¥®±²¼ª®¬¯®¥² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¥© ²¥§®°  ¢ ª ª®©-«¨¡® ®¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², ª ª ½²® ¥¯®±°¥¤-±²¢¥® ±«¥¤³¥² ¨§ ´®°¬³«» (9). � ¤°³£®© ±²®°®-», ¨§ § ª®¯¥°¥¬¥®±²¨ ¯®«¨«¨¥©®© ´³ª¶¨¨ ±«¥-¤³¥² § ª®¯¥°¥¬¥®±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¥© ²¥§®-°  (¢ «¾¡®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±-«¨ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  § ª®¯¥°¥¬¥» ¢ ª ª®©-«¨¡®®¤®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², ²® ½²® ¦¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²®¨ ¢ «¾¡®© ¤°³£®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², ¨, § ·¨²,²¥§®° ¿¢«¿¥²±¿ § ª®¯¥°¥¬¥»¬ ( ²¨±¨¬¬¥²°¨·¥-±ª¨¬).�»¿±¨¬ ·¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬¯®¥²  ²¨±¨¬¬¥-²°¨·¥±ª®£® ²¥§®° . �³±²¼,  ¯°¨¬¥°, aik ¥±²¼ § ª®-¯¥°¥¬¥»© ²¥§®° ° £  2. �®£¤  aik = �aki ¨, ±«¥¤®-¢ ²¥«¼®, ·¨±«® ° §«¨·»µ ª®¬¯®¥² ° ¢® n(n� 1)2 .� «®£¨·®, ¤«¿ § ª®¯¥°¥¬¥®£® ²¥§®°  aijk ·¨±«®



290 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv° §«¨·»µ ª®¬¯®¥² ° ¢® n(n� 1)(n� 2)3! , ² ª ª ªª®¬¯®¥²» ± ®¤¨ ª®¢»¬¨ ¨¤¥ª± ¬¨ ° ¢» ³«¾,  ª®¬¯®¥²», ®²«¨· ¾¹¨¥±¿ «¨¸¼ ¯®°¿¤ª®¬ ¨¤¥ª±®¢,®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®¤  ·¥°¥§ ¤°³£³¾.� «®£¨·®, ·¨±«® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ª®¬¯®¥² § ª®¯¥-°¥¬¥®£® ²¥§®°  ± k ¨¤¥ª± ¬¨ (k 6 n) ° ¢® Ckn.(�²«¨·»µ ®² ³«¿ § ª®¯¥°¥¬¥»µ ²¥§®°®¢ ± ·¨±«®¬¨¤¥ª±®¢ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ n, ¥ ±³¹¥±²¢³¥², ² ª ª ª ³ § ª®-¯¥°¥¬¥®£® ²¥§®°  ª®¬¯®¥²» µ®²¿ ¡» ± ¤¢³¬¿ ®¤¨- ª®¢»¬¨ ¨¤¥ª± ¬¨ ° ¢» ³«¾,   ¥±«¨ ·¨±«® ¨¤¥ª±®¢¯°¥¢»¸ ¥² n, ²® ³ ª ¦¤®© ª®¬¯®¥²» ±®¢¯ ¤ ¾², ¯®ª° ©¥© ¬¥°¥, ¤¢  ¨¤¥ª± .)� ±±¬®²°¨¬ ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡® § ª®¯¥°¥¬¥»© ²¥-§®° ± n ¨¤¥ª± ¬¨. � ª ª ª ¢±¥ £°³¯¯» ¯® n ° §«¨·»µ¨¤¥ª±®¢, ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¥ ®² 1 ¤® n, ®²«¨· ¾²-±¿ «¨¸¼ ¯®°¿¤ª®¬, ²® ³ ² ª®£® ²¥§®°  ¥±²¼ «¨¸¼ ®¤-  ¥§ ¢¨±¨¬ ¿ ª®¬¯®¥²  ¨ ® ¨¬¥¥², ² ª¨¬ ®¡° §®¬,±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤.�³±²¼ i1; i2; : : : ; in|¥ª®²®° ¿ ¯¥°¥±² ®¢ª  ·¨±¥«1, 2, : : : , n. �®«®¦¨¬ a12:::n = a. �®£¤ ai1i2:::in = �a; (10)£¤¥ À+Á ®²¢¥· ¥² ·¥²®© ¯®¤±² ®¢ª¥,   À�Á|¥·¥²®©.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¤°³£®© ±¨-±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ·¨±«® a12:::n = a ³¬®¦¨²±¿   ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼¬ ²°¨¶» ¯¥°¥µ®¤ .� ¯¨¸¥¬ ¯®«¨«¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾, ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹³¾ § ª®¯¥°¥¬¥®¬³ ²¥§®°³ ± n ¨¤¥ª± ¬¨. � ±¨«³´®°¬³«» (10) ®  ¨¬¥¥² ¢¨¤:l(x; y; : : : ; z) = ai1i2:::in�i1�i2 : : : �in = a ��������1 �2 : : : �n�1 �2 : : : �n: : : : : : : : : : :�1 �2 : : : �n������� :



x 24] ²¥§®°» 291�» ¤®ª § «¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¨§ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°®¢ ¥±²¼, ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¿,¥¤¨±²¢¥ ¿ § ª®¯¥°¥¬¥ ¿ ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿®² n ¢¥ª²®°®¢ ¢ n-¬¥°®¬ «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.� ¯ ¥ °   ¶ ¨ ¿ ± ¨ ¬ ¬ ¥ ² ° ¨ ° ® ¢    ¨ ¿. �» ¬®-¦¥¬ ¯® ¢±¿ª®¬³ ²¥§®°³ ¯®±²°®¨²¼ ®¢»© ²¥§®°, ±¨¬-¬¥²°¨·¥±ª¨© ¯® ¥ª®²®°®©  ¯¥°¥¤ § ¤ ®© £°³¯¯¥ ¨-¤¥ª±®¢. �²  ®¯¥° ¶¨¿  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨°®¢ ¨¥¬ ¨±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬.�³±²¼ § ¤  ¥ª®²®°»© ²¥§®°,  ¯°¨¬¥°, ai1i2:::in ;±¨¬¬¥²°¨°®¢ ¨¥ ¥£®,  ¯°¨¬¥°, ¯® ¯¥°¢»¬ k ¨¤¥ª± ¬,±®±²®¨² ¢ ¯®±²°®¥¨¨ ²¥§®° a(i1i2:::ik)ik+1::: = 1k!X aj1j2:::jkik+1:::;£¤¥ ±³¬¬  ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¯¥°¥±² ®¢ª ¬j1; j2; : : : ; jk ¨¤¥ª±®¢ i1; i2; : : : ; ik. � ¯°¨¬¥°,a(i1;i2) = 12(ai1i2 + ai2i1):�¯¥° ¶¨¿ ±¨¬¬¥²°¨°®¢ ¨¿ ²¥§®°  ¯® £°³¯¯¥ ¨§ k¨¤¥ª±®¢ i1; i2; : : : ; ik ®¡®§ · ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:aj1j2:::jl(i1i2:::ik)::::� ¯ ¥ °   ¶ ¨ ¿   « ¼ ² ¥ °  ¨ ° ® ¢    ¨ ¿ ¢¢®¤¨²±¿  «®£¨·® ®¯¥° ¶¨¨ ±¨¬¬¥²°¨°®¢ ¨¿ ¨ ¤ ¥² ¢®§¬®¦-®±²¼ ¯® ¤ ®¬³ ²¥§®°³ ¯®±²°®¨²¼ ²¥§®°, § ª®¯¥-°¥¬¥»© ¯® ¤ ®© £°³¯¯¥ ¨¤¥ª±®¢. �  ®¯°¥¤¥«¿¥²-±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:a[i1i2:::ik]ik+1::: = 1k!X�aj1j2:::jkik+1:::;£¤¥ ±³¬¬  ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¯¥°¥±² ®¢ª ¬j1; j2; : : : ; jk ¨¤¥ª±®¢ i1; i2; : : : ; ik,   § ª ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿·¥±²®±²¼¾ ¨«¨ ¥·¥²®±²¼¾ ½²®© ¯¥°¥±² ®¢ª¨. � -¯°¨¬¥°, a[i1;i2] = 12(ai1i2 � ai2i1):



292 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�¯¥° ¶¨¿  «¼²¥°¨°®¢ ¨¿ ®¡®§ · ¥²±¿ ±ª®¡ª -¬¨ [ ]; ¢ ¨µ § ª«¾· ¾²±¿ ²¥ ¨¤¥ª±», ¯® ª®²®°»¬ ²¥-§®°  «¼²¥°¨°³¥²±¿.�® ¢±¿ª¨¬ k ¢¥ª²®° ¬ �i1 ; �i2 ; : : : ; �ik ¬®¦® ¯®±²°®-¨²¼  ²¨±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨© ²¥§®°ai1i2:::ik = �[i1�i2 : : : �ik]; (11)£¤¥ ·¥°¥§ �[i1�i2 : : : �ik] ®¡®§ ·¥ ²¥§®°, ¯®«³·¥»© «¼²¥°¨°®¢ ¨¥¬ ²¥§®°  �i1�i2 : : : �ik . � ª ¥²°³¤®³±¬®²°¥²¼ ¨§  ¯¨± ®© ´®°¬³«», ª®¬¯®¥² ¬¨ ½²®-£® ²¥§®°  ¿¢«¿¾²±¿ ¬¨®°» k-£® ¯®°¿¤ª  ±«¥¤³¾¹¥©¬ ²°¨¶» ¨§ n ±²®«¡¶®¢:0BB@�1 �2 : : : �n�1 �2 : : : �n: : : : : : : : : : :�1 �2 : : : �n1CCA :�®±²°®¥»© ²¥§®° (11) ®¡« ¤ ¥² ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬,·²® ¥±«¨ ª ª ª®¬³-«¨¡® ¨§ ¢¥ª²®°®¢ �i1 ; �i2 ; : : : ¤®¡ ¢¨²¼«¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ®±² «¼»µ, ²® ²¥§®° ai1:::ik ®²½²®£® ¥ ¨§¬¥¨²±¿.� ±±¬®²°¨¬ k-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® n-¬¥°®£®¯°®±²° ±²¢  R. �®±² ¢¨¬ ¢®¯°®± ® ²®¬, ·²®¡» ®µ -° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ½²® k-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ±¨±²¥¬®©·¨±¥«, ². ¥. ¢¢¥±²¨ ª®®°¤¨ ²» ¯®¤¯°®±²° ±²¢ .k-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯®°®¦¤ ¥²±¿ k «¨¥©®¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ �i1 ; �i2 ; : : : ; �ik . �°¨ ½²®¬ ° §-»¥ ±¨±²¥¬» ¨§ k ¢¥ª²®°®¢ ¬®£³² ¯®°®¤¨²¼ ®¤® ¨ ²®¦¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®. �¤ ª® ¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ¨ ¬»¯°¥¤®±² ¢«¿¥¬ ½²® ·¨² ²¥«¾, ·²® ¥±«¨ ¤¢¥ ±¨±²¥¬» ¢¥ª-²®°®¢ ¯®°®¦¤ ¾² ®¤® ¨ ²® ¦¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ²®¯®±²°®¥»¥ ¯® ª ¦¤®© ¨§ ¨µ ²¥§®°»ai1i2:::ik = �[i1�i2 : : : �ik]±®¢¯ ¤ ¾² ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¿.



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 293� ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥§®° ai1i2:::ik , ¯®±²°®¥»© ¯® ¢¥ª-²®° ¬ �i1 ; �i2 ; : : : ; �ik , ¯®°®¦¤ ¾¹¨¬ ¥ª®²®°®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®, ®¯°¥¤¥«¿¥² ½²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.x 25. �¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥1. �¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ R 
 R. � ¯¥°¢®© £« ¢¥¬» ¨§³· «¨ ¡¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ ¢  ´´¨®¬ ¯°®±²-° ±²¢¥ R. �¤¥±¼ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¡¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨¬®¦® ²° ª²®¢ ²¼ ¨ ª ª «¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ ¢ ¥ª®²®-°®¬ ®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �²® ¯°®±²° ±²¢®, ¨£° ¾¹¥¥®·¥¼ ¢ ¦³¾ °®«¼,  §»¢ ¥²±¿ ²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¥¬ R ¨ R (¯®-¤°³£®¬³, ²¥§®°»¬ ª¢ ¤° ²®¬ R) ¨ ®¡®-§ · ¥²±¿ R
R ¨«¨ 2NR. � ¤¨¬ ¥£® ®¯°¥¤¥«¥¨¥.� ±±¬®²°¨¬ ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ³¯®°¿¤®·¥»¥ ¯ °» x; y½«¥¬¥²®¢ ¨§ R. � ¦¤³¾ ² ª³¾ ¯ °³ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ x ¨ y ¨ ®¡®§ · ²¼ x 
 y.�¡° §³¥¬ ´®°¬ «¼»¥ ª®¥·»¥ ±³¬¬» ² ª¨µ ¯ °:X = x1 
 y1 + : : :+ xk 
 yk: (1)�°¨ ½²®¬ ´®°¬ «¼»¥ ±³¬¬», ®²«¨· ¾¹¨¥±¿ ²®«¼ª®¯®°¿¤ª®¬ ±« £ ¥¬»µ, ¬» ¥ ¡³¤¥¬ ° §«¨· ²¼ ¬¥¦¤³ ±®-¡®©. � ¯¨±¼ (1) ®§ · ¥², ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ²®«¼ª® ²®, ·²® ¬ § ¤ ® ¬®¦¥±²¢® k ¯ ° x1; y1; : : : ;xk; yk.�¢¥¤¥¬ ¤«¿ ¢»° ¦¥¨© ¢¨¤  (1) ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«®. �³¬¬³ ¤¢³µ ² ª¨µ ¢»° ¦¥¨©®¯°¥¤¥«¨¬ ª ª °¥§³«¼² ² ´®°¬ «¼®£® ¤®¯¨±»¢ ¨¿ ª¯¥°¢®¬³ ¢»° ¦¥¨¾ ¢²®°®£®:(x1
y1+ : : :+xk
yk)+(xk+1
yk+1+ : : :+xk+l
yk+l) == x1 
 y1 + : : : + xk+l 
 yk+l: (2)�°®¨§¢¥¤¥¨¥   ·¨±«® � ®¯°¥¤¥«¨¬ ² ª:�(x1
y1+: : :+xk
yk) = (�x1)
y1+: : :+(�xk)
yk: (3)



294 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�«¥¬¥² 0
0 ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ³«¥¬ ²¥§®°®£® ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¿ ¨ ®¡®§ · ²¼ ª®°®²ª® ·¥°¥§ 0.�» ¤®«¦» ¥¹¥ ®¡º¿±¨²¼, ª ª¨¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¢¨-¤  (1) ±·¨² ¾²±¿ ° ¢»¬¨. �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²®1) (x1 + x2)
 y � x1 
 y � x2 
 y = 0 �);2) x
 (y1 + y2)� x
 y1 � x
 y2 = 0;3) (�x)
 y � x
 (�y) = 0:�°®¬¥ ²®£®, ¯°¨° ¢¿¥¬ ³«¾ «¾¡®¥ ¢»° ¦¥¨¥, ¯®-«³· ¾¹¥¥±¿ ¨§ ¢»° ¦¥¨© 1), 2), ¨ 3) ±«®¦¥¨¥¬ ¨³¬®¦¥¨¥¬   ·¨±«®.�¥¯¥°¼ ¤¢  ¢»° ¦¥¨¿ X ¨ X 0 ¢¨¤  (1) ¡³¤¥¬ ±·¨-² ²¼ ° ¢»¬¨, ¥±«¨ ¨µ ¬®¦® ¯°¥¢° ²¨²¼ ¢ ®¤¨ ª®-¢»¥, ¯°¨¡ ¢«¿¿ ª X ¨ X 0 ¢»° ¦¥¨¿, ° ¢»¥ ³«¾, ². ¥.¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¢»° ¦¥¨¿ Z = 0 ¨ Z 0 = 0,·²® X + Z ±®¢¯ ¤ ¥² ± X 0 + Z 0. �·¥¢¨¤®, ·²® ¢¢¥-¤¥®¥ ®²®¸¥¨¥ ° ¢¥±²¢  °¥´«¥ª±¨¢® (². ¥. X = X)¨ ±¨¬¬¥²°¨·® (². ¥. ¨§ X = Y ±«¥¤³¥² Y = X); «¥£ª®¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ®® ®¡« ¤ ¥² ² ª¦¥ ¨ ±¢®©±²¢®¬ ²° -§¨²¨¢®±²¨ (². ¥. ¨§ X = Y ¨ Y = Z ±«¥¤³¥² X = Z).� °¥§³«¼² ²¥ ¬» ¯®«³· ¥¬ ¯°®±²° ±²¢®, ½«¥¬¥²»ª®²®°®£®|ª« ±±» ° ¢»µ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢»° ¦¥¨© ¢¨-¤  (1),   ±«®¦¥¨¥ ¨ ³¬®¦¥¨¥   ·¨±«® ®¯°¥¤¥«¥» ¯®´®°¬³« ¬ (2) ¨ (3).� ¬¥²¨¬, ·²® ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿   ·¨±«® ¬»¢¢¥«¨ ¤® ²®£®, ª ª ¡»«® ¡» ®¯°¥¤¥«¥® ®²®¸¥¨¥ ° ¢¥±²¢  ¤¢³µ¢»° ¦¥¨© (1). �®½²®¬³  ¬ ³¦® ¡»«® ³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ª®°°¥ª²-®±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨© ½²¨µ ®¯¥° ¶¨©; ¨¬¥® ³¦® ¯®ª § ²¼, ·²®±³¬¬  ¢»° ¦¥¨© (1) ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥   ·¨±«® ¥ ¬¥¿¾²±¿ ¯°¨§ ¬¥¥ ½²¨µ ¢»° ¦¥¨©   ° ¢»¥. �²  ¯°®±² ¿ ¯°®¢¥°ª  ¯°¥¤®-±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾.�¥²°³¤® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¯®±²°®¥®¥ ¯°®±²° ±²-¢® ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. �®ª ¦¥¬,  ¯°¨-�) �®«¥¥ ¯®¤°®¡®, ½²® ®§ · ¥², ·²® (x1+x2)
y+(�x1)
y++ (�x2)
 y = 0.



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 295¬¥°, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® X ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥², ¥¬³ ¯°®-²¨¢®¯®«®¦»©. �²® ¤®±² ²®·® ¯°®¢¥°¨²¼ ¤«¿ ½«¥¬¥-²®¢ ¢¨¤  X = x
 y. �§ ³±«®¢¨¿ 3) ¯°¨ � = 1 ¯®«³· ¥¬x
 y+ (�x)
 y = 0, ². ¥. Y = (�x)
 y ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥-²®¬, ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¬ X.�®±²°®¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®  §»¢ ¥²±¿²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ R   R ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥-°¥§ R
R.�² ª, ¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ R
Rª ª «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ½«¥¬¥² ¬¨ ª®²®°®£®¿¢«¿¾²±¿ ´®°¬ «¼»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¢¨¤  x1 
 y1 + : : :: : : + xk 
 yk, £¤¥ xi; yi|½«¥¬¥²» ¨§ R. �®·¥¥, ½«¥-¬¥² ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  R
R ¿¢«¿¾²±¿ ª« ±±» ° ¢»µ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢»° ¦¥¨© ¢¨¤  x1
y1+: : :+xk
yk (³±«®-¢¨¥ ° ¢¥±²¢  ¤ ® ¢»¸¥). �«®¦¥¨¥ ¢ R 
 R ¨ ³¬®-¦¥¨¥   ·¨±«® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯® ´®°¬³« ¬ (2) ¨ (3).�²¬¥²¨¬, ·²® ¨§ ³±«®¢¨© 1){3) ±«¥¤³¥²:(x1 + x2)
 y = x1 
 y + x2 
 y;x
 (y1 + y2) = x
 y1 + x
 y2;�(x
 y) = (�x)
 y = x
 (�y):�®½²®¬³ ¢ ²¥§®°®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨ ¬®¦® ° ±ª°»-¢ ²¼ ±ª®¡ª¨ ¯® ®¡»·®¬³ ¯° ¢¨«³:(�1x1 + : : :+ �mxm)
 (�1y1 + : : :+ �nyn) == mXi=1 nXj=1 �i�j(xi 
 yj):2. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¡¨«¨¥©»¬¨ ´®°¬ ¬¨ ¢ ¯°®±²° ±-²¢¥ R ¨ «¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ¢ R
R. �®ª ¦¥¬ ²¥-¯¥°¼, ª ª ¯® ¡¨«¨¥©®© ´®°¬¥   R ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼«¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾   ²¥§®°®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨ R
R.�³±²¼ § ¤   ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  f(x; y)   R. �®¯®-±² ¢¨¬ ¥© «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾ F (X)   R 
 R. �«¿



296 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv½«¥¬¥²®¢ X = x
 y ¯®«®¦¨¬F (x
 y) = f(x; y);¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® X = x1 
 y1 + : : :+ xk 
 yk ¯®« £ ¥¬F (X) = f(x1; y1) + : : :+ f(xk; yk):�²®¡» ®¯°¥¤¥«¥¨¥ F (X) ¡»«® ª®°°¥ª²»¬, ³¦®,·²®¡»   ° ¢»µ ¢»° ¦¥¨¿µ ´³ª¶¨¿ F ¯°¨¨¬ « ®¤¨ ª®¢»¥ § ·¥¨¿. �¡¥¤¨¬±¿, ·²® ½²® ² ª. �«¿ ½²®-£® ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® F (X) = 0   ¢»° ¦¥¨¿µ¢¨¤  1), 2), 3) (±²°. 294). �°®¢¥°¨¬,  ¯°¨¬¥°, ·²®F ((x1 + x2)
 y � x1 
 y � x2 
 y) = 0:� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¨¬¥¥¬:F ((x1 + x2)
 y � x1 
 y � x2 
 y) == f(x1 + x2; y) + f(�x1; y) + f(�x2; y) == f(x1; y) + f(x2; y)� f(x1; y)� f(x2; y) = 0:�·¥¢¨¤®, ·²® ¯®±²°®¥ ¿ ¯® f(x; y) ´³ª¶¨¿ F (X)  R 
 R «¨¥© , ². ¥. F (X + Y ) = F (X) + F (Y ) ¨F (�X) = �F (X). �¡° ²®, ¥±«¨ F (X)| «¨¥© ¿ ´³-ª¶¨¿   R 
R, ²® ¥© ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬   R: f(x; y) = F (x
 y):�² ª, ¬» ³±² ®¢¨«¨ ¥±²¥±²¢¥®¥ ¢§ ¨¬® ®¤®-§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¡¨«¨¥©»¬¨ ´®°¬ ¬¨  R ¨ «¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨   R
R.� ¬¥²¨¬, ·²® ½²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥ «¨¥©®; ¨¬¥®, ¥±-«¨ ¡¨«¨¥©»¬ ´®°¬ ¬ f1; f2 ®²¢¥· ¾² «¨¥©»¥ ´³-ª¶¨¨ F1 ¨ F2, ²® ¨µ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ �1f1 + �2f2®²¢¥· ¥² ´³ª¶¨¿ �1F1+�2F2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®±²°®-¥®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬®¬ ¬¥¦¤³ ¯°®-±²° ±²¢®¬ B(R) ¡¨«¨¥©»µ ´®°¬   R ¨ ¯°®±²° ±-²¢®¬ (R
R)0 «¨¥©»µ ´³ª¶¨©   R
R.



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 2973. � §¬¥°®±²¼ ²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿R
R. �®-ª ¦¥¬, ·²® R
R| ª®¥·®¬¥°®¥ ¯°®±²° ±²¢® ° §-¬¥°®±²¨ n2, £¤¥ n|° §¬¥°®±²¼ R.� ¤ ¤¨¬ ¡ §¨± e1; : : : ; en ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R. �³±²¼x; y|¯°®¨§¢®«¼»¥ ¢¥ª²®°» ¨§ R; ° §«®¦¨¬ ¨µ ¯® ¢¥ª-²®° ¬ ¡ §¨± :x = �1e1 + : : :+ �nen; y = �1e1 + : : :+ �nen:�®£¤  x
 y = nXi;j=1 �i�j(ei 
 ej):� ª¨¬ ®¡° §®¬, x
 y,   § ·¨², ¨ «¾¡®© ¤°³£®© ¢¥ª²®°¨§ R 
 R ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© n2 ¢¥ª²®°®¢ei 
 ej .�¡¥¤¨¬±¿, ·²® ¢¥ª²®°» ei 
 ej «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬».�«¿ ½²®£® ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ±«¥¤³¾¹¥© ¯°®±²®© «¥¬¬®©,¤®ª § ²¥«¼±²¢® ª®²®°®© ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾.� ¥ ¬ ¬   1. �³±²¼ L|«¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¨X� (� = 1; : : : ; N)|¢¥ª²®°» ¨§ L. �±«¨ ¤«¿ ª ¦¤®£®� = 1; : : : ; N ±³¹¥±²¢³¥² «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ F�(X)   L² ª ¿, ·²® F�(X�) = 1 ¨ F�(X�) = 0 ¯°¨ � 6= �, ²®¢¥ª²®°» X� «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬».� ¤ ¤¨¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® i = 1; : : : ; n «¨¥©³¾ ´³ª-¶¨¾ fi(x)   R ² ª³¾, ·²® fi(ei) = 1 ¨ fi(ej) = 0 ¯°¨j 6= i. � ª ª ª ¢¥ª²®°» e1; : : : ; en ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ R,²® ² ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¤¨±²¢¥ . �®«®¦¨¬fij(x; y) = fi(x)fj(y); i; j = 1; : : : ; n:�³ª¶¨¿ fij(x; y) ¿¢«¿¥²±¿ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®©   R;§ ·¨², ±®£« ±® ¯. 2 ¥© ±®®²¢¥²±²¢³¥² «¨¥© ¿ ´³ª-¶¨¿ Fij(X)   R
R ² ª ¿, ·²®Fij(x
 y) = fi(x)fj(y):



298 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�¡¥¤¨¬±¿, ·²® ½²  «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ Fij(X) ° ¢  1  ei 
 ej ¨ ° ¢  0   ®±² «¼»µ ¢¥ª²®° µ ei0 
 ej0 .� ± ¬®¬ ¤¥«¥, Fij(ei0 
 ej0) = fi(ei0)fj(ej0), ¨  ¸¥ ³²¢¥°-¦¤¥¨¥ ±° §³ ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ´³ª¶¨© fi(x) ¨fj(x).� ±¨«³ «¥¬¬» ½²¨¬ ¤®ª § ®, ·²® ¢¥ª²®°» ei 
 ej«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». � ª ª ª, ± ¤°³£®© ±²®°®», ¯® ¨¬° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ «¾¡®© ¢¥ª²®° ¢ R
R, ²® ¢¥ª²®°» ei
ej®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ R 
 R. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ° §¬¥°®±²¼R
R ° ¢  ·¨±«³ ¢¥ª²®°®¢ ei 
 ej , ². ¥. ° ¢  n2.4. �¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ R1 
 : : : 
 Rm. �¯°¥-¤¥«¿¿ ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ R 
 R, ¬» ´ ª²¨·¥±ª¨¨£¤¥ ¥ ¯®«¼§®¢ «¨±¼ ²¥¬, ·²® ¢¥ª²®°» x ¨ y ¢ ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¨ x
 y ¡¥°³²±¿ ¨§ ®¤®£® ¨ ²®£® ¦¥ ¯°®±²° ±²-¢ . �®½²®¬³, ¯®¢²®°¿¿ ¤®±«®¢® ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯. 1, ¬®¦®®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª¦¥ ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ R1
R2 ¤¢³µ° §«¨·»µ ¯°®±²° ±²¢ R1 ¨ R2.�±«¨ e1; : : : ; em |¡ §¨± ¢ R1,   f1; : : : ; fn|¡ §¨± ¢R2, ²® ¡ §¨±®¬ ¢ R1 
 R2 ±«³¦ ² mn ¢¥ª²®°®¢ ei 
 fj(i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n).�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°®±²° ±²¢  R1 
 R2 ¨ R2 
 R1 ° §-«¨·» ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾.� «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥«¾¡®£® ·¨±«  «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢. � ª,  ¯°¨¬¥°,½«¥¬¥² ¬¨ ²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ R1
R2
R3 ¿¢«¿-¾²±¿ ´®°¬ «¼»¥ ±³¬¬»x1 
 y1 
 z1 + : : : + xk 
 yk 
 zk; (4)£¤¥ xi|½«¥¬¥²» ¨§ R1, yi|½«¥¬¥²» ¨§ R2 ¨ zi|½«¥¬¥²» ¨§ R3. �¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿  ·¨±«® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ¤¢³µ ±®-¬®¦¨²¥«¥©. �¨² ²¥«¾ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ³±² ®¢¨²¼, ª -ª¨¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¢¨¤  (4) ¯°¨ ½²®¬ ±«¥¤³¥² ±·¨² ²¼° ¢»¬¨.



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 299�¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ m «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢R1; : : : ; Rm · ±²® ®¡®§ · ¾² ² ª: mNi=1Ri. � ±«³· ¥, ª®-£¤  ¢±¥ ±®¬®¦¨²¥«¨ Ri ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®¤¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥¯°®±²° ±²¢®¬ R, ¨µ ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥  §»¢ -¥²±¿ m-© ²¥§®°®© ±²¥¯¥¼¾ ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ² ª: mNR.5. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ²¥§®° ¬¨ ¨ ½«¥¬¥² ¬¨ ²¥§®°»µ¯°®¨§¢¥¤¥¨©. �» ¯®ª ¦¥¬, ·²® «¾¡®© ²¥§®° ¢ ¯°®-±²° ±²¢¥ R ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ½«¥¬¥² ¥ª®-²®°®£® ²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. � · «  ³¡¥¤¨¬±¿ ¢½²®¬ ¤«¿ ²¥§®°®¢ ° £  2, ¤¢ ¦¤» ª®¢ °¨ ²»µ.�®£« ±® x 24, ¯. 3, ²¥§®° ° £  2, ¤¢ ¦¤» ª®¢ °¨- ²»©, § ¤ ¥²±¿ ¡¨«¨¥©®© ´®°¬®©   R. �® ¬» ³¦¥§ ¥¬, ·²® ¬¥¦¤³ ¡¨«¨¥©»¬¨ ´®°¬ ¬¨   R ¨ «¨-¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨   R 
 R ¨¬¥¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥®¥¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ «¨¥©®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥. � ·¨²,¢ ±¨«³ ½²®£® ±®®²¢¥²±²¢¨¿ «¾¡®© ²¥§®° ° £  2, ¤¢ -¦¤» ª®¢ °¨ ²»©, ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª «¨¥©-³¾ ´³ª¶¨¾   R
R, ². ¥. ª ª ½«¥¬¥² ±®¯°¿¦¥®£®¯°®±²° ±²¢  (R 
R)0.� ¤°³£®© ±²®°®», ¬» ³±² ®¢¨¬ ±¥©· ± ¥±²¥±²¢e-»© ¨§®¬®°´¨§¬ (R 
 R)0 �= R0 
 R0. � ±¨«³ ½²®£® ¨§®-¬®°´¨§¬  «¾¡®© ²¥§®° ° £  2, ¤¢ ¦¤» ª®¢ °¨ ²-»©, ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ½«¥¬¥² ¨§ ²¥§®°®£®¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ R0 
R0.�®±²°®¨¬ ¨§®¬®°´¨§¬ (R
R)0 �= R0
R0. �³±²¼ F 22 R0 
R0, ². ¥.F = f1 
 g1 + : : :+ f l 
 gl;£¤¥ f i; gi |«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨   R. �» ¤®«¦» ±®¯®-±² ¢¨²¼ F ½«¥¬¥² ¨§ (R
R)0, ². ¥. «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾F (X)   R
R. �¯°¥¤¥«¨¬ ½²³ ´³ª¶¨¾ ¯® ´®°¬³« ¬F (x
 y) = f1(x)g1(y) + : : :+ f l(x)gl(x);F (x1 
 y1+: : :+xk 
 yk) = F (x1 
 y1)+: : :+F (xk 
 yk):



300 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�¨² ²¥«¾ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ½²¨ ´®°¬³«»¤¥©±²¢¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¿¾² «¨¥©³¾ ´³ª¶¨¾   R
R¨ ·²® ¯®±²°®¥®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥|¨§®¬®°´¨§¬.� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ²¥§®°» ° £  2, ¤¢ ¦¤» ª®-²° ¢ °¨ ²»¥. � ¦¤»© ¨§ ¨µ § ¤ ¥²±¿ ¡¨«¨¥©®©´®°¬®©   R0. �® ¬¥¦¤³ ¡¨«¨¥©»¬¨ ´®°¬ ¬¨   R0 ¨«¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨   R0
R0 ¨¬¥¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥®¥¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ «¨¥©®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥. � ·¨²,²¥§®°» ° £  2, ¤¢ ¦¤» ª®²° ¢ °¨ ²»¥, ¬®¦®° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ½«¥¬¥²» ¯°®±²° ±²¢  (R0
R0)0 �=�= R
R.�¥°¥©¤¥¬ ª ®¡¹¥¬³ ±«³· ¾. � ±±¬®²°¨¬ ²¥§®°»° £  p + q, p ° § ª®¢ °¨ ²»¥ ¨ q ° § ª®²° ¢ -°¨ ²»¥. �§ x 23, ¯. 3, ¬» § ¥¬, ·²® ¨¬ ®¤®§ ·®®²¢¥· ¾² ¯®«¨«¨¥©»¥ ´³ª¶¨¨ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ®²p ¢¥ª²®°®¢ x; y; : : : ¨§ R ¨ q ¢¥ª²®°®¢ f; g; : : : ¨§ R0.�®¤®¡® ²®¬³, ª ª ½²® ¤¥« «®±¼ ¢ ¯. 2 ¤«¿ ¡¨«¨-¥©»µ ´®°¬, ¬®¦® ³±² ®¢¨²¼ ¥±²¥±²¢¥®¥ ¢§ -¨¬® ®¤®§ ·®¥ «¨¥©®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ² -ª¨¬¨ ¯®«¨«¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ¨«¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨   ²¥§®°®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨R
 : : :
R| {z }p ° § 
R0 
 : : :
R0| {z }q ° § .�¬¥®, ¥±«¨ F (X)| «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿   ²¥§®°®¬ ¯°®¨§-¢¥¤¥¨¨ R
 : : :
R| {z }p ° § 
R0 
 : : :
R0| {z }q ° § , ²® ¥© ®²¢¥· ¥² ¯®«¨«¨¥© ¿´³ª¶¨¿ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) ®² p ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R ¨ q ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R0:l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = F (x
 y 
 : : :
 f 
 g 
 : : : ): (5)�¡° ²®, ¥±«¨ § ¤   ¯®«¨«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ l(x; y; : : : ; f; g; : : : ),²® ±³¹¥±²¢³¥² (¨ ¯°¨²®¬ ¥¤¨±²¢¥ ¿) «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿  ²¥§®°®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨ R
 : : :
R| {z }p ° § 
R0 
 : : :
R0| {z }q ° § , ³¤®¢«¥²¢®°¿-¾¹ ¿ ±®®²®¸¥¨¾ (5). (�®ª § ²¼.)



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 301� ·¨², ²¥§®°» ° £  p+ q, p ° § ª®¢ °¨ ²»¥ ¨q ° § ª®²° ¢ °¨ ²»¥, ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª «¨-¥©»¥ ´³ª¶¨¨   R
 : : : 
R| {z }p ° § 
R0 
 : : : 
R0| {z }q ° § , ². ¥. ª ª½«¥¬¥²» ¨§ ±®¯°¿¦¥®£® ¯°®±²° ±²¢ (R 
 : : :
R| {z }p ° § 
R0 
 : : :
R0| {z }q ° § )0 �=�= R0 
 : : :
R0| {z }p ° § 
R
 : : :
R| {z }q ° § :6. �¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ -¨©. �»  ³·¨«¨±¼ ¯® ª ¦¤®© ¯ °¥ «¨¥©»µ ¯°®-±²° ±²¢ R1; R2 ±²°®¨²¼ ®¢®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²-¢®|¨µ ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ R1 
 R2. �¤ ª® ½²¨¬§ ¤ ·  ¥ § ª ·¨¢ ¥²±¿. �®¦® ¥¹¥ ¯® «¨¥©»¬ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿¬ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¯°®±²° ±²¢ R1; R2 ¯®±²°®-¨²¼ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ¨µ ²¥§®°®¬ ¯°®¨§¢¥-¤¥¨¨.�² ª, ¯³±²¼ § ¤ » «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ A ¯°®-±²° ±²¢  R1 ¢ R1 ¨ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ B ¯°®±²-° ±²¢  R2 ¢ R2 �). �» ¯®±²°®¨¬ ¯® ¨¬ «¨¥©®¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢  R1 
 R2 ¢ R1 
 R2, ª®²®°®¥¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨© A ¨ B ¨ ®¡®§ · ²¼ ·¥°¥§ A
B.� ±±¬®²°¨¬ ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ R1 
 R2 ¯°®-±²° ±²¢ R1 ¨ R2. � ¯®¬¨¬, ·²® ½«¥¬¥² ¬¨ R1 
 R2¿¢«¿¾²±¿ ´®°¬ «¼»¥ ±³¬¬»x1 
 y1 + : : :+ xk 
 yk;£¤¥ xi 2 R1, yi 2 R2, i = 1; : : : ; k.�¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ A
B «¨¥©®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A ¯°®±²° ±²¢  R1 ¢ R1 ¨ «¨¥©®£® ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ B ¯°®±²° ±²¢  R2 ¢ R2  §»¢ ¥²±¿ «¨¥©®¥�) �®£¤  ½²® § ¯¨±»¢ ¾² ² ª: A : R1 �! R1 ¨ B : R2 �! R2.



302 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ C ¯°®±²° ±²¢  R1
R2 ¢ R1
R2, ®¯°¥-¤¥«¿¥¬®¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:C(x1 
 y1 + : : :+ xk 
 yk) == (Ax1)
 (By1) + : : :+ (Axk)
 (Byk) �):�®«¥¥ ®¡¹®, ¥±«¨ ¨¬¥¾²±¿ ¤¢  «¨¥©»µ ¯°®±²° ±-²¢  R1; S1, ¤¢  ¤°³£¨µ «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢  R2; S2 ¨«¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A : R1 �! S1 ¨ B : R2 �! S2,²® ¬®¦®   «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¨²¼ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ A
B : R1 
R2 �! S1 
 S2:�²¬¥²¨¬, ·²® ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¾ A ¯°®±²° ±²¢  R1 ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ®²¢¥-· ¥² «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¯°®±²° ±²¢  R1
R2,  ¨¬¥® A 
 1, £¤¥ 1| ¥¤¨¨·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥;   -«®£¨·® ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ B ¯°®±²-° ±²¢  R2 ¬®¦® ¯®±² ¢¨²¼ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ 1
B ¯°®±²° ±²¢  R1 
R2.�±² ®¢¨¬, ª ª ¢»° ¦ ¥²±¿ ¬ ²°¨¶  «¨¥©®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ C = A
B ·¥°¥§ ¬ ²°¨¶» ¯°¥®¡° §®¢ ¨©A ¨ B. � ¤ ¤¨¬ ¡ §¨± e1; : : : ; em ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R1 ¨ ¡ -§¨± f1; : : : ; fn ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R2. �®£¤  ¢¥ª²®°» ei 
 fj®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ ²¥§®°®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨ R1 
R2.�³±²¼ A = kaijk|¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A ¢ ¡ -§¨±¥ e1; : : : ; em; B|¬ ²°¨¶  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ B ¢ ¡ -§¨±¥ f1; : : : ; fn, ². ¥.Aek = mXi=1 aikei; Bfl = nXj=1 bjlfj:�®£¤  C = A
B ¯°¥®¡° §³¥² ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» ek
 fl�) �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®°°¥ª²®, ². ¥. ° ¢»¥¢»° ¦¥¨¿ ¯°¥®¡° §³¾²±¿ ¢ ° ¢»¥.



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 303¯® ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«¥:C(ek 
 fl) = (Aek)
 (Bfl) = mXi=1 nXj=1 aikbjl(ek 
 fl):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬ ²°¨¶  «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ C¥±²¼ ¬ ²°¨¶  C = kcij;klk ¯®°¿¤ª  mn, ±²°®ª¨ ¨±²®«¡¶» ª®²®°®© § ³¬¥°®¢ » ¯ ° ¬¨ ¨¤¥ª±®¢ (i; j),i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n. �°¨ ½²®¬ cij;kl = aikbjl. � ª ¿¬ ²°¨¶  C  §»¢ ¥²±¿ ª°®¥ª¥°®¢±ª¨¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬¬ ²°¨¶ A ¨ B.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �»° §¨²¼ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ª°®¥ª¥°®¢±ª®£®¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¬ ²°¨¶ A ¨ B ·¥°¥§ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¨ ¬ ²°¨¶ A¨ B.7. �®¿²¨¥ ´³ª²®° . � ½²®© £« ¢¥ ¬» ° ±±¬®²°¥«¨ ¥±ª®«¼ª®²¨¯®¢ ®¯¥° ¶¨©  ¤ «¨¥©»¬¨ ¯°®±²° ±²¢ ¬¨, ª ª,  ¯°¨¬¥°,®¯¥° ¶¨¨ ¯¥°¥µ®¤  ª ±®¯°¿¦¥®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ ¨«¨ ²¥§®°®¥³¬®¦¥¨¥. � ¤¨¬ ®¡¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ² ª¨µ ®¯¥° ¶¨©.�» £®¢®°¨¬, ·²® § ¤  ª®¢ °¨ ²»© ´³ª²®° (¨«¨ ¡®«¥¥¯®¤°®¡®, ª®¢ °¨ ²»© ´³ª²®° ¢ ª ²¥£®°¨¨ «¨¥©»µ ¯°®-±²° ±²¢ �)), ¥±«¨ § ¤ ® ¯° ¢¨«®, ±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥ ª ¦¤®¬³«¨¥©®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ R ¥ª®²®°®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®F (R) ¨ ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A : R1 �! R2 ¥-ª®²®°®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ F (A) ¯°®±²° ±²¢  F (R1) ¢F (R2) (¢  ¸¨µ ®¡®§ ·¥¨¿µ, F (A) : F (R1) �! F (R2)). �°¨ ½²®¬¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ¢»¯®«¥»¬¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:1) ¥±«¨ 1| ¥¤¨¨·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ R, ²® F (1)| ¥¤¨¨·-®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ F (R);2) ¥±«¨ A : R1 �! R2 ¨ B : R2 �! R3 |¤¢  «¨¥©»µ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿, ²® F (BA) = F (B)F (A):�°¨¬¥°®¬ ª®¢ °¨ ²®£® ´³ª²®°  ¿¢«¿¥²±¿ ²¥§®°®¥ ³¬®-¦¥¨¥. �¬¥®, ¯³±²¼ S|´¨ª±¨°®¢ ®¥ ¯°®±²° ±²¢®. �²¥±¥¬ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ R ¯°®±²° ±²¢® F (R) = R
 S¨ ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A : R1 �! R2 «¨¥©®¥�) �®¿²¨¥ ´³ª²®°  ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ª ²¥-£®°¨¨. �¡¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª ²¥£®°¨¨ ¨ ´³ª²®°  ±¬.,  ¯°¨¬¥°,¢ ª¨£¥: �. � ¥  £, �«£¥¡° , À�¨°Á, 1968.



304 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ F (A) = A
 1 ¯°®±²° ±²¢  R1 
 S ¢ R2 
 S. �¥-²°³¤® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¯°¨ ½²®¬ ±¢®©±²¢  1) ¨ 2) ¢»¯®«¿¾²±¿;² ª¨¬ ®¡° §®¬, F |ª®¢ °¨ ²»© ´³ª²®°.� «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª®²° ¢ °¨ ²»© ´³ª²®°.�» £®-¢®°¨¬, ·²® § ¤  ª®²° ¢ °¨ ²»© ´³ª²®° F , ¥±«¨ § ¤ ®¯° ¢¨«®, ±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥ ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ R¥ª®²®°®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® F (R) ¨ ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A : R1 �! R2 ¥ª®²®°®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ F (A) : F (R2) �! F (R1). �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¢»¯®«-¥»¬¨ ³±«®¢¨¥ 1) ¨ ³±«®¢¨¥20) ¥±«¨ A : R1 �! R2 ¨ B : R2 �! R3 |¤¢  «¨¥©»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿, ²® F (BA) = F (A)F (B):�°¨¬¥°®¬ ª®²° ¢ °¨ ²®£® ´³ª²®°  ¿¢«¿¥²±¿ ®¯¥° ¶¨¿¯¥°¥µ®¤  ª ±®¯°¿¦¥»¬ ¯°®±²° ±²¢ ¬. �¬¥®, ®²¥±¥¬ ª -¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°®±²° ±²¢³R ±®¯°¿¦¥®¥ ¥¬³ ¯°®±²° ±²¢®F (R) = R0 ¨ ª ¦¤®¬³ «¨¥©®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¾ A : R1 �! R2±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ F (A) = A0. �¥²°³¤® ¯°®¢¥°¨²¼ (±¬.¯. 2 x 23), ·²® ¯°¨ ½²®¬ ±¢®©±²¢  1) ¨ 20) ¢»¯®«¿¾²±¿; ² ª¨¬ ®¡° -§®¬, F |ª®²° ¢ °¨ ²»© ´³ª²®°.�   ¤   ·  . �³±²¼ S|´¨ª±¨°®¢ ®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²-¢®. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Hom(R; S) ¯°®±²° ±²¢® ¢±¥µ «¨¥©»µ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨© A : R �! S. �«¿ «¾¡®£® «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  R¯®«®¦¨¬ F (R) = Hom(R; S). �» ®¯°¥¤¥«¨«¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¯¥-° ¶¨¾ F   ¬®¦¥±²¢¥ «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢. �°¥¡³¥²±¿ ®¯°¥-¤¥«¨²¼ F ² ª¦¥   ¬®¦¥±²¢¥ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ² ª¨¬®¡° §®¬, ·²®¡» F ±² «® ª®²° ¢ °¨ ²»¬ ´³ª²®°®¬.8. �¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¨ ¢¥¸¿¿ ±²¥¯¥¨. � °¿¤³ ±²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ R
R ¯®«¥§® ² ª¦¥ ° ±±¬ -²°¨¢ ²¼ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾ ±²¥¯¥¼ ¨ ¢¥¸¾¾ ±²¥¯¥¼¯°®±²° ±²¢  R; ®±®¡¥® ¢ ¦»¬ ¯®¿²¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿¢¥¸¿¿ ±²¥¯¥¼. �²¨ ¯°®±²° ±²¢  ±²°®¿²±¿   «®£¨·-® ²¥§®°®¬³ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾.� ·¥¬ ± ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®£® ª¢ ¤° ² S2(R). � ¯®¬¨¬, ·²® ½«¥¬¥² ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  R
R¿¢«¿¾²±¿ ¢»° ¦¥¨¿x1 
 y1 + : : :+ xk 
 yk; (6)



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 305£¤¥ xi; yi|½«¥¬¥²» ¨§ R. �°¨ ½²®¬ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿,·²®1) (x1 + x2)
 y � x1 
 y � x2 
 y = 0;2) x
 (y1 + y2)� x
 y1 � x
 y2 = 0;3) (�x)
 y � x
 (�y) = 0:�«¥¬¥²» x
 y ¨ y 
 x ¢ R
R ¿¢«¿¾²±¿ ¯°¨ y 6= x,¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ° §«¨·»¬¨.�¤ ª® ¨®£¤  ³¤®¡® ¢¢¥±²¨ ¯°®±²° ±²¢®, ¢ ª®²®-°®¬ x
 y = y 
 x.�«¿ ½²®£® ¤®¯®«¨¬ ³±«®¢¨¿ 1){3) ±«¥¤³¾¹¨¬:4) x
 y � y 
 x = 0:�°¨° ¢¿¥¬ ² ª¦¥ ³«¾ ¨ ¢±¥ «¨¥©»¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨¢»° ¦¥¨© 1), 2), 3) ¨ 4). �¢  ¢»° ¦¥¨¿ X ¨ X 0 ¢¨¤ (6) ¡³¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ±·¨² ²¼ ° ¢»¬¨, ¥±«¨ ¤«¿ ¨µ ±³¹¥-±²¢³¾² ² ª¨¥ ¢»° ¦¥¨¿ Z = 0 ¨ Z 0 = 0, ·²® X + Z ¨X 0 + Z 0 ±®¢¯ ¤ ¾².� °¥§³«¼² ²¥ ¬» ¯®«³·¨¬ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®,½«¥¬¥²» ª®²®°®£®|ª« ±±» ° ¢»µ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢»-° ¦¥¨© ¢¨¤  (6),   ®¯¥° ¶¨¨ ±«®¦¥¨¿ ¨ ³¬®¦¥¨¿  ·¨±«® ®¯°¥¤¥«¥», ª ª ¨ ¤«¿ ²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿R
R, ¯® ´®°¬³« ¬ (2) ¨ (3). (�¨² ²¥«¾ ¯°¥¤« £ ¥²±¿³¡¥¤¨²¼±¿ ¢ ª®°°¥ª²®±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨© ½²¨µ ®¯¥° ¶¨©¨ ¢ ²®¬, ·²® ¢±¥  ª±¨®¬» «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢  §¤¥±¼¢»¯®«¥».) �²® ¯°®±²° ±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¬¥²°¨-·¥±ª¨¬ ª¢ ¤° ²®¬ ¯°®±²° ±²¢  R ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥-°¥§ S2(R).� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �®ª § ²¼, ·²® ° §¬¥°®±²¼ S2(R) ° ¢ n(n+ 1)2 , £¤¥ n|° §¬¥°®±²¼ R.�°³£¨¬ ¢ ¦»¬ ¯®¿²¨¥¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥¸¨© ª¢ -¤° ² R. �²®¡» ½²® ¯°®±²° ±²¢® ¯®±²°®¨²¼, ¤®¯®«¨¬³±«®¢¨¿ 1), 2) ¨ 3) ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¥¬:40) x
 x = 0:



306 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�®±«¥ ½²®£® ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ° ¢¥±²¢® ¤¢³µ ¢»° ¦¥-¨© ¢¨¤  (6) ¯®¤®¡® ²®¬³, ª ª ½²® ³¦¥ ¤¥« «®±¼ ¤«¿²¥§®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ R 
 R ¨ ¤«¿ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®-£® ª¢ ¤° ²  S2(R). �®«³· ¥¬®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®,½«¥¬¥²» ª®²®°®£®|ª« ±±» ° ¢»µ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢»-° ¦¥¨© ¢¨¤  (6),  §»¢ ¥²±¿ ¢¥¸¨¬ ª¢ ¤° ²®¬ ¯°®-±²° ±²¢  R ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ R^R (¯®-¤°³£®¬³,2VR).� ¥ ¬ ¬   2. � ¯°®±²° ±²¢¥ R ^ R ¨¬¥¥² ¬¥±²®° ¢¥±²¢® x
 y + y 
 x = 0: (7)� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¨¬¥¥¬:x
 y + y 
 x = (x+ y)
 (x+ y)� x
 x� y 
 y:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»° ¦¥¨¥ x 
 y + y 
 x ¿¢«¿¥²±¿«¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¢»° ¦¥¨© ¢¨¤  40), ¨, § ·¨²,®® ° ¢® ³«¾.�»° ¦¥¨¥ x 
 y, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ª ª ½«¥¬¥² ¨§R ^ R,  §»¢ ¾² ¢¥¸¨¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¢¥ª²®°®¢ x¨ y ¨ ®¡®§ · ¾² ² ª: x ^ y. � ¢¥±²¢® (7) ®§ · ¥²,·²® ¢¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®°®¢  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®:x ^ y = �y ^ x.�®ª ¦¥¬, ·²® S2(R) ¨ R^R ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨ ª ª ¯®¤¯°®-±²° ±²¢  ¢ R 
 R; ²®·¥¥, ¢ R 
 R ¨¬¥¾²±¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ,¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¨§®¬®°´»¥ S2(R) ¨ R ^R.�«¿ ½²®£® § ¤ ¤¨¬ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R
R «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ �, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ¯® ´®°¬³«¥�(x1 
 y1 + : : :+ xk 
 yk) = y1 
 x1 + : : :+ yk 
 xk:�·¥¢¨¤®, ·²® ¥£® ª¢ ¤° ² ¥±²¼ ¥¤¨¨·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥:�2 = 1.� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¢ R
R|¯®¤¯°®±²° ±²¢®H1 ½«¥¬¥²®¢ X, ¤«¿ ª®²®°»µ �X = X ¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® H2 ½«¥-¬¥²®¢ X, ¤«¿ ª®²®°»µ �X = �X. �²¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¨¬¥¾²³«¥¢®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥, ² ª ª ª ¨§ ³±«®¢¨© �X = X ¨ �X = �X±«¥¤³¥², ·²® X = 0. �®ª ¦¥¬, ·²® ¨µ ¯°¿¬ ¿ ±³¬¬  ¥±²¼ ¢±¥



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 307¯°®±²° ±²¢® R 
 R. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯°¥¤±² ¢¨¬ «¾¡®© ½«¥¬¥²X ¨§ R 
 R ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» X = X1 + X2, £¤¥ X1 = 12 (X + �X)¨ X2 = 12 (X � �X). �·¥¢¨¤®, ·²® �X1 = X1, ². ¥. X1 2 H1, ¨�X2 = �X2, ². ¥. X2 2 H2.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¯°¨ ¥±²¥±²¢¥®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨ R
R  S2(R) ¢ ³«¼ ¯¥°¥µ®¤¿² ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¨§ H2, ¨ ¯°¨²®¬ ²®«¼ª® ®¨.� ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯³±²¼ X 2 R
R ¯¥°¥µ®¤¨² ¯°¨ ½²®¬ ®²®¡° ¦¥¨¨¢ ³«¼; ²®£¤  X ° ¢® «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¢»° ¦¥¨© ¢¨¤  4),². ¥. ¢»° ¦¥¨© x
y�y
x; ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, �X = �X, ². ¥. X 2 H2.�¡° ²®, ¯³±²¼ X 2 H2, ². ¥. �X = �X; ²®£¤  X = 12 (X � �X);±«¥¤®¢ ²¥«¼®, X ° ¢® «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¢»° ¦¥¨© ¢¨¤  4)¨, § ·¨², ¯¥°¥µ®¤¨² ¢ ³«¼ ¯°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨ R
R   S2(R).�®±ª®«¼ª³ R 
 R ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¿¬®© ±³¬¬®© H1 ¨ H2, ²® ½²¨¬¤®ª § ®, ·²® ¯°¨ ®²®¡° ¦¥¨¨ R
R   S2(R) ¯®¤¯°®±²° ±²¢®H1 ¨§®¬®°´® ®²®¡° ¦ ¥²±¿   S2(R).�² ª, ¬» ³±² ®¢¨«¨ ¨§®¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³ S2(R) ¨ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢®¬ H1 � R
R ½«¥¬¥²®¢ X, ¤«¿ ª®²®°»µ �X = X.� «®£¨·® ³±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¨§®¬®°´¨§¬ ¬¥¦¤³ R ^R ¨ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢®¬ H2 � R
R ½«¥¬¥²®¢ X, ¤«¿ ª®²®°»µ �X = �X.� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¥. �³±²¼ e1; : : : ; en |¡ §¨± ¢ R. �®ª § ²¼,·²® ½«¥¬¥²» ei ^ ej , £¤¥ i < j, ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ R ^R.9. �¥¸¿¿ ±²¥¯¥¼ mVR. �¥¯¥°¼ ¤ ¤¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¢¥¸¥© ±²¥¯¥¨ mVR ¯°®±²° ±²¢  R ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼-®£® m. � ±±¬®²°¨¬ m-¾ ²¥§®°³¾ ±²¥¯¥¼ mNR. � -¯®¬¨¬, ·²® ½«¥¬¥² ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  mNR ¿¢«¿¾²±¿´®°¬ «¼»¥ ±³¬¬» ¢»° ¦¥¨© ¢¨¤ x1 
 x2 
 : : :
 xm; (8)£¤¥ xi 2 R, ¯°¨·¥¬ ¥ª®²®°»¥ ¨§ ² ª¨µ ±³¬¬ ±·¨² ¾²±¿° ¢»¬¨ ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �°¨° ¢¿¥¬ ¤®¯®«¨²¥«¼® ³-«¾ ¢±¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¢¨¤  (8), ³ ª®²®°»µ ±®¢¯ ¤ ¾² µ®²¿¡» ¤¢  ±®¬®¦¨²¥«¿,   ² ª¦¥ «¾¡»¥ ¨µ «¨¥©»¥ ª®¬-¡¨ ¶¨¨. �® «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ª®²®°®¥ ¯°¨ ½²®¬



308 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv¯®«³· ¥²±¿,  §»¢ ¥²±¿ ¢¥¸¥© m-© ±²¥¯¥¼¾ ¯°®±²-° ±²¢  R ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ mVR.�»° ¦¥¨¥ x1 
 x2 
 : : :
 xm, ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ª ª½«¥¬¥² ¨§ mVR,  §»¢ ¥²±¿ ¢¥¸¨¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬¢¥ª²®°®¢ x1; : : : ; xm ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ x1^x2^: : :^xm. �¥-²°³¤® ³¡¥¤¨²¼±¿ (¯®¤®¡® ²®¬³, ª ª ½²® ³¦¥ ¤¥« «®±¼¤«¿ ±«³· ¿ ¤¢³µ ±®¬®¦¨²¥«¥©), ·²® ¢¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¥ ¢¥ª²®°®¢  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®, ². ¥. ®® ¬¥¿¥² § ª¯°¨ ¯¥°¥±² ®¢ª¥ «¾¡»µ ¤¢³µ ±®¬®¦¨²¥«¥©.�°¥¤¨ ¢¥¸¨µ ±²¥¯¥¥© ¯°®±²° ±²¢  R ¨¬¥¥²±¿«¨¸¼ ª®¥·®¥ ·¨±«® ®²«¨·»µ ®² ³«¿. �¬¥®, ¯®-ª ¦¥¬, ·²® mVR = 0 ¯°¨ m > n, £¤¥ n|° §¬¥°®±²¼ R.�«¿ ½²®£® § ¤ ¤¨¬ ¡ §¨± e1; : : : ; en ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R.� §« £ ¿ ¢¥ª²®°» ¨§ R ¯® ½«¥¬¥² ¬ ¡ §¨± , ¬» ³¡¥-¦¤ ¥¬±¿, ·²® «¾¡®¥ ¢¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ x1^ : : :^xm,  § ·¨², ¨ «¾¡®© ½«¥¬¥² ¨§ mVR, ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®©ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¢»° ¦¥¨© ei1 ^ : : : ^ eim . �® ¥±«¨ m > n,²® ¢ ª ¦¤®¬ ¢»° ¦¥¨¨ ei1 ^ : : : ^ eim ±®¢¯ ¤ ¾² µ®²¿¡» ¤¢  ±®¬®¦¨²¥«¿; § ·¨², ¢±¥£¤  ei1 ^ : : : ^ eim = 0.�² ª, mVR = 0 ¯°¨ m > n.�®ª ¦¥¬ ² ª¦¥, ·²® ¯°®±²° ±²¢® nVR, £¤¥ n|° §¬¥°®±²¼ R, ¿¢«¿¥²±¿ ®¤®¬¥°»¬ ¯°®±²° ±²-¢®¬. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ±°¥¤¨ ½«¥¬¥²®¢ ei1 ^ : : : ^ ein ®²-«¨·» ®² ³«¿ ²®«¼ª® ²¥, ³ ª®²®°»µ ¨¤¥ª±» i1; : : : ; in¯®¯ °® ° §«¨·» ¨, § ·¨², ¿¢«¿¾²±¿ ¯¥°¥±² ®¢ª ¬¨¨¤¥ª±®¢ 1; : : : ; n. � ª ª ª ¢¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¥ª²®-°®¢  ²¨±¨¬¬¥²°¨·®, ²® ² ª¨¥ ®²«¨·»¥ ®² ³«¿ ½«¥-¬¥²» ±®¢¯ ¤ ¾², ± ²®·®±²¼¾ ¤® § ª , ± ½«¥¬¥²®¬e1 ^ : : : ^ en. �®±ª®«¼ª³ «¾¡®© ½«¥¬¥² ¨§ nVR ¿¢«¿¥²±¿«¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¥© ¢¥ª²®°®¢ ei1 ^ : : : ^ ein , ²® ²¥¬± ¬»¬ ® ª° ²¥ ¢¥ª²®°³ e1 ^ : : : ^ en.



x 25] ²¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ 309� ¯ °   ¦  ¥  ¨ ¿. 1. �³±²¼ e1; : : : ; en |¡ §¨± ¢ R ¨ e0i == nPj=1 ajiej |«¾¡»¥ n ¢¥ª²®°®¢ ¨§ R. �®ª § ²¼, ·²® e01 ^ : : :: : : ^ e0n = ae1 ^ : : : ^ en, £¤¥ a|®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» kaijk.2. �³±²¼ e1; : : : ; en |¡ §¨± ¢ R. �®ª § ²¼, ·²® ¢»° ¦¥¨¿ei1 ^ : : : ^ eim , £¤¥ i1 < i2 < : : : < im, ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ mVR.�  ®±®¢ ¨¨ ½²®£® ¢»·¨±«¨²¼ ° §¬¥°®±²¼ ¯°®±²° ±²¢  mVR.�   ¤   ·  . � ²¼ (¯®   «®£¨¨ ±® ±«³· ¥¬ m = 2)®¯°¥¤¥«¥¨¥ m-© ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ±²¥¯¥¨ Sm(R) ¯°®±-²° ±²¢  R ¤«¿ «¾¡®£® m.10. �¥§®°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®-±²° ±²¢. �³±²¼ R1|¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® ±®±ª «¿°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ (x; x0)1, R2|¤°³£®¥ ¥¢ª«¨-¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® ±® ±ª «¿°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ (y; y0)2.�®£¤  ¢ ¨µ ²¥§®°®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨ R1 
 R2 ¬®¦®¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¢¢¥±²¨ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥.� · «  ®¯°¥¤¥«¨¬ ¥£® ¤«¿ ¯ °» ¢¥ª²®°®¢ x 
 y ¨x0 
 y0, ¯®« £ ¿(x
 y; x0 
 y0) = (x; x0)1 � (y; y0)2:�±«¨ ²¥¯¥°¼ X = x1 
 y1 + : : : + xk 
 yk,X 0 = x01 
 y01 + : : : + x0l 
 y0l|¯°®¨§¢®«¼»¥ ¢¥ª²®°» ¨§ R1 
R2, ²® ¯®«®¦¨¬:(X;X 0) = kXi=1 lXj=1(xi 
 yi; x0j 
 y0j): (9)�¨² ²¥«¾ ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¢»° ¦¥-¨¥ (9) ¤¥©±²¢¨²¥«¼® § ¤ ¥² ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥  R1 
 R2. �¬¥®, ®® ¨¬¥¥² ±¬»±«   R1 
 R2 (². ¥.±®µ° ¿¥²±¿ ¯°¨ § ¬¥¥ ¢»° ¦¥¨© X ¨ X 0   ° ¢»¥)¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¢±¥¬  ª±¨®¬ ¬ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¿.



310 ¯®¿²¨¥ ® ²¥§®° µ [£«. iv�°®±²° ±²¢® R1
R2 ± ¢¢¥¤¥»¬ ¢ ¥¬ ² ª ±ª «¿°-»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬  §»¢ ¥²±¿ ²¥§®°»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥-¨¥¬ ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ R1 ¨ R2.� ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ e1; : : : ; em |®°²®®°¬¨°®¢ »©¡ §¨± ¢ R1,   f1; : : : ; fn|®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±¢ R2, ²® ¢¥ª²®°» ei 
 fj ®¡° §³¾² ®°²®®°¬¨°®¢ »©¡ §¨± ¢ ²¥§®°®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨ R1
R2. � ± ¬®¬ ¤¥«¥,(ei 
 fj; ei0 
 fj0) = (ei; ei0)1(fj; fj0)2:� ·¨², ½²® ¢»° ¦¥¨¥ ° ¢® 1 ¯°¨ i = i0, j = j0 ¨ ° ¢®³«¾ ¢® ¢±¥µ ®±² «¼»µ ±«³· ¿µ.



���������������� �����������®·®¥ ¢»·¨±«¥¨¥ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© ¨ ±®¡-±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® «¨¥©®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ · ±²®  ² «ª¨¢ ¥²±¿   § ·¨²¥«¼»¥ ¢»-·¨±«¨²¥«¼»¥ ²°³¤®±²¨. �¤¨¬ ¨§ ° ±¯°®±²° ¥»µ¬¥²®¤®¢ ¯°¨¡«¨¦e®£® ¢»·¨±«¥¨¿ ±®¡±²¢¥»µ § -·¥¨© ¢ ª¢ ²®¢®© ¬¥µ ¨ª¥ ¨ ¢® ¬®£¨µ § ¤ · µ ²¥®-°¨¨ ª®«e¡ ¨© ¿¢«¿¥²±¿ ² ª  §»¢ ¥¬»© ¬¥²®¤ ¢®§¬³-¹¥¨©. �²®² ¬¥²®¤, ¯°¨¬¥¨¬»© ª «¨¥©»¬ ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿¬ ª ª ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬, ² ª ¨ ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥, £°³¡® £®¢®°¿, ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬: ¯³±²¼¨§¢¥±²» ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¨ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°»¥ª®²®°®£® ± ¬®±®¯°¿¦¥®£® «¨¥©®£® ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨e A + "B , £¤¥ B|¯°®¨§¢®«¼®¥ ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �®£¤ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ A+ "B ±³²¼ ´³ª¶¨¨ ®² ". �®¦-® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ " �! 0 ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¨¢¥ª²®°» A+ "B ±²°¥¬¿²±¿ ª ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¿¬ ¨¢¥ª²®° ¬ A. � ¤ ·  ±®±²®¨² ¢  µ®¦¤¥¨¨ À¯®¯° ¢®ªÁª ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¿¬ ¨ ¢¥ª²®° ¬ ¯°¨ § ¬¥¥ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A   A+ "B.x 1. �«³· © ¥ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©�³±²¼ A ¨¬¥¥² ° §«¨·»¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿�1; �2; : : : ; �n ¨ ¯³±²¼ e1; e2; : : : ; en|±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥



312 ¤®¡ ¢«¥¨¥¨¬ ®°¬¨°®¢ »¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°». �³±²¼, ¤ -«¥¥, B|ª ª®¥-«¨¡® ¤°³£®¥ ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥ «¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥. �®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¿ A + "B ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �1("); �2("); : : : ; �n("),  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°»|·¥°¥§ e1(");e2("); : : : ; en("). �®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® �k(") ¨ ek(") ¿¢«¿-¾²±¿ ¥¯°¥°»¢»¬¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»¬¨ ´³ª¶¨¿-¬¨ ®² ", ¯°¨·¥¬ �k(0) = �k,   ek(0) = ek. �°¥¤±² ¢¨¬½²¨ ´³ª¶¨¨ ¢ ¢¨¤¥�k(") = �k + "�(1)k + : : :¨ ek(") = ek + "e(1)k + : : : �)¨ ¡³¤¥¬ ± · «  ¨±ª ²¼ �(1)k ¨ e(1)k , ². ¥. À£« ¢³¾ · ±²¼Á¯®¯° ¢ª¨ ª ek = ek(0) ¨ �k = �k(0). �» ¨¬¥¥¬(A+ "B)ek(") = �k(")ek(");². ¥.(A+"B)(ek+"e(1)k +: : : ) = (�k+"�(1)k +: : : )(ek+"e(1)k +: : : ):�° ¢¨¬ ·«¥» ¯¥°¢®© ±²¥¯¥¨ ®²®±¨²¥«¼® " ¢ ®¡¥¨µ· ±²¿µ ° ¢¥±²¢ . �» ¯®«³·¨¬Ae(1)k +Bek = �ke(1)k + �(1)k ek: (1)�¬®¦¨¬ ®¡¥ · ±²¨ (1) ±ª «¿°®   ek:(Ae(1)k ; ek) + (Bek; ek) = �k(e(1)k ; ek) + �(1)k (ek; ek):� ª ª ª, ¢ ±¨«³ ± ¬®±®¯°¿¦¥®±²¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A,(Ae(1)k ; ek) = (e(1)k ; Aek) = �k(e(1)k ; ek);�) �®£®²®·¨¥ §¤¥±¼ ¨ ¤ «¼¥©¸¥¬ ®§ · ¥², ·²® ®²¡°®¸¥®±« £ ¥¬®¥ ¯®°¿¤ª  ¢»¸¥ ¯¥°¢®£® ¯® ±° ¢¥¨¾ ± ". �» ¥ ¯¨¸¥¬¢¬¥±²® ¬®£®²®·¨¿ o("), ·²®¡» ¥ § £°®¬®¦¤ ²¼ ¨§«®¦¥¨¿.



x 1] ±«³· © ¥ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 313²® (Bek; ek) = �(1)k (ek; ek) = �(1)k :�²±¾¤  �(1)k = (Bek; ek); (2)¨ ¯¥°¢ ¿ ¯®«®¢¨   ¸¥© § ¤ ·¨ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ °¥¸¥ .�»·¨±«¨¬ ²¥¯¥°¼ £« ¢»© ·«¥ ¯®¯° ¢ª¨ ª ±®¡±²¢¥-®¬³ ¢¥ª²®°³ ek("), ². ¥. e(1)k . �«¿ ½²®£® ³¬®¦¨¬ ±ª -«¿°® ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢  (1)   ei, £¤¥ i 6= k. � ª ª ª¢¥ª²®°» ek ¨ ei ®°²®£® «¼», ². ¥. (ek; ei) = 0 ¯°¨ i 6= k,²® ¬» ¯®«³·¨¬(Ae(1)k ; ei) + (Bek; ei) = �k(e(1)k ; ei):�®,   «®£¨·® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³, ¬» ¨¬¥¥¬(Ae(1)k ; ei) = (e(1)k ; Aei) = �i(e(1)k ; ei);¯®½²®¬³ (e(1)k ; ei) = (Bek; ei)�k � �i ; i 6= k: (3)�®¢®ª³¯®±²¼ ½²¨µ ° ¢¥±²¢ ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢¥ª²®° e(1)k .� ¯¨¸¥¬ ´®°¬³«» (2) ¨ (3) ¢ ª®®°¤¨ ²®© ´®°¬¥.�«¿ ½²®£® ³¤®¡¥¥ ¢±¥£® ¢»¡° ²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¡ §¨±  ±®¡-±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» e1; : : : ; ek À¥¢®§¬³¹¥®£®Á ¯°¥®¡° -§®¢ ¨¿ A. � ²°¨¶³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ B ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ bij, ². ¥. Bej =P bjkek ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼-®, (Bej ; ei) = bij :�®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°  e(1)k |£« ¢®£® ·«¥  À¯®¯° ¢-ª¨Á| ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ �1; : : : ; �k; : : : ; �n, ². ¥.e(1)k = �1e1 + : : :+ �nen (4)¨, § ·¨², �i = (e(1)k ; ei):



314 ¤®¡ ¢«¥¨¥�®°¬³«» (2) ¨ (3) ¯°¨®¡°¥²³² ¢¨¤�(1)k = bkk; (20)�i = bik�k � �i : (30)� ¬ ¢¥ª²®° e(1)k ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ·¨±« ¬¨ �i = (e(1)k ; ei) ¯®´®°¬³«¥ (4). �  ± ®±² « ±¼ ¥®¯°¥¤¥«¥®© k-¿ ª®®°¤¨- ²  �k. �  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§ ³±«®¢¨¿ ®°¬¨°®¢ª¨ ±®¡-±²¢¥®£® ¢¥ª²®° , ². ¥. ¨§ ³±«®¢¨¿, ·²®¡» ¤«¨  ¢¥ª²®-°  ek + "e(1)k + : : : ¡»«  ° ¢  ¥¤¨¨¶¥. �» ¨¬¥¥¬(ek + "e(1)k + : : : ; ek + "e(1)k + : : : ) = 1;². ¥. (ek; ek) + "[(e(1)k ; ek) + (ek; e(1)k )] + : : : = 1:�° ¢¨¢ ¿ ·«¥» ¯°¨ ¯¥°¢»µ ±²¥¯¥¿µ ", ¨¬¥¥¬(e(1)k ; ek) ++ (ek; e(1)k ) = 0. �²®¬³ ³±«®¢¨¾ ¬®¦® ³¤®¢«¥-²¢®°¨²¼, ¯®« £ ¿ �)�k = (e(1)k ; ek) = 0: (5)�ª®· ²¥«¼® ¨¬¥¥¬ �(1)k = bkk; (I)e(1)k = nXi=1i 6=k bik�k � �i ei; (II)£¤¥ bik = (Bek; ei),   �k |±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ À¥¢®§-¬³¹¥®£®Á ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A.�) � ª®¬¯«¥ª±®¬ ±«³· ¥ (e(1)k ; ek) + (ek; e(1)k ) = 2Re(e(1)k ; ek), ¨¬» ¬®£«¨ ¡» ±·¨² ²¼ (e(1)k ; ek) ¥ ²®«¼ª® ³«¥¬, ® ¨ ¯°®¨§¢®«¼-»¬ ·¨±²® ¬¨¬»¬ ·¨±«®¬. �²® ±¢¿§ ® ± ²¥¬, ·²® ®°¬¨°®¢ª ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®°  ®¯°¥¤¥«¿¥² ¥£® ¢ ª®¬¯«¥ª±®¬ ±«³· ¥ ± ²®·-®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¿, ¯® ¬®¤³«¾ ° ¢®£® ¥¤¨¨¶¥.



x 1] ±«³· © ¥ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 315�«¿ ¯®«³·¥¨¿ ´®°¬³« (I) ¨ (II) ¬» ¢»¡° «¨ ¡ §¨±, ±®±²®¿¹¨©¨§ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �°¨ ¯°®¨§¢®«¼®¬¡ §¨±¥ ´®°¬³«» (2) ¨ (3) ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¿¾² �(1)k ¨ e(1)k . �²®¡»¯®«³·¨²¼ ´®°¬³«»,   «®£¨·»¥ (I) ¨ (II) ¢ ¯°®¨§¢®«¼®¬ ®°²®-£® «¼®¬ ¡ §¨±¥,  ¤® § ²¼ ²®«¼ª® ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°®¢ ek ¨¬ ²°¨¶³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ B ¢ ½²®¬ ¡ §¨±¥. �³±²¼ ¬ ²°¨¶  B ¥±²¼k���k,   e(1)k = (c(k)1 ; : : : ; c(k)n ). �®£¤  ¨§ (2) ¯®«³· ¥¬�k = nX�;�=1 ���c(k)� c(k)� ;  ¨§ (3) ¯®«³· ¥¬ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ª®®°¤¨ ²�1; : : : ; �n ¢¥ª²®°  e(1)k :�1c(i)1 + �2c(i)2 + : : :+ �nc(i)n == P�;� ���c(i)� c(k)��k � �i (i = 1; 2; : : : ; k � 1; k + 1; : : : ; n):�¥¤®±² ¾¹¥¥ ³° ¢¥¨¥ ±®¢  ¯®«³· ¥¬ ¨§ ³±«®¢¨¿ (5) ®°¬¨°®¢-ª¨ ¢¥ª²®°  ek("):�1c(k)1 + �2c(k)2 + : : :+ �nc(k)n = 0:� ª ª ª ¢¥ª²®°» e1; : : : ; en «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼½²®© ±¨±²¥¬» ®²«¨·¥ ®² ³«¿, ¨ ·¨±«  �1; �2; : : : ; �n ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿¨§ ¥¥ ®¤®§ ·®.� ©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¢® ¢²®°®¬ ¯°¨-¡«¨¦¥¨¨, ². ¥. ± ²®·®±²¼¾ ¤® ·«¥®¢ ¯®°¿¤ª  "2.�» ¢¨¤¥«¨, ·²®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡»  ©²¨ ±®¡±²¢¥®¥§ ·¥¨¥ ¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨ [´®°¬³«  (2)], ¤®±² -²®·® ¡»«® § ²¼ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° ¢ ³«¥¢®¬ ¯°¨-¡«¨¦¥¨¨. � «®£¨·®, ¤«¿ ²®£® ·²®¡»  ©²¨ ¢²®°®¥¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ª ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾,  ¬ ¤®±² ²®·-® ¡³¤¥² § ²¼ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ¢ ¯¥°¢®¬ ¯°¨¡«¨-¦¥¨¨. �» ¨¬¥¥¬(A+ "B)ek(") = �k(")ek("):



316 ¤®¡ ¢«¥¨¥�®¤±² ¢¨¬ ¢ ½²® ° ¢¥±²¢®:ek(") = ek + "e(1)k + "2e(2)k + : : : ;�k(") = �k + "�(1)k + "2�(2)k + : : :¨ ±° ¢¨¬ ·«¥» ¯°¨ "2. �®«³·¨¬Be(1)k +Ae(2)k = �(2)k ek + �(1)k e(1)k + �ke(2)k : (6)�«¿ ²®£® ·²®¡»  ©²¨ �(2)k , ³¬®¦¨¬ ±ª «¿°® ®¡¥ · -±²¨ ½²®£® ° ¢¥±²¢    ek. �·¨²»¢ ¿, ·²® (Ae(2)k ; ek) == (e(2)k ; Aek) = �k(e(2)k ; ek), ¬» ¯®«³·¨¬(Be(1)k ; ek) = �(2)k + �(1)k (e(1)k ; ek):� ª ª ª, ¢ ±¨«³ (5) (e(1)k ; ek) = 0, ²®�(2)k = (Be(1)k ; ek):�® e(1)k =P �iei. �®¤±² ¢«¿¿, ¯®«³· ¥¬ ¢ ±¨«³ ´®°¬³«»(3) ¤«¿ ¯¥°¢®£® ¯°¨¡«¨¦¥¨¿�(2)k = nXi=1 �i(Bei; ek) = nXi=1i 6=k (Bek; ei)(Bei; ek)�k � �i ;  ² ª ª ª (Bek; ei) = (Bei; ek), ²® ®ª®· ²¥«¼® ¨¬¥¥¬�(2)k = nXi=1i 6=k j(Bek; ei)j2�k � �i ;£¤¥ ek |±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°»,   �k |±®¡±²¢¥»¥ § -·¥¨¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ¨«¨�(2)k = nXi=1i 6=k jbikj2�k � �i :



x 2] ±«³· © ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 317�   ¤   ·  . � ©²¨ ¯®¯° ¢ª¨ ¤«¿ ±®¡±²¢¥®£® ¢¥ª²®°  ¢® ¢²®-°®¬ ¯°¨¡«¨¦¥¨¨, ³¬®¦ ¿ ±ª «¿°® ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥±²¢  (6)  ei.�²¢¥².e(2)k =Xi6=kXj 6=k bijbjk(�i � �k)(�j � �k)ei ��Xi6=k bkkbik(�i � �k)2 ei �Xi6=k jbikj2(�i � �k)2 ek2 :�°®¬¥ ³ª § »µ ³° ¢¥¨©  ¤® ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ² ª¦¥ ³±«®¢¨-¥¬ ®°¬¨°®¢ª¨, ². ¥. ° ¢¥±²¢®¬(ek + "e(1)k + "2e(2)k + : : : ; ek + "e(1)k + "2e(2)k + : : : ) = 1:x 2. �«³· © ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©, ª®£¤  � ¥±²¼ r-ª° ²®¥±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A. �¡®§ ·¨¬ ·¥-°¥§ f1; f2; : : : ; fr (1)ª ª¨¥-«¨¡® r ¯®¯ °® ®°²®£® «¼»µ ±®¡±²¢¥»µ¢¥ª²®°®¢ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· ¾¹¨µ ½²®¬³ ±®¡-±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �. � ¬¥²¨¬, ·²®, ² ª ª ª ei(i = 1; 2; : : : ; r) ®²¢¥· ¾² ®¤®¬³ ¨ ²®¬³ ¦¥ ±®¡±²¢¥®-¬³ § ·¥¨¾ �, ²® «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢² ª¦¥ ¡³¤¥² ±®¡±²¢¥»¬ ¢¥ª²®°®¬, ®²¢¥· ¾¹¨¬ ½²®-¬³ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾. �²¨¬¨ «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨- ¶¨¿¬¨ ¨±·¥°¯»¢ ¾²±¿ ¢±¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �.�°¨ § ¬¥¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A   A + "B ±®¡±²¢¥-®¥ § ·¥¨¥ ¯¥°¥±² ¥², ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¡»²¼ ª° ²-»¬, ¨ ¢¬¥±²® � ¬» ¯®«³·¨¬ r ° §«¨·»µ ±®¡±²¢¥-»µ § ·¥¨© �1("); �2("); : : : ; �r("). �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥®°¬¨°®¢ »¥ ±®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§e1("); e2("); : : : ; er(").� ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ A|¥¤¨¨·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥, ². ¥. A = E,¢ n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥,   B|¯°®¨§¢®«¼®¥ ± ¬®±®¯°¿¦¥®¥



318 ¤®¡ ¢«¥¨¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ± ¯®¯ °® ° §«¨·»¬¨ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨�1; : : : ; �n, ²® A = E ¨¬¥¥² n-ª° ²®¥ ±®¡±²¢¥®¥ § ·¥¨¥ 1,  A+"B = E+"B ¨¬¥¥² n ° §«¨·»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 1+�1",1 + �2", : : : , 1 + �n".� «®£¨·® ±«³· ¾ ¯°®±²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©�i(") ¨ ei(") ¿¢«¿¾²±¿ ¥¯°¥°»¢»¬¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°³-¥¬»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ ®² ". �°¨ " �! 0 �i(") ±²°¥¬¿²±¿ ª±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ A, ². ¥. ª �i. �» ¨¬¥¥¬�i(") = �i + "�(1)i + "2�(2)i + : : : (2)�«¿ ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ ei(") ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ A+"B¬» ¨¬¥¥¬   «®£¨·®¥ ° ¢¥±²¢®ei(") = ei + "e(1)i + "2e(2)i + : : : ; (3)ei = lim"!0 ei("), ¨ § ·¨², ei ¥±²¼ ±®¡±²¢¥»© ¢¥ª²®° ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ A, ®²¢¥· ¾¹¨© ±®¡±²¢¥®¬³ § ·¥¨¾ �.�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ei ¥±²¼ ª ª ¿-²®, § ° ¥¥  ¬ ¥¨§¢¥±²- ¿, «¨¥© ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¢¥ª²®°®¢ (1). � ª¨¬ ®¡° §®¬,¢ ®²«¨·¨¥ ®² ±«³· ¿ ¥ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨©,± ¬¨ ei ² ª¦¥ ¯®¤«¥¦ ² ®¯°¥¤¥«¥¨¾. �®¤±² ¢¨¬ ¢ ° -¢¥±²¢® (A + "B)ei(") = �i(")ei(") ¢»° ¦¥¨¿ (2) ¨ (3).�° ¢¨¢ ¿, ª ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ±«³· ¥, ª®½´´¨¶¨¥²»¯°¨ ", ¯®«³· ¥¬Bei +Ae(1)i = �e(1)i + �(1)i ei; i = 1; : : : ; r: (4)�¤¥±¼ ¢¥ª²®° ei ¿¢«¿¥²±¿, ª ª ¡»«® ³ª § ®, «¨¥©®©ª®¬¡¨ ¶¨¥© ±®¡±²¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢ f1; : : : ; fr:ei = �1f1 + �2f2 + : : : + �rfr:� ¸  ¶¥«¼| ©²¨ ·¨±«® �(1)i ¨ ¢¥ª²®° ei, ². ¥. ·¨±« �1; : : : ; �r.�¬®¦ ¿ ®¡¥ · ±²¨ (4) ±ª «¿°®   fk, ¯®«³·¨¬(Bei; fk) + (Ae(1)i ; fk) = (�e(1)i ; fk) + �(1)i (ei; fk);



x 2] ±«³· © ª° ²»µ ±®¡±²¢¥»µ § ·¥¨© 319¨«¨, ² ª ª ª (Ae(1)i ; fk) = (e(1)i ; Afk) = �k(e(1)i ; fk),(Bei; fk) = �(1)i (ei; fk):�®¤±² ¢«¿¿ ¢ «¥¢³¾ · ±²¼ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ¢¬¥±²® ei ¥£®¢»° ¦¥¨¥ ¨ § ¬¥· ¿, ·²® (ei; fk) = �k, ¯®«³·¨¬rXp=1(Bfp; fk)�p = �(1)i �k; (5)¨«¨ rXp=1 bkp�p = �(1)i �k; (I)£¤¥ (Bfp; fk) = bkp:�² ª, ·¨±«  �(1)i ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨¬ ²°¨¶» kbkpk, k; p = 1; 2; : : : ; r, ². ¥. ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¨§³° ¢¥¨¿ Det kbik � ��ikk = 0;  ¢¥ª²®° ei ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®©ei = �1f1 + : : : + �rfr;£¤¥ ·¨±«  �i  µ®¤¿²±¿ ¨§ ³° ¢¥¨© (I).� «®£¨·® ¬®¦® ¡»«® ¡»  ©²¨ ¯®¯° ¢ª¨ ª ±®¡-±²¢¥»¬ ¢¥ª²®° ¬, ². ¥. e(1)k ; e(2)k , ¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®¯° ¢-ª¨ ª ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¿¬, ². ¥. �(2)i .
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