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ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÈ
ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ
ÜÔÉÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍÉ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ É ÁÌ-
ÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ | Ó ÄÒÕÇÏÊ.

ðÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ [1], ÅÓÌÉ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÅ ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ × ×ÉÄÅ ËÒÕÇÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å RP 2. ìÅÎÔÁ í£ÂÉ-
ÕÓÁ, ÓÌÕÖÁÝÁÑ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÍÉÒ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ� ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ
ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ
ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ËÁË É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ). íÅÔÒÉËÁ × ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÁÈ ××ÏÄÉÔÓÑ ËÁË ×ÔÏÒÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏ-
ÌÏÉÄÅ ÆÏÒÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1 É −1.

÷×ÅÄÅÎÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÌÏÒÅÎÃÅ×Á ÐÓÅ×-
ÄÏÒÉÍÁÎÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ × ÍÉÒÅ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ
SL(2;R) ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ {(p; q)}. ë×ÁÄÒÁ-
ÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ap2 + 2bpq + cq2 ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ a, b, c.
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äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ � = ac − b2.
ðÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÅÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÎÕÓÁ
� > 0, Á ÍÉÒ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ | ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÅÊ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ � < 0. óÁÍ ËÏÎÕÓ
� = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÁÂÓÏÌÀÔÁ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀ-
ÝÅÊ ËÒÕÇ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÍÉÒÁ ÄÅ
óÉÔÔÅÒÁ ËÁË �ÆÏÒÍÙ� (�ÆÏÒÍÁ� [a : b : c] | ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ap2 +2bpq+
+ cq2, ×ÚÑÔÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞËÉ ÍÉÒÁ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË
ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (É ÏÂÒÁÔÎÏ): Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ
ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á RP 2 Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÁ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁ ÎÅÊ Ä×Å ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ; ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔÁ).

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÐÒÑÍÙÅ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ × ËÒÕ-
ÇÅ, ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÔÏÞËÉ ÍÉÒÁ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ä×Å ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÕ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÙÈ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎ-
ÎÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÕÇÁ, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÒÉ×ÁÑ × ÍÉÒÅ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ
(Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ × RP 2, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ËÒÕÇ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ).
üÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÕÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÂÓÏ-
ÌÀÔÁ.

ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ | ×ÙÒÁÚÉÔØ × ÜÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ
ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ1).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 (Ó ÓÉÍ-
ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ! = dp ∧ dq × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ äÁÒÂÕ p; q) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅ-
ÂÒÏÊ ìÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ä×ÕÈ Ë×Á-
ÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ). çÒÕÐÐÁ SL(2;R) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × R2.

îÁÞÎÅÍ Ó ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ �ÆÏÒÍ�)
É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ �ÆÏÒÍ�). ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓËÏÂ-
ËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ R3 × R3 → R3 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
ÇÒÕÐÐÙ SL(2;R) ÎÁ R3.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ.

1)õÖÅ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ Á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÚÉÌ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÓÏÔ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ SO(3) (×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å); × ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÕÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÅÍÁ 4
ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (1) ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÂÓÏÌÀÔÁ
� = 0, ÇÄÅ �(� = ap2 + 2bpq + cq2) = ac− b2.

ðÏÌÑÒÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó � ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ:

2 ~�(�′; �′′) = a′c′′ + c′a′′ − 2b′b′′: (1)
óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ A = �p2 + �q2, B = p2 +
+ �q2 ÒÁ×ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ

{A;B} = 4(�� − �)pq: (2)
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1) É (2) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

~�(A; {A;B}) = ~�(B; {A;B}) = 0: (3)
üÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÜÌ-

ÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÔØ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 2. óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÇÉÐÅÒ-
ÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ, É ÐÒÏÈÏ-
ÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (2); ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ A | ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, Á ÆÏÒÍÁ B | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ �� > 0
É � < 0. üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×
ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ A | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏ×ÁÔØ A É B × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3) ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÆÏÒÍÅ
{A;B}, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ A (ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ) É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ B (×ÔÏÒÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ). ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3), ÎÏ ÏÎÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÖÅ ÉÚ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ (2). üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ËÁÖÄÁÑ
ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÁÂÓÏÌÀÔÁ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 3. óËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ä×ÕÈ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÏÞËÅ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÔÅÏÒÉÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÁÒÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ
ÆÏÒÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ2), ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÌÉÂÏ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ×ÉÄÕ:

A = p2 − q2; B = �pq:
2)üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ: ÏÎ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁ-

ÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ-
ÞÅ×ÓËÏÇÏ.
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÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓËÏÂËÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, É ÓÏ-
ÇÌÁÓÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ (3) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ ÏÂÅÉÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÑÍÙÍ.

÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÁÅÔ
{A;B} = 2�(p2 + q2); (4)

ÜÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ É ÐÏÔÏÍÕ ÏÎÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÙÍ, ËÏÔÏÒÙÅ Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÙ ÆÏÒÍÁÍ A É B, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ× (1) É (4):

2 ~�(A; {A;B}) = 2�− 2� = 0;
2 ~�(B; {A;B}) = −2(�2 · 0) = 0: ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÔÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f + g + h = 0, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ (× Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ
ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f + g + h = 0, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ
ÔÒÅÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ.
üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÏÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÜÔÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ. ¤

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Å ÆÏÒÍÙ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ, Á ÄÒÕ-
ÇÁÑ | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ,
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ.

ïÔ×ÅÔ. îÕÌÅ×ÙÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ × ÍÅÔÒÉËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ôÒÉ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ (ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ×ÙÓÏÔÙ × ÍÏ-
ÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A;B;C | ÐÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ (ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ) Ë×Á-
ÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. éÈ ÓËÏÂËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ

{A;B} = c; {B;C} = a; {C;A} = b
| ÜÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
(× ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3).

÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ a; b; c, ÐÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁ a ÌÅÖÉÔ ÐÒÏÔÉ×
ÓÔÏÒÏÎÙ A É Ô. Ä.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÓÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ a É ÏÒ-
ÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÅ bc = A, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÆÏÒÍÕ�, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÕÀ ÓËÏÂËÅ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÏÔ a É A:

(×ÙÓÏÔÁ ÉÚ a × A) ∼ ({{B;C}; A}):
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÉ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (a; b; c) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×-

ÌÑÀÔ ÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ:
(f; g; h) = ({{B;C}; A}; {{C;A}; B}; {{A;B}; C}):

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ñËÏÂÉ (ÄÌÑ ÓËÏÂÏË ðÕÁÓÓÏÎÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ
ÆÏÒÍ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ äÁÒÂÕ (p; q)), ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ
ÔÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ: f + g+ h = 0. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë ÜÔÉÍ
ÆÏÒÍÁÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 4, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ×ÙÓÏÔÙ,
ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ × RP 2, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 5. ¤

åÓÌÉ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (a; b; c) ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ �=2, ÔÏ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÅÖÉÔ
×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ
ËÁË ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ3).

ìÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (Ó ÕÇÌÏÍ, ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍ 2�=3), ÎÉ-
ËÁËÉÅ Ä×Å ×ÙÓÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ
ÔÒÅÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÙÓÏÔÙ, × ÍÉÒÅ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ (ÉÌÉ ÎÁ
ÁÂÓÏÌÀÔÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ É ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, Õ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÞÁÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ (É ÓÔÏÒÏÎ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, Á ÞÁÓÔØ |
ÍÉÒÕ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ (× ÐÏÇÒÁÎÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÁÂÓÏÌÀÔÕ, Á ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÅÇÏ).

þÔÏÂÙ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÕÇÌÏ× × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ-
×ÁÔØ Ä×Å ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ (Á ÔÏ-
ÇÄÁ É ËÁÖÄÁÑ) ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÄÒÕÇÏÊ. üÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ÅÓÌÉ ÖÅ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ × ÌÏÒÅÎÃÅ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÍÉÒÁ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ).

æÏÒÍÕÌÉÒÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔ ÄÌÑ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÉÈ ÉÌÉ ÓÍÅ-
ÛÁÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÅ Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×-
ÓËÏÇÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×É× ÎÁÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ×ÉÄÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÆÁËÔÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ

3)úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ �=2 ÎÁ 2�=3 (ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 2�=3, ÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÕÇÏÌ ÐÒÅ-
×ÏÓÈÏÄÉÔ 2�=3, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÔÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ, ×ÙÓÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ
ÔÏÞÅË × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ).

îÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ,
ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ {x;−y; z = ixy=(1 + xy)}, ÇÄÅ
0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1 É ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ |z| 6 1=2.
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òÉÓ. 1. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÐÉÓÁÎÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×ÙÓÏÔ
× ÍÉÒÅ ÄÅ óÉÔÔÅÒÁ

ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÙ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×-
ÓËÏÇÏ ((AB); (CD); (EF )). ÷ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÉÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÔÒÉ ÈÏÒÄÙ, ËÏÎÃÙ ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ: (ABCDEF ), ÓÍ. ÒÉÓ. 1.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ:
(CD ∩ (EF ) = �; (EF ) ∩ (AB) = �; (AB) ∩ (CD) = 

(ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÄÅÌÉ
ëÌÅÊÎÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÍ ÔÏÞËÉ

M = (AB)∨; N = (CD)∨; K = (EF )∨

(× ÔÏÞËÅ M ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÁ × ËÏÎÃÁÈ
ÈÏÒÄÙ (AB); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ N É K).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÐÉÓÁÎÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ. ôÒÉ ÐÒÑÍÙÅ (�M), (�N) É (K)
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ (�M) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÓÏÔÕ ÄÅ-ÓÉÔÔÅ-
ÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (�; �; ), ÏÐÕÝÅÎÎÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ �, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ M
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Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ (AB) = (�). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, (�N) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÓÏÔÕ, ÏÐÕ-
ÝÅÎÎÕÀ ÉÚ �, Á (K) | ÉÚ . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÓÏÔ ÄÅ-ÓÉÔÔÅÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (��). ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ôÒÉ ÔÏÞËÉ (�M)∨, (�N)∨ É (K)∨ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × RP 2.

üÔÉ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ: (KN) ∩ (AB), (MK) ∩
(CD) É (NM) ∩ (EF ).

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÐÉÓÁÎÎÏÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ | ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÅ ×ÏÐÌÏÝÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ñËÏÂÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ.
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