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áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×ç. à. ðÁÎÉÎÁ

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅóÔÁÔØÑ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÓÔÁÒÛÅËÌÁÓÓÎÉËÁÍ, �ÅÌÅÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏ ÚÁÎÉÍÁÀ-ÝÉÍÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ É �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ-�ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌÁÍ × ËÁÞÅÓÔ×ÅÌÅÇËÏÇÏ ÞÔÅÎÉÑ.äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ: (ÍÅÎØ-ÛÁÑ) ÞÁÓÔØ ÔÅËÓÔÁ ×ÙÄÅÌÅÎÁ ÍÅÌËÉÍ ÛÒÉÆÔÏÍ | ÜÔÏÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÍÁ-ÔÅÒÉÁÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏ�ÕÝÅÎ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍÉ.á ×ÏÔ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏ�ÕÓËÁÔØ ÎÅÌØÚÑ | ÎÁÄ ÎÉÍÉ ÎÕÖÎÏ �ÏÄÕÍÁÔØ (× ðÒÉ-ÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÏÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ).óÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÂÙÌÁ �ÒÉÄÕÍÁÎÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÝØ | ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. ëÁË ÜÔÏ ÉÎÏÇÄÁ ÂÙ×ÁÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÁÖÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÑÍÉ, ÅÅ �ÒÉÄÕÍÁÌÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÒÁÚÎÙÅ ÌÀÄÉ | áÌÅË-ÓÁÎÄÒ ðÕÈÌÉËÏ× ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó áÓËÏÌØÄÏÍ èÏ×ÁÎÓËÉÍ É ðÉÔÅÒ íÁËíÁÌÌÅÎ(P. M
Mullen). é ËÁË ÜÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÉÍÅÅÔÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ: ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉË ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ËÕÓËÉ, Á ÚÁÔÅÍ, �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÑ ËÕÓËÉ Ó�ÏÍÏÝØÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏ×ÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. (ú×Õ-ÞÉÔ �ÏÞÔÉ ËÁË ÔÒÅÔØÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÎÏ ÓÍÙÓÌ ÚÄÅÓØ ÉÎÏÊ). áÌÇÅÂÒÁÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ, �ÏÍÏÇÁÅÔ ÎÁÊÔÉ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁ×-ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. üÔÁ �×ÙÓÏËÁÑ ÎÁÕËÁ� ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÊ É ÚÎÁËÏÍÙÊ ÑÚÙË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× (ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÅÌÁ-ÀÔÓÑ �ÅÒÅ×ÏÄÙ Ó ÏÄÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ). ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÓÌÏ×ÁÒÅ� ÔÅÒ-ÍÉÎ �ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË� �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ËÁË �ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÙÊ �ÕÞÏË�. �óÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÏ× �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ� �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ËÁË �ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÕÞËÏ×�.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÞÅÎØ ÏÂÉÌØÎÙÅ �ÕÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ,ÎÏ É ÄÅÌÉÔØ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ | ÏÎÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕ��Õ ðÉËÁÒÁ. åÓÌÉ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ�ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÒÁÚÕ ÎÁ ÑÚÙË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖ-ÄÅÎÉÅ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×Ù�. 10, 2006(109{131)



110 ç. à. ðÁÎÉÎÁ÷Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ, ÎÏ É ×ÙÞÉ-ÔÁÔØ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ | ÏÎÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕ��Õ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÏ×. þÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ × �ÁÒÁÇÒÁÆÅ 6.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÂÏÇÁÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ | ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ (ÜÔÏ É ÅÓÔØÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×).çÏ×ÏÒÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÑÚÙËÏÍ, �Ï Ó×ÏÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÉ �ÏÈÏÖÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.îÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏÊ ËÒÁÓÉ×ÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ×Ù Õ×ÉÄÉÔÅ, ËÁË × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÒÁÑ ÄÅÔÓËÁÑ �ÏÇÏ×ÏÒËÁ: �åÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ÈÏÞÅÔÓÑ, ÔÏÍÏÖÎÏ.�îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÌØÚÑ ×ÙÞÅÓÔØ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ ÉÚ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÁ ÂÏÌØÛÏÊ. îÏ ÅÓÌÉ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ËÁË, ÔÏ ÍÏÖÎÏ.÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ� É �ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ� |ÂÅÓÓÍÙÓÌÉ�Á. îÏ ÅÓÌÉ �ÒÏÑ×ÉÔØ ÆÁÎÔÁÚÉÀ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÔÁÎÕÔ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍÉ É�ÏÚ×ÏÌÑÔ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ × ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ.éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ �ÒÅÔÅÎÄÕÅÔ ÎÁ �ÏÌÎÏÔÕ. îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÄÁÔØÏÂÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ É ÍÅÔÏÄÁÈ, �Ï�ÕÔÎÏ ÎÁÕÞÉ× ÞÉÔÁÔÅÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÝÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÅÍÁÍ.2. óÌÏÖÅÎÉÅ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ÷ÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ, ÖÉ×ÕÔ ×ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å | ×ÙÛÅ ÍÙ �ÏÄ-ÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ É ÎÅ ×ÏÚ-ÎÉËÁÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÜÆÆÅËÔÏ×.óÞÉÔÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ï, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÙ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÔÏÞËÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏÍ.÷Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ (× R2 ÉÌÉ R3 ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏ-ÌÏÞËÁ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ ÉÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÔÏÖÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ,Á ÏÔËÒÙÔÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ (Ë×ÁÄÒÁÔ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉ�Ù) | ÎÅÔ.îÁÛÁ �ÅÌØ | ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ, Ô. Å. ÎÁÕÞÉÔØÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ Ó ÎÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, �ÏÄ-ÞÉÎÅÎÎÙÅ ÏÂÙÞÎÙÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ.ðÅÒ×ÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ | ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ.úÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÓÌÏÖÉ×ÛÁÑÓÑ �ÕÔÁÎÉ�Á: ÓËÏÒÏ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ,ÞÔÏ ÜÔÏ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÚÎÁË 
, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÉ (ÉÎÏÇÄÁ) Ó×ÅÒÔËÕ.



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 111
O x y x+ yK L K 
 LòÉÓ. 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÕÍÍÏÊ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ (ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ) Ä×ÕÈ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× K É L ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅËK 
 L = fx+ y j x 2 K; y 2 Lg:úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.úÁÄÁÞÁ 3. þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ Ó ÓÕÍÍÏÊ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ, ÅÓÌÉ �ÏÄ×ÉÎÕÔØÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÎÏÓÏÍ?úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÔÒÅÚËÁ, ÌÅÖÁ-ÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÔÒÅÚËÁ, ÎÅ ÌÅ-ÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 6. þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ Ó ÓÕÍÍÏÊ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÁ-ÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?úÁÄÁÞÁ 7. ÷Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ËÁËÉÈ ÔÏÞÅË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ íÉÎËÏ×-ÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×?úÁÄÁÞÁ 8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ K
K ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË K, ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÏÒÁÓÔÑÎÕÔÙÊ × 2 ÒÁÚÁ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.. ï�ÅÒÁ�ÉÑ 
 ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.. óÕÍÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ �ÏÓÌÅ �ÏÄÈÏÄÑ-ÝÅÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ.. óÕÍÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× | ×Ù�ÕËÌÙÊÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.. äÌÑ 1 = fOg É ÌÀÂÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ K, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï:K 
 1 = K.



112 ç. à. ðÁÎÉÎÁðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ1 | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ O.÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕÖÅ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÍÙ �ÒÉÂÌÉÖÁÅÍÓÑ Ë �ÏÎÑ-ÔÉÀ �ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á�, ÎÏ | Õ×Ù! | ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÎÁÄÅÖÄÙ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ ÓÌÏ-ÖÅÎÉÉ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ × ËÌÁÓÓÅ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÉ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÏÌÕÇÒÕ��Á ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × Ó×ÏÀ ÇÒÕ��Õ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ, Ô. Å. ÇÒÕ��Õ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ×ÉÄÁK
L�1. îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ| �ÒÉÄÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍ.üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÎÏ ÎÁ ÑÚÙËÅ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× (�. 6) É ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍ ÑÚÙËÅ Ï�ÏÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (�. 3.)3. ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ×ÅÅÒ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁK ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ hK(x), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ R2 (ÉÌÉ R3 , × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ,ÇÄÅ ÖÉ×ÅÔ K) ÆÏÒÍÕÌÏÊ hK(x) = maxy2K (x; y):(ÓËÏÂËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ×).äÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ x ÍÁËÓÉÍÕÍ ÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ-ÓÑ × ÔÏÞËÁÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ K É �ÒÑÍÏÊ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ K ÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ x (ÓÍ. ÒÉÓ. 2).úÁÄÁÞÁ 9. ÷ÏÏÂÝÅ-ÔÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.ëÁËÕÀ ÉÍÅÎÎÏ ÍÙ ÂÅÒÅÍ?÷ÏÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.
O K x

max ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ
òÉÓ. 2.



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 113ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ÷ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ: hK(O) = 0.2. äÌÑ � > 0 ÉÍÅÅÍ hK(�x) = �hK(x).3. ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÉÚ R2 ÅÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å.4. ìÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÍÍÙ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ï�ÏÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ:hK
L = hK + hL:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÌÏÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË K. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x ÓËÁÌÑÒ-ÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏÍÁËÓÉÍÕÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ A ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ K. åÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �Ï-ÔÉÈÏÎØËÕ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ x, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÍÁËÓÉÍÕÍÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ × ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÅ A, ÚÁÔÅÍ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ |ÎÁ �ÅÌÏÍ ÒÅÂÒÅ, �ÒÉÍÙËÁÀÝÅÍ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ A, Á ÚÁÔÅÍ �ÅÒÅ�ÒÙÇÎÅÔ ÎÁÓÏÓÅÄÎÀÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ�ÓËÌÅÅÎÁ� ÉÚ ËÕÓÏÞËÏ× Ï�ÏÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÛÉÎ, Ô. Å. ÉÚ ËÕÓËÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R2 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÉÅ ËÏÎÕÓÁ (ÜÔÏ ÔÏ ÖÅÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÉÅ ÕÇÌÙ) Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÎÕÓÏ× Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÁ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÇÒÁÆÉË Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓËÌÅÅÎ ÉÚ �ÌÏÓËÉÈ ËÕÓÏÞËÏ×, �ÒÉ-ÞÅÍ ÍÅÓÔÁ ÓËÌÅÊËÉ | ÌÕÞÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁÍ K (ÒÉÓ. 3).
OÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË K O×ÅÅÒ K OÇÒÁÆÉË Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ KòÉÓ. 3.



114 ç. à. ðÁÎÉÎÁþÔÏ ÖÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ËÁËÏ×Á Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ K? ðÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÚÄÅÓØ ×Ó£ ÔÏ ÖÅÓÁÍÏÅ, ÔÏÌØËÏ ËÁÒÔÉÎËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÇÁÞÅ: R3 ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ËÏÎÕÓÁ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÎÕÓÏ× Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÅÒÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-ËÁ K.õÄÏÂÎÏ ÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÅ ÓÁÍ ×ÅÅÒ, Á ÅÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O (ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÅÒ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ K). íÙ �ÏÌÕÞÉÍÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ (ËÌÅÔËÉ ×ÅÅÒÁ).éÍÅÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÌÅÇËÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÇÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÅÒ:1. ïÔÍÅÔØÔÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ËÏÎ�Ù ×ÎÅÛÎÉÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-ËÁ K.2. óÏÅÄÉÎÉÔÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ËÁÖÄÙÅ Ä×Å �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÏÔ-ÒÅÚËÏÍ (ËÕÓËÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ), ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉ ÄÅÌÑÔÒÅÂÒÏ.(äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÜÔÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÅÒ.)ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÁ É ÅÇÏ ×ÅÅÒÁ:. ×ÅÒÛÉÎÁÍ ×ÅÅÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ,. ÒÅÂÒÁÍ ×ÅÅÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ,. ËÌÅÔËÁÍ ×ÅÅÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.
6 1 2345 6

1 2345
K ×ÅÅÒ KòÉÓ. 4.



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 115úÁÄÁÞÁ 11. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÅÒ ËÕÂÁ, ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ (ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å), ÏÔÒÅÚËÁ (ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÔÒÅÈ-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å).�ÅÏÒÅÍÁ 1.1. ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ×Ù�ÕËÌÁ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ,ÞÔÏ ÄÌÑ 0 6 � 6 1hK(�x1 + (1� �)x2)) 6 �hK(x1) + (1� �)hK(x2);ÉÌÉ (ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÌÀÂÉÔ ËÁÒÔÉÎËÉ ÂÏÌØÛÅ ÆÏÒÍÕÌ) ÞÔÏ ÇÒÁÆÉËÆÕÎË�ÉÉ hK | ×Ù�ÕËÌÁÑ ×ÎÉÚ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ.2. ëÁÖÄÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ h, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ×ÅÅÒÁ (Ô. Å. ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ËÏÎÕÓÁ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏ�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. (íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H.)3. ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÔÏÞËÉ ÉÚ R2 ÅÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.ðÏÑÓÎÉÍ �ÕÎËÔ 2. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÌÅÇËÏ: ÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÌÅÅÎÁ h, ÄÁÀÔ ÎÁÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ.ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ×ÅÅÒÁÄÒÏÂÑÔÓÑ: ÞÔÏÂÙ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÅÒ ÓÕÍÍÙ, ÎÕÖÎÏ ÎÁ ÏÄÎÏÊÉ ÔÏÊ ÖÅ ÓÆÅÒÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ×ÅÅÒÁ ÏÂÏÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.íÙ �ÏÎÑÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É ÅÇÏ Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ: ÜÔÉ Ä×Á ÏÂßÅËÔÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, �ÒÉÞÅÍ ÓÌÏÖÉÔØ Ä×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ |ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ Ï�ÏÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.ïÆÉ�ÉÁÌØÎÏ ÜÔÏ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: �ÏÌÕÇÒÕ��Á ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ËÁÎÏ-ÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Å ×Ù�ÕËÌÙÈ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ H. üÔÏ×ÌÅÞÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÕ�� çÒÏÔÅÎÄÉËÁ.ïÂÒÁÝÁÔØ (É ×ÙÞÉÔÁÔØ) �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉÍÙ �ÏËÁ ÎÅ ÕÍÅÅÍ. îÏ ÚÁÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÒÏÓÔÏ ÂÒÁÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ�(É ×ÙÞÉÔÁÔØ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ) Ï�ÏÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. þÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÉÍ? òÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ H ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÅÒÁ. á ×ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù-�ÕËÌÏÓÔÉ �ÒÏ�ÁÄÅÔ. úÁÂÁ×ÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ: ÍÙ �ÏËÁ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÁ ÏÂß-ÅËÔ �ÏÂÒÁÔÎÙÊ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ Ë ËÕÂÕ�, ÎÏ ÕÖÅ �ÏÎÑÌÉ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÅÇÏÏ�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ �ÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÓÍÙÓÌ. íÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ, ÎÏ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ×.



116 ç. à. ðÁÎÉÎÁ4. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅüÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ| ÂÅÓÓ�ÏÒÎÙÊ ÌÉÄÅÒ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ�ÏÎÑÔÉÊ �Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ��ÒÏÓÔÏÔÁ { �ÏÌÅÚÎÏÓÔØ�. ïÂ ÜÔÏÍ ÚÎÁÅÔ ËÁÖ-ÄÙÊ, ËÏÍÕ �ÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ �ÒÉÞÅÓÙ×ÁÔØ ÅÖÉËÁ, ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÔØ ËÁÒÔÙ ÉÌÉÕÞÉÔØÓÑ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÔÏÒ ÏÔ ËÒÅÎÄÅÌÑ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, �Ï ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ, ÏÂÒÁÝÁÑÓØ Ó ÎÅÊ ËÁË Ó ÍÅÒÏÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ, �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÎÁÂÏÒÁ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ëÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅM ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á (ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×:0: ÔÏÞËÁ (0-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ);1: ÏÔËÒÙÔÙÊ ÏÔÒÅÚÏË (ÏÔÒÅÚÏË Ó ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ) (1-ÍÅÒÎÁÑËÌÅÔËÁ);2: ÏÔËÒÙÔÙÊ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË (ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÕÄÁÌÅÎÎÏÊÇÒÁÎÉ�ÅÊ) (2-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ);3: ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (3-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. üÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�(M) = (ÞÉÓÌÏ 0-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË)� (ÞÉÓÌÏ 1-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË)++ (ÞÉÓÌÏ 2-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË)� (ÞÉÓÌÏ 3-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË):èÏÔÑ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ËÌÅÔËÉ,ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(M) ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. (üÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ,ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)ïÞÅ×ÉÄÎÏÅ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ |ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ:�(M1 [M2) = �(M1) + �(M2)� �(M1 \M2):éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÍ �ÒÅÄÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ f : M ! Z | ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, �ÒÉÞÅÍ �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ |



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 117ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÙÍÉ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ M.ðÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀZM f(x) d�(x) =Xa2Za � �(f�1(a)):üÔÏ É ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ.é ×Ó£: ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ×ÅÒÈÎÉÈ É ÎÉÖÎÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÎÉËÁËÉÈ�ÅÒÅÈÏÄÏ× Ë �ÒÅÄÅÌÕ, ÎÉËÁËÉÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (×ÓÅÈ ÁÔÒÉÂÕÔÏ× ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ).úÁÔÏ ÅÓÔØ �ÒÉ×ÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!):�ÅÏÒÅÍÁ 2.1. éÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÍÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÓÌÁÇÁÅÍÙÈZM (f(x) + g(x)) d�(x) = ZM f(x) d�(x) + ZM g(x) d�(x):2. éÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈZM[L f(x) d�(x) = ZM f(x) d�(x) + ZL f(x) d�(x):3. (�ÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ.) íÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕÓÌÏÀ, Á ÚÁÔÅÍ | �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ �Ï ÓÌÏÑÍ:Z f(x; y) d�(x; y) = Z � Z f(x; y) d�(x)�d�(y):5. ïÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ. óÌÏÖÅÎÉÅ �ÏíÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ ËÁË Ó×ÅÒÔËÁ �Ï ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. ó×ÅÒÔËÏÊ �Ï ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f É g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f 
 g, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊf 
 g(x) = Z f(x� y)g(y) d�(y):ó ËÁÖÄÙÍ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ K ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ IK | ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ:IK = � 1; ÅÓÌÉ x 2 K;0; ÉÎÁÞÅ:



118 ç. à. ðÁÎÉÎÁðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ K É L | ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ. �ÏÇÄÁÓ×ÅÒÔËÁ IK É IL ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÍÍÙ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏK É L: IK 
 IL = IK
L:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÌÏÖÉÔØ Ä×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ Ó×ÅÒ-ÎÕÔØ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÚ×ÏÌÉÔØ ÓÅÂÅ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×Ù�ÕËÌÙÊÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË K É ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ IK ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅÓÉÍ×ÏÌÏÍ K.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏZ IK(x� y)IL(y) d�(y) = � 1; ÅÓÌÉ x 2 K 
 L;0; ÉÎÁÞÅ:ðÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÔÏÉÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑ Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÒÉ ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÍ x ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (É ÓÁÍÁÆÕÎË�ÉÑ| ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ), É ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, ÅÓÌÉ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ | ÎÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏIK(x � y)IL(y) = 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ x �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÏÞÅË x � y É y ÉÚ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×K É L. �6. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ. çÒÕ��Á ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. ÷Ù×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÅ ÎÁÉÚÎÁÎËÕó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË | ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏÞÅË, ÎÏ É ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï É �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 
), ÎÏ ÎÅ × ËÌÁÓÓÅ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× (ÞÔÏ, ËÁË ÍÙÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ), Á × ËÌÁÓÓÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ,×ÅÒÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ:�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ K�1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏK 
K�1 = 1:üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÕÓÔÒÏÅÎÁ �ÒÏÓÔÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5), ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏÄ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ: K�1 = ( (�1)dimK ; ÅÓÌÉ x 2 Int(S(K));0; ÉÎÁÞÅ:



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 119
OK K�1

111 0 0 01 (�1)dimK
òÉÓ. 5.ðÏÑÓÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: dimK | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, S | �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, IntK |ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉË K ÂÅÚ ÇÒÁÎÉ�Ù (ÏÔ ÓÌÏ×Á \interior" | ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ).úÁÄÁÞÁ 12. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ{ ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×),{ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.(ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÏÎÁ ÓÔÁÎÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.)úÁÄÁÞÁ 13. ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÞÉÔÁÔØ ÄÁÌØÛÅ, �ÏÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÒÁÚÎÏÓÔØ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9. òÁÚÎÏÓÔØ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÏ× K 
 L�1 ÅÓÔØ Ó×ÅÒÔËÁ ÆÕÎË�ÉÊ K É L�1.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ë ×Ù�ÕËÌÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ (ËÏÔÏÒÙÊ, ÇÒÕ-ÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ), ÒÁÚÎÏÓÔÉíÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ Ë×Á-ÄÒÁÔÏ× (ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ | �Ï×ÅÒÎÕÔÁÑ ËÏ�ÉÑ ÄÒÕÇÏÇÏ) | �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁÓ 8 ÌÕÞÁÍÉ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6). îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÕËÁÚÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÏÎÅ ×ÓÅ | ÉÚ-ÚÁ ÎÅÈ×ÁÔËÉ ÍÅÓÔÁ.úÁÂÁ×ÎÏ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ×Ù×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÅ ÎÁÉÚÎÁÎËÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 7): ×ÏÚØÍÅÍÔÒÁ�Å�ÉÀ É ×ÙÞÔÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÏÔÒÅÚÏË, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ. âÕÄÅÍ �Ï-ÓÔÅ�ÅÎÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÄÌÉÎÕ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. ðÏËÁ ÏÔÒÅÚÏË ÍÁÌÅÎØ-ËÉÊ, Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ (×Ù�ÕËÌÁÑ) ÔÒÁ�Å�ÉÑ. ëÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚÏË ÄÏ-ÓÔÉÇÎÅÔ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ×ÙÒÏÄÉÔÓÑ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.úÁÔÅÍ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÒÁÓÔÕÝÉÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ËÕÓÏË, Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØÂÕÄÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, �ÏËÁ ÎÅ ÉÓÞÅÚÎÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×É-ÍÙÈ × ×ÉÄÅ K 
 L�1. ï�ÅÒÁ�ÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ �Ï íÉÎËÏ×ÓËÏÍÕ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ P× ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ



120 ç. à. ðÁÎÉÎÁ

( )�1= �3 �2�2�2 �2 �1�1�1�1 �1 �1 �1�1

òÉÓ. 6.

( )�1=
( )�1=
( )�1=1 11�1�10 0

( )�1= 10 0�1�1

( )�1= �10 00 0�1�1

òÉÓ. 7.



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 121ÜÌÅÍÅÎÔ, ÕÍÅÅÍ ÏÂÒÁÝÁÔØ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÑ ×ÉÄÁ K 
 L�1).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÏ×. 7. ÷ÅÅÒÁ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×þÔÏ ÔÁËÏÅ Ï�ÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÍÙ �ÏÎÑÌÉÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ �ÏÎÑÌÉ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÁÍ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.çÒÕ��Á P ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÅÒÁ.ëÁË ÍÏÖÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÅÒ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-ËÁ K
L�1? îÁÎÅÓÅÍ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÌÉÎÉÉ ÉÚÌÏÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ hK É hL. ëÏÇÄÁ ÍÙÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÉÉ ÉÚÌÏÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ hK�hL, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÍÏÇÕÔ ÉÓ-ÞÅÚÎÕÔØ, ÚÄÅÓØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÑ, ËÁË �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ×Ù�ÕË-ÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, É ËÌÅÔËÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÅÅÒÁ ×�ÏÌÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑÎÅ×Ù�ÕËÌÙÍÉ.÷ÏÔ ËÒÁÓÉ×ÙÊ É ×ÁÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ.ðÒÉÍÅÒ 1. çÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÊ �éÎØ É ñÎØ�.÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ �, ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÒÅÂ-ÒÁ É ×ÙÞÔÅÍ ÉÚ � ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ Ò£ÂÒÁ. ÷ÅÅÒ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÏÇÏÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ (�ÒÏ×ÅÒØÔÅ!) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁ×ÎÙÈ ÎÅ×Ù�ÕËÌÙÈ ÞÁ-ÓÔÅÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8).ó ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ ×Ù�ÕËÌÁÑ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ.ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÍÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ (ËÏÔÏ-ÒÙÍ ÎÅ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ) ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÊÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.

òÉÓ. 8.



122 ç. à. ðÁÎÉÎÁüÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ �ÏÜÔÁ�ÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ. íÏÖÅÔ �ÏÌÕ-ÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÛÁÇ ÎÅ×Ù�ÏÌÎÉÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÄÁÎÎÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.íÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÇ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÒÁÚ-ÎÏÍÕ. úÎÁÞÉÔ, ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔØÀ, ÎÅÓËÏÌØËÏ. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó ÔÅÔÒÁÜÄÒÏÍ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ 52 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ.)ûÁÇ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÅÊ×ÅËÔÏÒ.ûÁÇ 2. îÁÎÅÓÅÍ ËÏÎ�Ù ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ. ðÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ.ûÁÇ 3. ðÏÓÔÒÏÉÍ ×ÅÅÒ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. óÏÅÄÉ-ÎÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏËÒÁÔÞÁÊÛÉÍÉ!) �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÄÏÌÖ-ÎÁ ÂÙÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙÓÏÅÄÉÎÑÅÍ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉ ÄÅÌÑÔÒÅÂÒÏ.ûÁÇ 4. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ h. ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓËÌÅ-ÅÎÁ ÉÚ ËÕÓËÏ× Ï�ÏÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÛÉÎ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ÷ÏÚØÍÅÍ ËÌÅÔ-ËÕ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ×ÅÅÒÁ, ÎÁÔÑÎÅÍ ÎÁ ÎÅÅ ËÏÎÕÓ É �ÏÌÏÖÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ hÎÁ ËÌÅÔËÅ ÒÁ×ÎÏÊ Ï�ÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁÛÅÊ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÅ. (�Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔÉ × ×Ù�ÕËÌÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). ðÒÏÄÅÌÁ× ÔÁË ÓÏ ×ÓÅÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ, �ÏÌÕÞÉÍËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ.ûÁÇ 5. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ h × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ h == h1 � h2. (ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ | ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. òÅÛÉÔÅ ÅÅ.)æÕÎË�ÉÉ h1 É h2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ K1 ÉK2. éÓËÏÍÙÊ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÒÁ×ÅÎ K1 
K�12 .úÁÄÁÞÁ 14. ëÁËÉÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ (ÒÉÓ. 9) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÉÒÔÕÁÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ?8. ïÔ ÇÒÕ��Ù Ë ÁÌÇÅÂÒÅ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ èÁÄ×ÉÇÅÒÁ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉîÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÚÁÄÁÄÉÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÒÉ Ï�ÅÒÁ-�ÉÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ, | ÓÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ.



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 123
ËÕÂ Ó ÔÅÔÒÁÜÄÒÁÌØÎÏÊ ÑÍËÏÊ ÓËÌÅÊËÁ Ä×ÕÈ ÕÓÅÞÅÎÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×òÉÓ. 9.1. óÌÏÖÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ:(f + g)(x) = f(x) + g(x):2. òÏÌØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÇÒÁÅÔ Ó×ÅÒÔËÁ �Ï ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ f
g.3. õÍÎÏÖÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÖÎÏ ÏÂÙÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ:(a � f)(x) = a � f(x):á ×ÏÔ ËÁË ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÂßÑÓÎÉÍ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ |ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÓÁÍÏÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ.÷ ÎÁÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔØ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.úÁÄÁÞÁ 15. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁË-ÓÉÏÍÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ:1. f 
 (g + h) = f 
 g + f 
 h.2. f 
 g = g 
 f .ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ,ËÏÇÄÁ f É g | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×.îÁËÏÎÅ�, ×ÁÖÎÙÊ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÊ ÛÁÇ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÆÁËÔÏÒÉ-ÚÁ�ÉÑ �Ï �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÎÏÓÁÍ. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ × ÎÁÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅÄ×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ (= ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ) ÒÁ×ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ.íÙ ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï ×ÓÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ×ÉÄÁK � tK = 0, ÇÄÅ K | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, Á t | �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÔÁÎÏ-×ÑÔÓÑ ÍÎÏÇÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ëÁÖÄÕÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ËÕÓËÉ, ÚÁÔÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ ËÁÖÄÙÊ ËÕÓÏË(ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ËÕÓËÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÅÒÅÎÏÓÙ!),É �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.
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11 1111 1òÉÓ. 10.úÁÄÁÞÁ 16. ëÁËÉÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁÒÉÓ. 10, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×?úÄÅÓØ ÕÍÅÓÔÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ. éÄÅÑ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÎÁ ËÕÓ-ËÉ É ÓËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÉÚ ËÕÓËÏ× ÞÅÇÏ-ÔÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÁ ÔÅÍ, ËÔÏ ÚÎÁÅÔ Ï ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊÔÒÅÔØÅÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ.�ÒÅÔØÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÁÌÇÅÂÒÅÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×:×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ËÕÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÔØ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÎÏÓÁÍÉ,×Ï-×ÔÏÒÙÈ, × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ËÕÓËÉ ×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ(ÔÏÞËÉ É ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ), ÔÏÇÄÁ ËÁË × ÔÒÅÔØÅÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÉÍÉ�ÒÅÎÅÂÒÅÇÁÀÔ.ðÏÓÌÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �Ï �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ �ÅÒÅÎÏÓÁÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×ÓÔÁÌÏ ÔÒÕÄÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ: �ÏÓÌÅ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÎÁ ËÕÓËÉ É �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÎÉÑËÁÒÔÉÎËÁ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÎÅÕÚÎÁ×ÁÅÍÏ.äÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ××ÅÄÅÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ.ä×Á ÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÓÔÙÅ.ðÏÌÏÖÉÍ h0(f) = Z f(x) d�(x)É h2(f) = Z f(x) dx:üÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ É ×ÔÏÒÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ èÁÄ×ÉÇÅÒÁ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f .÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏÅ, �Ï ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ. ÷ÅÌÉÞÉÎÕh2(f) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÏÝÁÄØÀ ÆÕÎË�ÉÉ f .



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 125÷×ÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ, ×ÅÒÎÅÅ �ÅÌÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÁËÏ×ÙÈ. ðÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ � Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÉÎÕ ÒÅÂÒÁ Ó ÎÏÒÍÁÌØÀ � ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × Ä×Á �ÒÉÅÍÁ:1. ðÕÓÔØ K | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ðÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ h1(K; �)ÒÁ×ÎÙÍ ÄÌÉÎÅ ÒÅÂÒÁ K, ×ÎÅÛÎÑÑ ÎÏÒÍÁÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ �.2. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÉ f =Pi aiKi É �ÏÌÏÖÉÍ h1(f; �) =Pi aih1(Ki; �).æÕÎË�ÉÑ h1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ èÁÄ×ÉÇÅÒÁ.úÁÄÁÞÁ 17�. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ h1 ÎÅ ÚÁ-×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-ËÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 4. óÉÓÔÅÍÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× èÁÄ×ÉÇÅÒÁ �ÏÌÎÁ, Ô. Å. Ä×Å ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f É g, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁ R2 , ÒÁ×ÎÙ (�ÏÓÌÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ h0(f) = h0(g);h2(f) = h2(g);h1(f; �) = h1(g; �); ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �.úÁÄÁÞÁ 18�. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ.÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ: ÔÁÍ ÔÏÖÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× èÁÄ×ÉÇÅÒÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ �ÏÌÎÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔ hk ÔÁËÖÅ �ÏÔ×ÅÞÁÅÔ� ÚÁ ÇÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ hk ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ,ÎÏ ÒÏÌØ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � ÉÇÒÁÅÔ ÎÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, Á ÆÌÁÇ.úÁÄÁÞÁ 19. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ èÁÄ×ÉÇÅÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 10.9. ðÙÔÁÅÍÓÑ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÄÒÏÂÉþÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄQ , ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉq � (f + g) = q � f + q � gÉ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ (qr) � f = q � (r � f):ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÕÍÎÏÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏÌÅÇËÏ | ÎÕÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ:(n � f)(x) = nf(x):ó ÄÒÏÂÑÍÉ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÓÌÏÖÎÅÅ. ðÕÓÔØ f | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.



126 ç. à. ðÁÎÉÎÁðÏ�ÒÏÂÕÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ 1=n � f ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n (ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÕÍÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÊ ÁÌ-ÇÅÂÒÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï n � g = f .ðÒÏÓÔÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ f ÎÁ 1=n ÎÅÌØÚÑ: Õ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÌÙÅ.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g ÍÏÖÅÔ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ: ÚÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ Z f(x) d�(x) = nZ g(x) d�(x);Ô. Å. R f(x) d�(x) ËÒÁÔÎÏ n, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÅÒÎÏ.úÎÁÞÉÔ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÛÁÎÓ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉÌÉÛØ ÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ R f(x) d�(x) = 0.îÁÞÎÅÍ Ó �ÒÉÍÅÒÏ×.úÁÄÁÞÁ 20. îÁÊÔÉ 1=2 � f , ÇÄÅ f | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ{ �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ;{ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ×ÙËÉÎÕÔÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ;{ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÙËÉÎÕÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ;{ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó ×ÙËÉÎÕÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ.úÁÄÁÞÁ 21. îÁÊÔÉ 1=n � f , ÇÄÅ f | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ{ �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ;{ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ Ó ×ÙËÉÎÕÔÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ;{ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÙËÉÎÕÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ;{ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó ×ÙËÉÎÕÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ.þÔÏÂÙ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ 1=n �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ R f(x) d�(x) = 0, ÎÁÄÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ f × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×,ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÙËÉÎÕÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, É ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× Ó ×ÙËÉÎÕÔÏÊ×ÅÒÛÉÎÏÊ.. õÍÎÏÖÉÔØ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ 1=n.. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØÀ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÙ �ÏÞÔÉ ××ÅÌÉÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÏ×Ï ��ÏÞÔÉ� ÏÔÎÏ-ÓÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ ÆÁËÔÕ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ R f(x) d�(x)ÎÅÌØÚÑ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÒÏÂØ.



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 12710. ìÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁîÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÜÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÉËÁÑ ÎÅÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÉÄÅÑ: ÍÙ ÓÂÏÌØÛÉÍ ÔÒÕÄÏÍ Ó�ÒÁ×ÉÌÉÓØ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÁÚÄÅÓØ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ e, É ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÑÓÎÏ, ËÁË ×ÏÚ×ÅÓÔÉÞÉÓÌÏ × ÓÔÅ�ÅÎØ �ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË�.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ××ÅÄÅÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ É ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ | ÈÏÒÏÛÉÊ �ÒÉÍÅÒÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÏÂÝÅÅ ÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏÝÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ. üÔÏÔ �ÒÉÅÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏ-ÔÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ÎÏ É × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÇÒÁÄÕÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÏÂÒÙ×ÁÀÝÅÊÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ.ðÕÓÔØ f | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ R f(x) d�(x) = 0. ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍ f+1, ÍÉÎÕÑ ÞÉÓÌÏ e. éÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ1Xn=1(�1)n�1 xnnÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ln(x + 1). (þÉÔÁÔÅÌÀ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ×Ó�ÏÍÉÎÁÔØ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ×Ï-�ÒÏÓÏ× ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×, ÎÁÍ ×ÁÖÅÎ ÌÉÛØ ÅÇÏ ×ÉÄ).üËÓ�ÏÎÅÎÔÁ ÔÏÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÒÑÄÁ:expx = 1Xn=0 xnn!þÔÏ ÅÓÌÉ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÆÕÎË�ÉÀ f? íÙ ÕÖÅÕÍÅÅÍ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÉÈ, ÎÏ ËÁË ÂÙÔØÓ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë �ÒÅÄÅÌÕ?á ÚÄÅÓØ ÎÁÓ ÖÄÅÔ �ÏÄÁÒÏË ÓÕÄØÂÙ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÙ Ï�ÕÓÔÉÍ, �ÏÄÁ-ÒÏË ÔÁË �ÏÄÁÒÏË):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. äÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ K(K � 1)4 = 0:úÎÁÞÉÔ, ×ÍÅÓÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑÓÕÍÍÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11. ðÕÓÔØ f | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏZ f(x) d�(x) = 0:ðÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀln(f + 1) def= 1Xn=1(�1)n�1 fnn ; exp f def= 1Xn=0 fnn! :÷×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÚÎÁËÏÍÙÍÉ ÓÏ ÛËÏ-ÌÙ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:



128 ç. à. ðÁÎÉÎÁ�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f É g ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏZ f(x) d�(x) = Z g(x) d�(x) = 0:�ÏÇÄÁ1. ln((f + 1)
 (g + 1)) = ln(f + 1) + ln(g + 1).2. exp(f + g) = exp f 
 exp g.3. ln(exp f) = f .4. exp(0) = 1.úÁÄÁÞÁ 22. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ. üÔÏ ÎÁÄÏ ÄÅÌÁÔØ × ÌÏÂ, ËÁË × �Ñ-ÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÎÁ ÕÒÏËÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ: �ÒÑÍÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÒÁÓ-ËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ É ÎÅ ÚÁÂÙÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÏÌØ-ÛÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÂÎÕÌÑÀÔÓÑ.11. çÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁ �ÏÈÏÖÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.ðÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÌÏ×ÑÔÓÑ� ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ.îÁÞÎÅÍ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÎÏ×ÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (2)f(x), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÍ ÓÖÁÔÉÅÍ ÏÓÉ x:(2)f(x) = f(2x)ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÅÖÎÉÍ, ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔ �ÒÉ x Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × 2 ÒÁÚÁ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x2 Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × 4 ÒÁÚÁ,É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.ðÏÜÔÏÍÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÌÅÇËÏ ÒÁÓ�ÏÚÎÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÔÑ-ÇÉ×ÁÎÉÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÏÓÉ x: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ | ÜÔÏ ÔÁËÏÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ (2) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ × 8 ÒÁÚ.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 6. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅ-ÌÉÔØ (ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á F0, F1, F2, : : : ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ1. ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ f =Pi fi,fi 2 Fi.2. åÓÌÉ fi 2 Fi, fj 2 Fj , ÔÏ fi � fj 2 Fi+j .3. äÅÊÓÔ×ÉÅ (2) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Fi × 2i ÒÁÚ.(÷ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÅÓÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÒÁ-ÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.)íÎÏÖÅÓÔ×Ï Fi ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ i ÁÌÇÅÂÒÙÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.



áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× 129îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÅÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÏÍÏÔÅ-ÔÉÉ: �ÏÌÏÖÉÍ (2)f(x) = f(x=2). úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× M ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ (ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÅÓÑ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Mi, i = 0; 1; 2; 3 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ1. ëÁÖÄÁÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ××ÉÄÅ f =Pi fi; fi 2Mi.2. åÓÌÉ fi 2 Mi, fj 2 Mj , ÔÏ fi � fj 2 Mi+j .3. äÅÊÓÔ×ÉÅ (2) Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ fi 2 Mi × 2i ÒÁÚÁ: f 2Mi ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ (2)f = 2if .íÎÏÖÅÓÔ×ÏMi ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-ËÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ i.üÌÅÍÅÎÔÙMi Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÅÂÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄ-ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× (ÁÎÁÌÏÇÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ×). ðÕÓÔØ K | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ(2) lnK = 2 � lnK:äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, 2 � lnK = ln(K 
K) = ln((2)K) = (2) lnK:úÁÄÁÞÁ 23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ(2)(lnK 
 lnK) = 4 � (lnK 
 lnK)É ÞÔÏ (2)((lnK)i) = 2i � ((lnK)i)îÁËÏÎÅ� ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (2)1 = 1. (äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÁ �ÒÉ ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÉ ÎÅÍÅÎÑÅÔÓÑ).ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÄÁÔØ Mi ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ (lnK)i, ÇÄÅ K | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f × ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÁ K.ðÏÌÏÖÉÍ p = lnK. �ÏÇÄÁK = exp(lnK) = 4Xi=0 pii! :üÔÏ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ.



130 ç. à. ðÁÎÉÎÁðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. ïÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑúÁÄÁÞÁ 1. óÕÍÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.úÁÄÁÞÁ 2. ðÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.úÁÄÁÞÁ 4. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË.úÁÄÁÞÉ 6 É 3. óÕÍÍÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ�ÅÒÅÎÏÓÁ.úÁÄÁÞÁ 11. ÷ÅÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 11.÷ÅÅÒ ÏÔÒÅÚËÁ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÂÏÌØÛÉÍ ËÒÕÇÏÍ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÏÔÒÅÚËÕ) ÎÁ Ä×Å �ÏÌÕÓÆÅÒÙ.÷ÅÅÒ ËÕÂÁ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÔÒÅÍÑ ÂÏÌØÛÉÍÉ ËÒÕÇÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÍÏÖ-ÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÎÏ �ÒÏÝÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÕÂ ÅÓÔØÓÕÍÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÔÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ×ÅÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ.úÁÄÁÞÁ 14. ÷ÉÒÔÕÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ×ÔÏ-ÒÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÒÉÓ. 12.úÁÄÁÞÁ 16. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Å.úÁÄÁÞÁ 20.{ ðÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×�ÏÌÏ×ÉÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.{ �ÁËÏÊ �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÌÅÇËÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅÞÁÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏÍ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ.{ ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÜÔÏÔ �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ(ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÏ × 2 ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÉÈ) �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É �ÁÒÁÌ-ÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ.{ áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÕÎËÔÕ, �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒ × ×ÉÄÅ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ (ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÏ × 2 ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÉÈ) ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× É Ä×ÕÈ �ÒÉÚÍ,Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ É �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ. ðÒÉÚÍÙ ÒÅ-ÖÕÔÓÑ �Ï�ÏÌÁÍ ÌÅÇËÏ.úÁÄÁÞÁ 21. óÍ. ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.
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