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îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× É
ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ∗

ó. â. çÁÛËÏ×

ðÕÓÔØ Mn � ×ÙÐÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË, pn � ÅÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ, dn � ÄÉÁÍÅÔÒ,
bn � ÛÉÒÉÎÁ, Rn � ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÅÇÏ ËÒÕÇÁ (ÒÁÄÉÕÓ
àÎÇÁ), rn � ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÎÅÍ ËÒÕÇÁ (ÒÁÄÉÕÓ âÌÑÛ-
ËÅ), sn � Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁ,
ÛÉÒÉÎÙ É ÏÂÏÉÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ × [1], [2]. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ-
×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÉÎÄÅËÓ n ÏÐÕÓËÁÅÍ), ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1], [2].
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ðÒÁ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × 1922 Ç. ë. òÅÊ-
ÎÈÁÒÄÔÏÍ [3]. úÄÅÓØ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ p ÐÅÒÉÍÅÔÒ, b ÛÉÒÉÎÁ É d ÄÉÁÍÅÔÒ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ
n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ M . ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

2nb tg �
2n 6 p 6 2nd sin �

2n :

ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÔÏÞÎÏÅ, ÅÓÌÉ n 6= 2k, k ∈ N.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØM∗ � ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ n-ÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ M , Ô. Å.
M∗ = 1

2(M + (−M)) = {(x− y)=2 : x; y ∈M}
(×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [2]). ôÏÇÄÁ M∗
ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ×ÙÐÕËÌÙÊ 2m-ÕÇÏÌØÎÉË, ÇÄÅ m 6 n, Ó ÔÅ-
ÍÉ ÖÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ, ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ É ÛÉÒÉÎÏÊ, ÞÔÏ É Õ M . éÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ M∗ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÒÁÄÉÕÓ r∗ = b=2 É ×ÎÅÛ-
ÎÉÊ ÒÁÄÉÕÓ R∗ = d=2. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

2nr tg �
n 6 p 6 2nR sin �

n

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n tg �
n ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, Á ÐÏ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n sin �
n ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ

2nb tg �
2n 6

6 2mb tg �
2m = 4mr∗ tg �

2m 6 p 6 4mR∗ sin �
2m = 2md sin �

2m 6

6 2nd sin �
2n ;

ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á p = 2nb tg �
2n , p = 2nd sin �

2n ÌÉÛØ ÔÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù,
ËÏÇÄÁ M∗ ÅÓÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 2n-ÕÇÏÌØÎÉË.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á p = 2nb tg �

2n = 2nd sin �
2n , Á ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ

ÎÅ ×ÅÒÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ.

ðÒÉÍÅÒÙ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏ-
ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ n ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ×ÉÄÅ
m(2k + 1). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n = 2sn0, ÇÄÅ n0 � ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ×ÉÄÅ n = m(2k + 1) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ �(n0) � ÞÉÓÌÕ ×ÓÅÈ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ n0. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ (2k + 1)-ÕÇÏÌØÎÉË Ó
ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ (ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ) d É Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒ-
ÛÉÎÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ d. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ
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ËÏÎÃÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ Ë ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÔÏÒÏÎÙ (2k + 1)-ÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÅÇÏ ÈÏÒÄÏÊ, ÏÔÓÅËÁÀÝÅÊ ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÅÇÍÅÎÔ, ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÉÊ-
ÓÑ ÉÚ×ÎÅ Ó (2k + 1)-ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÐÏ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÙÐÕËÌÕÀ
ÆÉÇÕÒÕ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ËÒÕÇÏ×. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÎÁ
ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ (2k+ 1)-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓÅÇÍÅÎ-
ÔÁÍÉ. îÁÚÏ×ÅÍ ÅÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ (2k+ 1)-ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ òÅÌÏ. äÉÁÍÅÔÒÏÍ ÜÔÏÊ
ÆÉÇÕÒÙ ÐÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÔ d, Á ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÄÕÇ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÎÙÈ ËÒÕÇÏ×, Ô. Å. �d, ÔÁË ËÁË ÓÌÏÖÉ× ÜÔÉ ÄÕÇÉ ×ÍÅÓÔÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÏ-
×ÉÎÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ d. ûÉÒÉÎÁ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ
ÏÄÉÎÁËÏ×Á É ÒÁ×ÎÁ d. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÆÉÇÕ-
ÒÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ. ÷ÐÉÛÅÍ × ÎÅÅ n-ÕÇÏÌØÎÉË Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÄÅÒÖÁÌÉÓØ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏ-
ÇÏ (2k + 1)-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ 2k + 1 ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÄÕÇ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ m ÒÁ×ÎÙÈ ÄÕÖÅË, ÈÏÒÄÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÓÔÏ-
ÒÏÎÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÉÁÍÅÔÒ ÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ d, Á
ÛÉÒÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ b = d cos(�=2n) � ×ÙÓÏÔÅ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
Ó ÒÅÂÒÏÍ d É ÕÇÌÏÍ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ �=n. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÉÍÅÔÒ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÅÎ
2nd sin(�=2n) = 2b tg(�=2n).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × 1922 Ç. ë. òÅÊÎÈÁÒÄÔÏÍ [3]. úÄÅÓØ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ p ÐÅÒÉÍÅÔÒ, s2 ÐÌÏÝÁÄØ É d ÄÉÁÍÅÔÒ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ
n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ M . ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×
p
s > 2

√
n tg �

n ; p 6 2nd sin �
2n

ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
s
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√
n
2 cos �n tg �
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ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. îÏ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ËÏÇÄÁ n ÎÅÞÅÔÎÏ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÒÁ-
ÝÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
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ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ R(n) ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÏÄÏÂÎÙÈ
n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ, Ô. Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

2nb tg �
2n = p = 2nd sin �

2n :

ôÏÇÄÁ
(i) R(n) = 0 ⇐⇒ n = 2k; k ∈ N;
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N

(ii)
1

2n
∑

2-m|n
2n=m('(m)− �(m)) 6 R(n) < 1

2n
∑

2-m|n
2n=m'(m);

ÄÌÑ n = 2lpk, k; l ∈ N, ÇÄÅ p > 2 � ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ,

(iii)
R(n) = 1

2n
∑

2-m|n
2n=m('(m)− �(m)) =

= 1
2n(2n=pp+ 2n=p2p(p− 1) + : : :+ 2n=pkpk−1(p− 1)) ∼ 2n=pp=2n;

(iv) R(n) = 1 ⇐⇒ n = p ÉÌÉ n = 2p; p > 2; p � ÐÒÏÓÔÏÅ.
úÄÅÓØ '(n) � ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ, �(n) � ÆÕÎËÃÉÑ í£ÂÉÕÓÁ, m | n � ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÍ.,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [4]).

ðÕÎËÔ (iv) ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ ÐÒÏ-
ÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ
R(n) = 1, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É ×ÔÏÒÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ: ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ R(2n) = 1; Ô. Å. ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÊ 2n-ÕÇÏÌØÎÉË òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M ÔÁËÏÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË, ÞÔÏ M∗ � ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÊ 2n-ÕÇÏÌØÎÉË. ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M∗ × ÏÄÎÏÍ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ É ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÍ ×ÅËÔÏÒÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒ-
ÎÉ 2n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ 1; "; "2; : : : "2n−1, ÇÄÅ " = exp i�

n . ñÓÎÏ, ÞÔÏ
−"j = "n+j . ôÏÇÄÁ ÓÔÏÒÏÎÁÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ M ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ
n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ M , ÌÅÖÁÝÅÅ × ÇÒÕÐÐÅ ËÏÒ-
ÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ W2n = {1; "; : : : ; "2n−1}. åÓÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ×ÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁÞÁÌÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ×ÅËÔÏ-
ÒÁ ÓÏ×ÐÁÌÏ Ó ËÏÎÃÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÔÏ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ n-ÕÇÏÌØ-
ÎÉË, ÐÏÄÏÂÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉËÕ M . åÓÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ×ÅËÔÏÒÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ
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ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ (−M) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï (−M) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ M ∩ (−M) = ∅: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ M ∩ (−M) = ∅
É M ∪ (−M) = W2n ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ. ïÎÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÔÁËÖÅ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×
ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× {"j ;−"j} ÏÄÉÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M ,
Á ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ −M . ôÁËÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

∑

"i∈M
"j = 0;

ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×
ÏÄÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. òÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ
×ÅËÔÏÒÏ× × ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÈÏÔÑ É ÉÍÅÅÔ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÍÍÕ, ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕ-
ÌÀ, ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅ×ÙÐÕËÌÏÍÕ ÉÌÉ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ An ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{M : M ⊂W2n; |M | = n; M ∩ (−M) = ∅}

(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ |M | ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M).
ôÁË ËÁË ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ {"j ;−"j} ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

M; ÔÏ |An| ÒÁ×ÎÏ 2n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A∗n ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ
ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ
ÎÕÌÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ An;m ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

{M : M ∈ An; |AutM | = m};
ÇÄÅ ÇÒÕÐÐÁ AutM = {w : w ∈ W2n; M = Mw}. ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ
ÚÒÅÎÉÑ AutM ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ×ÒÁÝÅÎÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M × ÓÅÂÑ.
åÓÌÉ |AutM | = m; ÔÏ m | 2n É ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ

AutM = {1; "2n=m; "4n=m; : : : ; "2n−2n=m};
Ô. Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ 2k�n=m, k = 0; : : : ;m− 1 (ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÇÏÌ � ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ). ôÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
M ∈ An;m, m > 1 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ×ÏËÒÕÇ
ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÏÎÁ ÉÚÍÅ-
ÎÑÌÁÓØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÔÁËÖÅ
ÕÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÒÏË. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ M ∈ An;m, m > 1,
x ∈ AutM , x 6= 1, ÔÏÇÄÁ

∑

"j∈M
"j =

∑

x"j∈M
x"j = x

∑

x"j∈M
"j = x

∑

"j∈M
"j ;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
(1− x)

∑

"j∈M
"j = 0;

∑

"j∈M
"j = 0;
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ÐÏÜÔÏÍÕ
∑

"j∈M
"j = 0

É M ∈ A∗n. úÎÁÞÉÔ An;m ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × A∗n, Ô. Å. An;m ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

{M : M ∈ A∗n; |AutM | = m}:
åÓÌÉ m ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ −1 = "(2n=m)(m=2) ∈ AutM , Ô. Å. ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 180 ÇÒÁÄÕÓÏ× (ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ), ÐÏÜÔÏÍÕ
× ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÅ −M = M . îÏ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË M ∩
(−M) = ∅ ÄÌÑ M ∈ An;m, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ An;m = ∅ ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ m.

åÓÌÉ ÖÅ m ÎÅÞÅÔÎÏ, ÄÅÌÉÔ n É M ∈ An;m, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

Mm = M ∩ {1; "; "2; : : : ; " 2n
m −1}:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ

|Mm| = n=m; (−M)m =
(
Mm + n

m

)
mod 2n

m ; Mm ∩ (−M)m = ∅;
×ÅÄØ

"2n=mM = M; "n=mM = "n=m("2n=m)(m−1)=2M = −M:
õÄÏÂÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

Mm = {"k1 ; : : : ; "kn=m}
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Mm = {"mk1 ; : : : ; "mkn=m} ⊂W2n=m. ôÏÇÄÁ

|Mm| = n=m; Mm ∩ (−M)m = ∅; |AutMm| = 1;
×ÅÄØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ |AutMm| = k > 1 ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ |AutM | = mk > m
× ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÉ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ M ∈ An;m: ðÏÜÔÏÍÕ Mm ∈ An=m;1: õËÁÚÁÎÎÏÅ
×ÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M ↔ Mm ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|An;m| =
∣∣An=m;1

∣∣ :
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

|An| =
∑

2-m|n
|An;m| =

∑

m|n0

|An;m| =
∑

m|n0

∣∣An=m;1
∣∣ ;

ÇÄÅ n0 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÅÞÅÔÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ n, Ô. Å. n = n02s, s = 0; 1; : : :.
åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ fk = |Akn=n0 | = (2k)n=n0 , gk = |Akn=n0;1|; k ∈ N, ÔÏ ÄÌÑ

ÎÅÞÅÔÎÙÈ k ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

fk = |Akn=n0 | =
∑

m|k

∣∣A(kn=n0)=m;1
∣∣ =

∑

m|k
gk=m :
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ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ (ÓÍ. [4]), ÉÍÅÅÍ

gk =
∑

m|k
�(m)fk=m =

∑

m|k
�(m)(2k=m)n=n0 =

∑

m|k
�(m)2kn=(mn0)

ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ k, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

|An;1| = gn0 =
∑

m|n0

2n=m�(m):

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ
|An;1|
n = 1

n
∑

m|n
2n=m�(m)

ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ n (ÆÏÒÍÕ-
ÌÕ ÄÌÑ ÉÈ ÞÉÓÌÁ ÓÍ. × [4]). éÚ×ÅÓÔÎÁ ÔÁËÖÅ Ó×ÑÚØ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÕÈÃ×ÅÔÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÉÚ n ÂÕÓÉÎÏË. ðÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÅ Ä×ÕÈÃ×ÅÔÎÏÅ ÏÖÅÒÅÌØÅ ÉÚ n ÂÕÓÉÎÏË ÎÁÚÏ×ÅÍ n=k-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ
ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ k ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÐÏÄ×ÅÓÏË. ïÖÅÒÅÌØÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ k-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ k, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ É
ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ In (ÏÖÅÒÅÌØÑ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ×ÒÁ-
ÝÅÎÉÅÍ × ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÖÅÒÅÌÉÊ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ k ÒÁ×ÎÏ Ik. òÁÚÒÅÚÁÑ ÒÁÚ-
ÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ä×ÕÈ-
Ã×ÅÔÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏÄ×ÅÓÏË. ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏÄ×ÅÓÏË, ÐÏÌÕ-
ÞÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ, ÒÁ×ÎÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ

∑

d|n
dId ;

Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁ×ÎÏ 2n. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ í£ÂÉÕÓÁ (ÓÍ. [4])

In = 1
n

∑

m|n
2n=m�(m):

üÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏ |An;1|=n ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n.
÷ [5, ÇÌ. 1, ÚÁÄÁÞÁ 27] ÄÏËÁÚÁÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ In ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ

n ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Zn, ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ w ∈W2n É Ä×ÕÈ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× M1;M ∈
An ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï M1 = Mw × ÇÒÕÐÐÅ W2n, ÔÏ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ-
ÚÏ×ÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M É M1 ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ. ÷ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, M É −M ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M ∈ An;m, É M1
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ í , ÔÏ M1 ∈ An;m, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An;m ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ
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ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ M ∈ An;m, ÔÏ ÞÉÓÌÏ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
M , ÒÁ×ÎÏ 2n=m. úÎÁÞÉÔ, × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ 2n=m ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ
ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × An;m ÒÁ×ÎÏ |An;m|m=2n. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÌÀÂÏÅ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ W2n ÎÁ ÐÁÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× M É −M ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ
ÏÖÅÒÅÌØÑ ÉÚ ÒÁ×ÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÅÒÎÙÈ É ÂÅÌÙÈ ÂÕÓÉÎÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÉ
ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÎÁ 180 ÇÒÁÄÕÓÏ× ÍÅÎÑÀÔÓÑ Ã×ÅÔÁ ×ÓÅÈ ÂÕÓÉÎÏË. åÓÌÉ M ∈ An;m,
ÔÏ ÜÔÏ ÏÖÅÒÅÌØÅ ÂÕÄÅÔ 2n=m-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÖÅÒÅÌØÑ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ
ÔÁËÉÅ ÏÖÅÒÅÌØÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏ ÏÖÅÒÅÌØÅ É ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ
ÞÉÓÌÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M É M1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ
ÄÒÕÇÁ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ, Ô. Å. ÒÁ×ÎÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ∈ An;1 ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ∑
"j∈M

"j 6= 0

(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {1; "; : : : ; "n−1}). ðÏÜÔÏÍÕ

R(n) <
∑

m|n0

|An;m|m2n =
∑

m|n0

∣∣An=m;1
∣∣ m

2n =
∑

m|n0

∑

k|n0=m
2n=mk�(k);

ÔÁË ËÁË n=m = 2sn0=m. íÅÎÑÑ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ k =
= l=m, ÉÍÅÅÍ

R(n) < 1
2n

∑

l|n0

2n=l =
∑

m|l
m�(l=m) = 1

2n
∑

l|n0

2n=l'(l);

ÔÁË ËÁË
∑

m|l
m�(l=m) = '(l):

ôÁË ËÁË ÒÁÚÎÙÍ ÏÖÅÒÅÌØÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ n-ÕÇÏÌØÎÉËÉ òÅÊÎ-
ÈÁÒÄÔÁ, ÔÏ

R(n) >

>
∑

1<m|n0

|An;m|m2n =
∑

m|n0

|An;m|m2n −
An;1
2n = 1

2n
∑

l|n0

2n=l('(l)− �(l)) =

= 1
2n

∑

2-m|n
2n=m('(m)− �(m))

É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ii) ÄÏËÁÚÁÎÙ.
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n
∑

1<m|n0

|An;m|m2n =
∑

1<m|n
|An=m;1|m2n

ÒÁ×ÎÁ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÕÈÃ×ÅÔÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÉÚ n
ÂÕÓÉÎÏË.

ðÕÓÔØ n = 2spk, s; k = 0; 1; : : : ; ÇÄÅ p � ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, M ∈ An É
∑

"j∈M
"j = 0:

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ −"j−n ×ÍÅÓÔÏ "j ÐÒÉ j > n × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÉÍÅÅÍ
n−1∑

j=0
�j"j = 0;

ÇÄÅ �j = ±1, j = 0; : : : ; n− 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ
�j = 1 ⇔ "j ∈M; �j = −1 ⇔ "j ∈ (−M):

ðÕÓÔØ

P (x) =
n−1∑

j=0
�jxj ;

É f2n ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÍ. × [4]). ôÏÇÄÁ
P (") = 0; É ÔÁË ËÁË f2n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÄÌÑ ", ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Õ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P (x). åÓÌÉ
p = 2, ÔÏ n = 2l; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ f2n = xn + 1 É ÐÏÜÔÏÍÕ f2n(x) ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÄÅÌÉÔØ P (x), ÔÁË ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ P (x) ÍÅÎØÛÅ n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, R(n) = 0 É
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (i) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ p > 2, n = 2spk. äÌÑ ËÒÕÇÏ×ÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
fp(x) = 1 + x+ : : :+ xp−1; f2p(x) = fp(−x) = 1− x+ x2 − : : :+ xp−1;

fn(x) = fp1·:::·ps
(
xp

r1−1
1 ·:::·prs−1

s
)
;

ÇÄÅ n = pr11 · : : : · prss . éÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
f2n = 1− xn=p + x2n=p − : : :+ xn(1−1=p); n = 2spk:

ôÁË ËÁË
P (x)
f2n(x) =

n=p−1∑

j=0
ajxj ;
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ÇÄÅ aj � ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ

P (x) = f2n(x) P (x)
f2n(x) = f2n(x)

n=p−1∑

j=0
ajxj =

n=p−1∑

j=0

p−1∑

k=0
(−1)kx

n
p k+j :

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �j ÁÎÔÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ
n=p, Ô. Å. �j+n=p = −�j , j = 0; : : : ; n− 1− n=p. ôÁË ËÁË

�j = 1 ⇔ "j ∈M; �j = −1 ⇔ "j ∈ (−M);
ÔÏ

"j ∈M ⇔ "j+n=p ∈ (−M); j = 0; : : : ; n− 1− n=p;
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ "j ∈ M ⇔ "j+2n=p ∈ M , j = 0; : : : ; 2n − 1, ×ÅÄØ "j+n = −"j .
ðÏÜÔÏÍÕ "2n=p ∈ AutM , |AutM | > 1, ÚÎÁÞÉÔ M 6∈ An;1 É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï An;1
ÐÕÓÔÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

R(n) =
∑

1<m|n0

|An;m|m2n = 1
2n

∑

2-m|n
2n=m('(m)− �(m))

É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (iii) ÄÏËÁÚÁÎÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, R(n) = 1, ÅÓÌÉ n = p ÉÌÉ n = 2p,
ÇÄÅ p > 2 � ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ n = 2sp, s > 2; ÔÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (iii)

R(n) = 1
2n

∑

2-m|n
2n=m('(m)− �(m)) = 1

2n2n=p('(p)− �(p)) =

= 1
2s+1 22s = 22s−s−1 > 2;

ÔÁË ËÁË 2s > s+ 2 ÄÌÑ s > 2.
åÓÌÉ 1 < p 6 √n ÄÅÌÉÔ n, ÔÏ ÄÌÑ n > 4

R(n) > 1
2n

∑

2-m|n
2n=m('(m)− �(m)) > 1

2n2n=p('(p)− �(p)) =

= 1
2n2n=p(p− 1 + 1) = p

2n2n=p > 2
√n−1=

√
n > 1;

ÔÁË ËÁË 2x=x ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ x > 2, É 2√n > 2√n ÐÒÉ
n > 4. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, R(n) = 1 ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ n ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÐÕÎËÔ
(iv) ÄÏËÁÚÁÎ.

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ, ËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ (2k+ 1)-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× òÅÌÏ. üÔÏ ÏÞÅ-
×ÉÄÎÏ ÐÒÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ R(n) É ÏÃÅÎËÉ �(n0)
ÞÉÓÌÁ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ { òÅÌÏ. åÓÌÉ n ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ Ä×ÏÊ-
ËÉ, ÎÉ ÐÒÏÓÔÏÍÕ, ÎÉ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2n=pp=2n . R(n); ÇÄÅ p �
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òÉÓ. 1. òÉÓ. 2.

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÅÞÅÔÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ n. éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(n0) 6
6 �(n) 6 2√n . 2

√n−1=√n . R(n), Ô. Å. R(n) × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÒÁÓÔÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÙÓÔÒÅÅ �(n). íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n; ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
R(n) > �(n0), ÒÁ×ÎÏ 15. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

R(15) > 253 + 235 + 2(2 · 4− 1)
30 = 5:

éÚ 5 ÜÔÉÈ 15-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÏÄÉÎ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ É ÅÝÅ Ä×Á ÎÁÍ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ
ËÁË 15-ÕÇÏÌØÎÉËÉ òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ { òÅÌÏ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÁ ÂÁÚÅ
5-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÄÒÕÇÏÊ � ÎÁ ÂÁÚÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ òÅÌÏ. ðÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅ-
ÒÁ, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÅÔÏÄ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÝÅ Ä×Á
ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ òÅÊÎÈÁÒÄÁ Ó ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ×ÒÁÝÅÎÉÊ. ÷ÎÁÞÁ-
ÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 15 ×ÒÁÝÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 15-ÕÇÏÌØÎÉË òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ. åÓÌÉ
ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 5 ×ÒÁÝÅÎÉÊ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÍÏÖÅÔ
ÉÍÅÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÉÄ

{1; "; "2; "6; "7; "8; "12; "13; "14; "18; "19; "20; "24; "25; "26}
É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 5-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÖÅÒÅÌØÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÒÉÓ. 1.

÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 15-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÂÁÚÅ ÐÑ-
ÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ òÅÌÏ.

åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 3 ×ÒÁÝÅÎÉÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÍÏÖÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ
Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ

{1; "; "2; "3; "4; "10; "11; "12; "13; "14; "20; "21; "22; "23; "24}
ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ 3-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÖÅÒÅÌØÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ
ÒÉÓ. 2.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 15-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÂÁÚÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
òÅÌÏ. ïÄÎÁËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÅÝÅ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ïÄÉÎ
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òÉÓ. 3.

A0 A1
A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8
A9

A10

A11

A12

A13

A14

òÉÓ. 4. 15-ÕÇÏÌØÎÉË òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ

òÉÓ. 5.

A0 A1
A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8
A9

A10

A11

A12

A13

A14

òÉÓ. 6. äÒÕÇÏÊ 15-ÕÇÏÌØÎÉË òÅÊÎ-
ÈÁÒÄÔÁ
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ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ
{1; "; "2; "4; "8; "10; "11; "12; "14; "18; "20; "21; "22; "24; "28};

ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ 3-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÅÒÅÌØÅÍ ÎÁ ÒÉÓ. 3.
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ 15-ÕÇÏÌØÎÉË òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 4.
÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å M ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

{1; "; "3; "4; "7; "10; "11; "13; "14; "17; "20; "21; "23; "24; "27};
ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ 3-ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÅÒÅÌØÅÍ ÎÁ ÒÉÓ. 5.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ 15-ÕÇÏÌØÎÉË òÅÊÎÈÁÒÄÔÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 6.
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îÏ×ÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ

éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íãîíï
÷. ï. âÕÇÁÅÎËÏ. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ. 2006. 12 Ó.
âÒÏÛÀÒÁ ÁÄÒÅÓÏ×ÁÎÁ ÓÔÁÒÛÉÍ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ É ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ×. îÉËÁËÉÈ

ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ ÏÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.
î. ñ. ÷ÉÌÅÎËÉÎ, á.î. ÷ÉÌÅÎËÉÎ, ð.á. ÷ÉÌÅÎËÉÎ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ. (óÏ×ÍÅÓÔÎÏ

Ó ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ �æéíá�.) 2006. 400 Ó.
÷ ËÎÉÇÅ × ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ, ÍÅÔÏÄÁÈ ÒÅÛÅÎÉÑ

ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, Ï ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ. ëÎÉ-
ÇÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÁ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÕÞÉÔÅ-
ÌÑÍ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÐÅÒ×ÙÈ ËÕÒÓÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÁËÕÌØÔÅÔÏ× ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× É ÐÅÄÉÎ-
ÓÔÉÔÕÔÏ×, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÍ, ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ.

á. à. úÕÂÏ× É ÄÒ. ïÌÉÍÐÉÁÄÙ ÐÏ ËÒÉÐÔÏÇÒÁÆÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. 2006. 136 Ó.
÷ ÓÂÏÒÎÉË ×ËÌÀÞÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÏÔ×ÅÔÙ É ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÐÏ ËÒÉÐÔÏ-

ÇÒÁÆÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ × íÏÓË×Å Ó 1991 ÐÏ 2005 ÇÇ. äÌÑ ÕÞÁÝÉÈÓÑ ÓÔÁÒÛÉÈ
ËÌÁÓÓÏ×, ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ×,
ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏÊ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏÓÔÉ.

íÏÓËÏ×ÓËÉÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÐÏ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ. ðÏÄ ÒÅÄ. å. ÷. áÎÄÒÅÅ×ÏÊ, ÷. í.
çÕÒÏ×ÉÃÁ É ÷. á. íÁÔÀÈÉÎÁ. 2006. 256 Ó.

ëÎÉÇÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÕÞÉÔÅÌÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ, ÓÔÕÄÅÎÔÏ× É ÐÒÏ-
ÓÔÏ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÒÅÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ Ó
ÐÏÄÒÏÂÎÙÍÉ ÒÁÚÂÏÒÁÍÉ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ.

÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×. úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ. 5-Å ÉÚÄ. ÉÓÐÒ. É ÄÏÐ. (ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó
ïáï �íÏÓËÏ×ÓËÉÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ�) 2006. 640 Ó.

óÔÁ×ÛÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÓÂÏÒÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏËÏÌÏ 1900 ÚÁÄÁÞ Ó ÐÏÌÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ
É ÏËÏÌÏ 150 ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. 4-Å ÉÚÄÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ ×ÙÛÌÏ ×
2001 ÇÏÄÕ. ðÒÉ ÐÅÒÅÎÁÂÏÒÅ ÔÅËÓÔÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÉÚÄÁÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÌÏ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÏÐÅÞÁÔÏË. ÷ 5-Í ÉÚÄÁÎÉÉ ÜÔÉ ÏÐÅÞÁÔËÉ ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÙ. ÷ ÎÏ×ÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÏ ÏËÏÌÏ
200 ÚÁÄÁÞ. äÏÂÁ×ÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÎÏ×ÁÑ ÇÌÁ×Á 31, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÁÑ ÜÌÌÉÐÓÕ, ÐÁÒÁÂÏÌÅ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ.

÷.÷. ðÒÁÓÏÌÏ×. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. 2006. 448 Ó.
üÔÁ ËÎÉÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ËÎÉÇÉ �üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÍÂÉÎÁ-

ÔÏÒÎÏÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ�. ÷ ËÎÉÇÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÁÄÁÞ (Ó ÒÅÛÅÎÉ-
ÑÍÉ) É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÓÔÁÒÛÉÈ ËÕÒÓÏ× É
ÁÓÐÉÒÁÎÔÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ; ÄÌÑ ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ×.

õ. æÕÌÔÏÎ. ôÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ É ÇÅÏ-
ÍÅÔÒÉÉ. ðÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. ÐÏÄ ÒÅÄ. á.í. ÷ÅÒÛÉËÁ. 2006. 328 Ó.

ëÎÉÇÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÔÁÂÌÉÃ àÎÇÁ É ÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ. äÌÑ
ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓÐÉÒÁÎÔÏ× É ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏ×.

á. ÷. ûÁÐÏ×ÁÌÏ×. ðÒÉÎÃÉÐ ÕÚËÉÈ ÍÅÓÔ. 2006. 24 Ó.
ëÎÉÇÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÐÏÉÓËÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. ëÎÉÇÁ

ÁÄÒÅÓÕÅÔÓÑ ×ÓÅÍ ÌÀÂÉÔÅÌÑÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ � ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÓÔÁÒ-
ÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÅÌÑÍ É ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÕÖËÏ×.

á. î. ûÉÒÑÅ×. úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. 2006. 416 Ó.
îÁÓÔÏÑÝÅÅ ÕÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌÅÅ 1500 ÚÁÄÁÞ (×ËÌÀÞÁÑ ÐÏÄÚÁÄÁÞÉ), ÎÅÐÏ-

ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÐÒÉ×ÑÚÁÎÎÙÈ� Ë ÕÞÅÂÎÉËÕ Á×ÔÏÒÁ × Ä×ÕÈ ËÎÉÇÁÈ �÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ô. 1� É �÷Å-
ÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ô. 2� (2004 Ç.) É ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ËÎÉÇ.
ðÏÓÏÂÉÅ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÏ ÎÁ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ. íÏÖÅÔ ÓÌÕ-
ÖÉÔØ ÕÞÅÂÎÙÍ ÐÏÓÏÂÉÅÍ ÄÌÑ ÁÓÐÉÒÁÎÔÏ× É ÓÐÒÁ×ÏÞÎÙÍ ÐÏÓÏÂÉÅÍ ÄÌÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ×.


