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í.î. éÓÔÏÍÉÎÁ á.â. ðÅ×ÎÙÊ

÷×ÅÄÅÎÉÅ
þÅÒÅÚ 〈x; y〉 = x1y1 + · · ·+xnyn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅË-

ÔÏÒÏ× x; y ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn. ðÕÓÔØ |x| =
√
〈x; x〉 �

ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ x, Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} � ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ × Rn.
÷ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ î. î. áÎÄÒÅÅ×Á É ÷. á. àÄÉÎÁ [1] ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉN ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ
ÚÁÒÑÄÏ×, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2. á×ÔÏÒÙ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÒÅ-
ÛÉÌÉ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÉ N = 6 É N = 12. ï ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÚÁÄÁÞÉ
ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÎÁ ÓÁÊÔÅ www.etudes.ru × ÒÁÚÄÅÌÅ �úÁÄÁÞÁ ôÏÍÓÏÎÁ�. áÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ
ÔÁË.

úÁÄÁÞÁ 1. íÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

W = W (x1; : : : ; xN ) =
∑

(i;j):i6=j

1
|xi − xj |

ÐÏ ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ (x1; : : : ; xN ) ÉÚ N ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÆÅÒÙ Sn−1.
íÙ ÒÅÛÉÍ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÉ N = n + 1, ÎÏ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ

Ó×ÑÚØ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ÍÁËÓÉÍÉÚÁÃÉÉ ÓÕÍÍÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÆÅÒÅ (ÎÁ ÜÔÕ
Ó×ÑÚØ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÝÅÎÏ ×ÎÉÍÁÎÉÅ × [1]).

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ-
ÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; am:

m
1
a1

+ · · ·+ 1
am

6 a1 + · · ·+ am
m ;

ÏÔËÕÄÁ
1
a1

+ · · ·+ 1
am

> m2

a1 + · · ·+ am
:

(òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a1 = · · · = am .)

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 11, 2007(105{112)
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ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

W =
∑

i 6=j

1
|xi − xj |

> (N2 −N)2P
i 6=j |xi − xj |

: (1)

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.
úÁÄÁÞÁ 2. òÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ N ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÐÏÐÁÒ-

ÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ
S(x1; : : : ; xN ) =

∑

(i;j): i6=j
|xi − xj | (2)

ÔÏÞÅË x1; : : : ; xN ÓÆÅÒÙ Sn−1 ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ.
÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÄÁÞÁ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÞÉÎ£ÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ 2, ËÁË ÐÏ-

ËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.
ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ X∗ = (x∗1; : : : ; x∗N ) � ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 2

É ÐÕÓÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ dij = |x∗i − x∗j |, i 6= j, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.
ôÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ X∗ = (x∗1; : : : ; x∗N ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ X = (x1; : : : ; xN ) ÐÏ-
ÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÆÅÒÙ × ÓÉÌÕ (1) É (2) ÉÍÅÅÍ

W (X) > (N2 −N)2

S(X) > (N2 −N)2

S(X∗) = W (X∗):

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ N2 − N ÞÉÓÅÌ dij = |x∗i − x∗j |,
i 6= j, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÅÛÉÔØ ÚÁ-
ÄÁÞÕ 2, É ÅÓÌÉ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ dij ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ, ÔÏ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ
ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1.

ðÒÉN = n+1 ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 2 ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ. ðÒÉ n = 2 ÏÐÔÉÍÁÌØ-
ÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÐÒÉ n = 3 � × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, Á ÐÒÉ n > 3 � × ×ÅÒÛÉÎÁÈ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.

÷ÅËÔÏÒÙ, ×ÅÄÕÝÉÅ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÔ ÆÒÅÊÍ íÅÒÓÅÄÅÓ{âÅÎÃ.

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÜÔÏÔ ÆÒÅÊÍ × Ñ×ÎÏÍ ÆÏÒÍÕÌØÎÏÍ ×ÉÄÅ.
îÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÍÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï
�ÆÒÅÊÍ�. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 2.

æÒÅÊÍ íÅÒÓÅÄÅÓ{âÅÎÃ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
óÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× {ei}Mi=1 × Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ö£ÓÔËÉÍ ÆÒÅÊÍÏÍ × Rn,

ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ A > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Rn ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
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ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
M∑

i=1
(〈x; ei〉)2 = A|x|2: (3)

éÚ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M > n. ëÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ x ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÆÒÅÊ-
ÍÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ (3) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

〈x; y〉 = 1
4

[|x+ y|2 − |x− y|2] =

= 1
4

[
1
A

M∑

i=1
(〈x+ y; ei〉)2 − 1

A

M∑

i=1
(〈x− y; ei〉)2

]
=

= 1
A

M∑

i=1
〈x; ei〉〈y; ei〉 =

〈
1
A

M∑

i=1
〈x; ei〉ei; y

〉
:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Rn, ÔÏ

x = 1
A

M∑

i=1
〈x; ei〉ei: (4)

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ Ö£ÓÔËÏÇÏ ÆÒÅÊÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÒÅÊÍ íÅÒÓÅÄÅÓ {
âÅÎÃ × R2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒ£È ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ
ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 120◦:

e2
1 = (0; 1); e2

2 =
(
−
√

3
2 ;−1

2

)
; e2

3 =
(√

3
2 ;−1

2

)
: (5)

äÌÑ ÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ
3∑

i=1
(〈x; e2

i 〉)2 = 3
2 |x|

2; x ∈ R2:

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÆÒÅÊÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ
ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÒÁ×ÎÙ 120◦.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 3 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÀ × Rn, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÆÒÅÊÍÏÍ íÅÒÓÅÄÅÓ{
âÅÎÃ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 2 ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n + 1
×ÅËÔÏÒÏ× Fn = {en1 ; en2 ; : : : ; enn+1} ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1. 〈eni ; enj 〉 = − 1
n , i; j ∈ [1; n+ 1], i 6= j;

2. |eni | = 1; i ∈ [1; n+ 1];

3. ∑n+1
i=1 eni = O;
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4. óÉÓÔÅÍÁ Fn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ö£ÓÔËÉÍ ÆÒÅÊÍÏÍ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ A =
= (n+ 1)=n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n. ðÒÉ n = 2 ÆÒÅÊÍ (5) ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÅÔ ×ÓÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ n − 1 ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ. óÉÓÔÅÍÁ Fn
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Fn−1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ.

äÌÑ i ∈ [1; n] ×ÅËÔÏÒ eni ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÚ en−1
i ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ n-Ê ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ

−hn É ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ×ÅËÔÏÒÁ:
eni = cn(en−1

i ;−hn); ÇÄÅ cn = 1p
1 + h2n

:

ðÏÌÏÖÉÍ enn+1 = (0; 0; : : : ; 0; 1) ∈ Rn. ðÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
〈en−1
i ; en−1

j 〉 = − 1
n− 1 , i; j ∈ [1; n], i 6= j. ôÏÇÄÁ

〈eni ; enj 〉 =
{
c2
n(〈en−1

i ; en−1
j 〉+ h2

n); i; j ∈ [1; n]; i < j;
−cnhn; i ∈ [1; n]; j = n+ 1:

ðÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ hn:
1

1 + h2
n
·
(
h2
n − 1

n− 1

)
= −cnhn = − hnp

1 + h2n
:

ïÔÓÀÄÁ hn = 1√
n2 − 1

, cn =
√
n2 − 1
n . ôÏÇÄÁ 〈eni ; enj 〉 = − 1

n , i 6= j. éÍÅÅÍ

|eni |2 = c2
n(|en−1

i |2 + h2
n) = 1; i ∈ [1; n]; |enn+1| = 1:

ôÁË ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á 3 É 4. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
úÁÍÅÞÁÎÉÑ.

1. õÇÏÌ 'n ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ eni É enj ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ
ÕÓÌÏ×ÉÑ cos'n = 〈eni ; enj 〉 = − 1

n , ÏÔÓÀÄÁ 'n = arccos(− 1
n) = �

2 +
+ arcsin 1

n , ÚÎÁÞÉÔ
2�
3 = '2 > '3 > · · · > 'n > · · · > �

2 ; lim
n−→∞'n = �

2 :

2. éÚÂÙÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (4) ÐÏ×ÙÛÁÅÔ ÎÁÄÅÖ-
ÎÏÓÔØ ÐÒÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ x ÐÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ci = 〈x; eni 〉,
i ∈ [1; n + 1]. åÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× {ci}n+1

i=1 ÂÕÄÅÔ ÕÔÒÁÞÅÎ,
ÔÏ ÐÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ ×ÅËÔÏÒ x ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÏÖÎÏ.
äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÔÒÁÞÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ck = 〈x; enk〉 Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÏÍÅ-
ÒÏÍ k ∈ [1; n+ 1]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ

{en1 ; : : : ; enk−1; enk+1; : : : ; enn+1} (6)
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Ó ×ÙËÉÎÕÔÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ enk . ÷ ÓÉÓÔÅÍÅ (6) ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÏ − 1

n , Á ÎÏÒÍÁ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÒÁ×-
ÎÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (6) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

G =




1 − 1
n − 1

n · · · − 1
n

− 1
n 1 − 1

n · · · − 1
n

· · · · · · · · · · · · · · ·
− 1
n − 1

n − 1
n · · · 1



:

üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ detG 6=
6= 0 É, ÚÎÁÞÉÔ, ÓÉÓÔÅÍÁ (6) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ {ẽ1; : : : ; ẽk−1; ẽk+1; : : : ; ẽn+1}, ÂÉÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ
Ë (6), É ×ÅËÔÏÒ x ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

x =
k−1∑

i=1
ciẽi +

n+1∑

i=k+1
ciẽi:

3. ÷ÏÐÒÏÓ Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ x × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÞÁÓÔØ ÆÒÅÊÍÏ×ÙÈ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÕÔÒÁÞÅÎÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÓÍ.,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [3]. ôÁÍ ÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ Mercedes-Benz frame.

4. éÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÆÒÅÊÍÁ Fn ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÖÅÓÔËÉÅ ÆÒÅÊ-
ÍÙ. õÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÆÒÅÊÍÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ
ÍÁÔÒÉÃÕ Q É ÐÅÒÅÄ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÍÉÓÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏ-
ÒÑÄËÅ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÍ ÚÎÁËÉ + É −:

{±Qen1 ;±Qen2 ; : : : ;±Qenn+1}: (7)
óÉÓÔÅÍÁ (7) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ö£ÓÔËÉÍ ÆÒÅÊÍÏÍ.

îÅÒÅÛÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ö£ÓÔËÉÊ ÆÒÅÊÍ Ó ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÏÊ n+ 1

n , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ n+ 1 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÆÒÅÊÍÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ (7).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÂÏÒ ÉÚ n+ 1 ÔÏÞÅË M = {e1; : : : ; en+1} ⊂ Sn−1 ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÆÒÅÊÍÏÍ íÅÒÓÅÄÅÓ{âÅÎÃ, ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:
1. 〈ei; ej〉 = − 1

n ÐÒÉ i 6= j; (8)

2. ∑n+1
i=1 ei = O.

ôÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ×
ÚÁÄÁÞÅ 2.
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ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ N = n + 1 ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ 2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÒÅÊÍÙ
íÅÒÓÅÄÅÓ{âÅÎÃ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÒÅÊÍ íÅÒÓÅÄÅÓ{âÅÎÃ M .
òÁÓÓÔÏÑÎÉÑ d∗ij = |ei − ej |, i 6= j, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ:

(d∗ij)2 = |ei|2 + |ej |2 − 2〈ei; ej〉 = 2 + 2
n = 2n+ 2

n :

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ d∗ij , i 6= j, ÒÁ×ÎÏ (n+ 1)2 − (n+ 1) = n2 + n, ÐÏÜÔÏÍÕ

S(M) = (n2 + n)
√

2n+ 2
n =

√
2(n+ 1)

√
n(n+ 1):

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ X = (x1; : : : ; xn+1) ÔÏÞÅË ÓÆÅÒÙ ÎÕÖÎÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ S(X) 6 S(M). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÉÄÅÀ ÓÔÁÔØÉ [1]. éÍÅÅÍ
|xi − xj | =

√
2y(〈xi; xj〉), ÇÄÅ y(t) =

√
1− t. ðÏÓËÏÌØËÕ y′′(t) < 0 ÐÒÉ t < 1,

ÔÏ y(t) ×ÏÇÎÕÔÁ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ × ÔÏÞËÅ − 1
n :

h(t) = y
(
− 1
n

)
+ y′

(
− 1
n

)(
t+ 1

n

)
:

ôÏÇÄÁ y(t) 6 h(t) ÐÒÉ ×ÓÅÈ t 6 1. ìÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

h(t) = 2n+ 1
2
p
n(n+ 1)

−
√n

2
√
n+ 1 t:

éÔÁË,
|xi − xj | 6

√
2h(〈xi; xj〉): (9)

óÕÍÍÉÒÕÑ n2 + n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÐÏÌÕÞÉÍ

S(X) 6
√

2(n2 + n) 2n+ 1
2
p
n(n+ 1)

−
√

2√n
2
√
n+ 1

∑

i6=j
〈xi; xj〉:

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
∑

i6=j
〈xi; xj〉 =

∣∣∣∣∣
n+1∑

i=1
xi

∣∣∣∣∣

2

− (n+ 1):

ðÏÜÔÏÍÕ

S(X) 6
√

2
2



(2n+ 1)

√
n(n+ 1) +

√
n(n+ 1)−

√n√
n+ 1

∣∣∣∣∣
n+1∑

i=1
xi

∣∣∣∣∣

2
 (10)

ðÒÉÄÅÍ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

S(X) 6
√

2
2

{
(2n+ 2)

√
n(n+ 1)

}
=
√

2(n+ 1)
√
n(n+ 1) = S(M):

úÎÁÞÉÔ, M � ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 2.
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åÓÌÉ X ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, S(X) = S(M), ÔÏ × (10) ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁ-
ÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ: ∑n+1

i=1 xi = O. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × (9) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á ÜÔÏ
×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 〈xi; xj〉 = − 1

n ÐÒÉ ×ÓÅÈ i 6= j.
úÎÁÞÉÉÔ, X � ÆÒÅÊÍ íÅÒÓÅÄÅÓ{âÅÎÃ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÄÁÞÉ
ïÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÚÁÄÁÞÁÈ 3{5 ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ Ñ×ÌÑ-

ÀÔÓÑ ÆÒÅÊÍÙ íÅÒÓÅÄÅÓ{âÅÎÃ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.
úÁÄÁÞÁ 3. òÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ n + 1 ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn−1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÔÁÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ > ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ�).

úÁÄÁÞÁ 4 (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÄÉËÔÁÔÏÒÁÈ). òÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ n + 1 ÔÏÞÅË ÎÁ
ÓÆÅÒÅ Sn−1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÔÁÌÏ ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÙÍ. (çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ n = 3 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ
× [4, ÚÁÄÁÞÁ 120]).

úÁÄÁÞÁ 5. ðÒÉ N = n+ 1 ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ
W (x1; : : : ; xN ) =

∑

i 6=j

1
|xi − xj |n−2

ÐÏ ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÉÚ N ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÆÅÒÙ Sn−1, n > 3.
(õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÓÒÅÄÎÅÅ ÐÏÒÑÄËÁ m = −(n − 2) ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ�. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ × [5], ÔÁÍ
ÖÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÉ N = 2n).

úÁÄÁÞÁ 6. òÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ N ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn−1, ÇÄÅ 3 6 N 6 n, ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÔÁÌÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
×ÅËÔÏÒÙ ÆÒÅÊÍÁ FN−1 × RN−1, ÄÏÐÏÌÎÅÎÎÙÅ n−N + 1 ÎÕÌÑÍÉ:

ei =
[
eN−1
i ; 0; : : : ; 0

]
; i = 1; : : : ; N;

ÄÁÀÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.
á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑÔ ÷. î. íÁÌÏÚ£ÍÏ×Á É ÷. é. ú×ÏÎÉÌÏ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ

ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.
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