îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô

ï. ë. ûÅÊÎÍÁÎ

ïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

íÏÓËŒÁ éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íãîíï 2004 õäë 512.547.2+512.815 ââë 22.1 û39

ûÅÊÎÍÁÎ ï. ë.

û39 ïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. | í: íãîíï, 2004. | 64 c. ISBN 5-94057-169-7

ëÎÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÏŒÙÊ ŒŒÏÄÎÙÊ ËÕÒÓ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. ðÒÅÄÎÁÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÔÕ- ÄÅÎÔÏŒ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ.

ââë 22.1

ïÌÅÇ ëÁÒÌÏŒÉÞ ûÅÊÎÍÁÎ ïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

ìÉÃÅÎÚÉÑ éä Ć 01335 ÏÔ 24.03.2000 Ç. ðÏÄÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÅÞÁÔØ 27.09.2004 Ç. æÏÒÍÁÔ 60 × 90 1/16. âÕÍÁÇÁ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞ. Ì. 4. ôÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ. úÁËÁÚ Ć

éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 119002, íÏÓËŒÁ, âÏÌØÛÏÊ œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., 11. ôÅÌ. 241-05-00.

ïÔÐÅÞÁÔÁÎÏ Ó ÇÏÔÏŒÙÈ ÄÉÁÐÏÚÉÔÉŒÏŒ Œ æçõð ĂðÏÌÉÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÓÕÒÓÙĄ.

ISBN 5-94057-169-7 © ûÅÊÎÍÁÎ ï. ë., 2004

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ ÁŒÔÏÒÁ

îÁÓÔÏÑÝÉÅ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÐÉÓËÉ ÓÅÍÅÓÔÒÏŒÏÇÏ ŒŒÏÄ- ÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÞÉÔÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÀ Œ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÍÏ- ÓËÏŒÓËÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ Œ 2002|2004 ÇÏÄÁÈ. ïÎÉ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ÓÔÕ- ÄÅÎÔÏŒ ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ.

ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÊ Ñ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÌÓÑ ÄŒÕÈ ÐÒÁŒÉÌ: 1) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÏÂÝÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ; 2) ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ, Ñ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÔÅÏ- ÒÅÍÕ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀ ÅÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅ- ÁÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÉÖÅ. éÌÉ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÀ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÔÒÀË œÅÊÌÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ SU(2) É SL(2; C ).

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ, Œ ÌÅËÃÉÉ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ ÐÒÉŒÏÖÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ëÁÄÏÍÃÅŒÁ|ðÅÔŒÉÁÛŒÉÌÉ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ. ñ ÐÏËÁÚÙ- ŒÁÀ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÉ- ŒÏÄÑÔ Ë ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ŒÙŒÏÄÁÍ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÁÔÏÍÁ. ëÕÌØÍÉÎÁÃÉÅÊ ËÕÒÓÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÄÌÑ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ Œ ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ É ŒÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÅÒŒÙÈ ÐÅ- ÒÉÏÄÏŒ ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ.

ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÓŒÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ Ñ ÛÉÒÏËÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÇÏÊ ü. â. œÉÎÂÅÒÇÁ ĂìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐĄ. ðÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÎÅÊ Ñ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÖÅÓÔËÏ ÐÏÄÏÛÅÌ Ë ÏÔÂÏÒÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÆÁËÔÏŒ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ Ñ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÌ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ËÎÉÇÁÍ é. í. çÅÌØÆÁÎÄÁ, ò. á. íÉÎÌÏÓÁ É ú. ñ. ûÁÐÉÒÏ ĂõÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ÇÒÕÐÐÙ ìÏÒÅÎÃÁĄ É â. ì. œÁÎ-ÄÅÒ-œÁÒÄÅÎÁ ĂíÅ- ÔÏÄ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅĄ. éÍÅÀÔÓÑ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ĂæÅÊÎÍÁÎÏŒÓËÉÈ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÆÉÚÉËÅĄ.

ñ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ó. ìÏËÔÅŒÕ ÚÁ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÚÁÐÉÓËÉ ÒÁÚÒÁ- ÂÏÔÁÎÎÙÊ ÉÍ ÃÉËÌ ÚÁÄÁÞ (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ). ñ ÔÁËÖÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÀ œ. ûÕ- ŒÁÌÏŒÁ, ÓÄÅÌÁŒÛÅÇÏ ÍÁËÅÔ É ŒÎÅÓÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÒÅÄÁËÃÉÏÎÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏŒ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÁ íãîíï, ŒÎÅÓÛÉÈ ÒÑÄ ÕÌÕÞÛÅÎÉÊ Œ ÔÅËÓÔ.

ï. ë. ûÅÊÎÍÁÎ. íÁÊ 2004 Ç.

ìÅËÃÉÑ 1. ïÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

1. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, GL(V ) | ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ V . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅÍ G Œ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ T : G → GL(V ). ïÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T (g) ÉÌÉ T_g .

ðÕÓÔØ V_0 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T . ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ T_g ÎÁ V_0 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ V_0, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅÍ T . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ÆÁËÔÏÒÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V =V_0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÎÅ ÉÍÅ- ÀÝÅÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ (Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÅŒÏÇÏ É ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ) ÐÏÄ- ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÍ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ (ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, É ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅ- ÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ V , ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÓÅ T_g ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙ). ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÁÍÏ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÙ É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ E | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ Œ V . ôÏÇÄÁ

(x; y) = |G|^{−1} ∑ g∈G E(T_g x; T_gy) (1)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

2. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ)

íÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_1 : G → → GL(V_1) É T_2 : G → GL(V_2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C : V_1 → V_2,

ÞÔÏ CT_1(g) = T_2(g)C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. åÓÌÉ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÅÒÍÉÎÙ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T_1 ∼= T_2). íÎÏÖÅÓÔŒÏ (ËÌÁÓ- ÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ^G.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. ëÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ | ÌÉ- ÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ.

ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ (Schur). ëÁÖÄÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÄ C ÓËÁÌÑÒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ CT (g) = T (g)C, É ˘ | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ C. ôÏÇÄÁ (C − ˘I)T (g) = T (g)(C − ˘I), Ô. Å. C − ˘I | ÍÏÒÆÉÚÍ. îÏ det(C − ˘I) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ C − ˘I = 0 (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.3).

ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ | ÏÓÎÏŒÎÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÍÅÔÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ | ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ (ÎÏ ÎÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ) ÓÐÌÅÔÁÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ T_1 É T_2 | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T_1 É T_2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘œ, ÇÄÅ œ : T_1 → → T_2 | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ˘ ∈ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ø : T_1 → T_2 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏÇÄÁ ø œ^{−1} | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T_1, Ô. Å. ø œ^{−1} = ˘I.

úÁÄÁÞÁ 1.1. ëÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.

3. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: ⊕, ⊗

ðÕÓÔØ T_1 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ U , T_2 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ W É V =U ⊕W . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T Œ V , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T (g)(x⊕y)= = T_1(g)x ⊕ T_2(g)y, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_1 É T_2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_1 ⊕ T_2. ðÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ n ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ nø .

ðÕÓÔØ T_1 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ U , T_2 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ H Œ W É V = U ⊗ W . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T ÇÒÕÐÐÙ G × H Œ V , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T (g × h)(x ⊗ y) = T_1(g)x ⊗ T_2(h)y (x ∈ U , y ∈ W , g ∈ G, h ∈ H), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_1 É T_2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_1 ⊗ T_2. ôÅÒÍÉÎ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ- ÓÑ Ë ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ É U , É W | ÐÒÅÄ-

ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (T_1 ⊗ T_2)(g)(x ⊗ y) = T_1(g)x ⊗ T_2(g)y.

4. óÐÅËÔÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ìÅÍÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ T : G → GL(V ) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ É V = V_1 ⊕ : : :

: : : ⊕ V_m | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÏÇÄÁ T ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ i_1; : : : ; i_p, ÞÔÏ V = U ⊕ V_{i1} ⊕ : : : ⊕ V_{ip} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÏÍÅÒÁ i_1; : : : ; i_p ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÞÔÏ U; V_{i1} : : : ; V_{ip} | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ (Œ ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ i_1; : : : ; i_p ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; : : : ; m

V_i ∩ (U ⊕ V_{i1} ⊕ : : : ⊕ V_{ip} )

ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V_i = { V_i;

{0}:

óÌÕÞÁÊ {0} ÉÓËÌÀÞÅÎ, Ô. Ë. ÔÏÇÄÁ V_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V_i ⊆ U ⊕ V_{i1} ⊕ : : : V_{ip} É V = U ⊕ V_{i1} ⊕ : : : ⊕ V_{ip} .

ìÅÍÍÁ 1.2. åÓÌÉ T ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ: T = ⨁ T_i, ÔÏ ÌÀ- ÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÕÍ- ÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1.1 V =U = V_{i1} ⊕ : : : ⊕ V_{ip} , É ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ. äÌÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÐÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, Á ÏÎÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ | ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.1.

ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ T ∼= T_1 ⊕ : : : ⊕ T_m É T ∼= ∼= S_1 ⊕ : : : ⊕ S_n, ÔÏ m = n É ÐÏÓÌÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ T_i ∼= S_i, i = 1; : : :; m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T_i É S_j ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: V = V_1 ⊕ : : : ⊕ V_m É V = U_1 ⊕ : : : ⊕ U_n, ÔÁË ÞÔÏ T_{Vi} ∼= T_i É T_{Uj} ∼= S_j .

ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 1.1 Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U = U_1. üÔÏ ÄÁÅÔ V = U ⊕ V_{i1} ⊕ : : : ⊕ V_{ik} , ÇÄÅ V_{i1} ; : : : ; V_{ik} | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ V_1; : : : ; V_m. ôÏÇÄÁ T_U ∼= ∼= T_{V =Vi1 ⊕:::⊕Vik} . éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V = V_1 ⊕ : : : ⊕ V_m ÉÍÅÅÍ T_{V =Vi1 ⊕:::⊕Vik} ∼=V_{j1} ⊕: : :⊕V_{jl} , ÇÄÅ {j_1;: : :;j_l}={1;: : :;m}−{i_1;: : :;i_k}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, S_1 ∼= T_U ∼= T_{V =Vi1 ⊕:::⊕Vik} ∼= T_{j1} ⊕ : : : ⊕ T_{jl} :

ôÁË ËÁË S_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ l = 1. œŒÅÄÅÍ ÎÏŒÕÀ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i ÔÁË ÞÔÏÂÙ V_{j1} ÐÒÉÏÂÒÅÌÏ ÎÏÍÅÒ 1. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ V_1 ∼= U É {i_1; : : :; i_k} = {2; : : : ; m}. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ: V = U ⊕ V_2 ⊕ : : : ⊕ V_m É V = U ⊕ U_2 ⊕ : : : ⊕ U_n, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ T_2 ⊕ : : : ⊕ T_m ∼= T_{V =U} ∼= S_2 ⊕ : : : ⊕ S_n:

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ m = n É, ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁ- ÃÉÉ, T_2 ∼= S_2; : : : ; T_m ∼= S_m.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ T ∼= ⨁ ø∈ ^G

m_ø ø ∼= ⨁ ø∈ ^G

n_ø ø , ÔÏ m_ø = n_ø ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ø ∈ ^G.

îÁÂÏÒ {m_ø | ø ∈ ^G} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T . éÚ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ, É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÓÐÅËÔÒ.

5. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ G É H ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ (ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G × H).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ T : G → GL(V ), S : H → GL(U ). 1) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ H = {e} É S = I | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V ⊗ U (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T ⊗ I) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ V ⊗ u_0 (u_0 ∈ U ).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ u_1 : : : u_m | ÂÁÚÉÓ Œ U . œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ V ⊗ U ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ x_1 ⊗ u_1 + : : : + x_m ⊗ u_m; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈ W ÉÍÅÅÍ w = œ_1(w) ⊗ u_1 + : : : + œ_m(w) ⊗ u_m. ïÞÅŒÉÄÎÏ, œ_i | ÍÏÒÆÉÚÍÙ:

(T ⊗ I)(g)w = T (g)œ_1(w)

œ_1 (T ⊗I(g)w)

⊗ u_1 + : : :

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ œ_i(T ⊗ I)(g)w = T (g)œ_i(w) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; m. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œ_i | ÍÏÒÆÉÚÍ (T ⊗ I)|_W É T | ÄŒÕÈ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ œ : (T ⊗ I)|_W → T É ÔÁËÉÅ ˘_i ∈ C , i = 1; : : : ; m, ÞÔÏ œ_i = ˘_iœ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

w = œ(w) ⊗ (∑ ˘_iu_i ) u_0

= œ(w) ⊗ u_0:

ðÏÓËÏÌØËÕ œ : W → V | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÍÅÅÍ œ(W ) = V . ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ W = V ⊗ u_0.

2) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ S ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É W ⊂ V ⊗ U ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ T ⊗ S.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÉÄÁ T (g) ⊗ S(e) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ T ⊗ I. ðÕÓÔØ W^′ ⊆ W | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ W ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ T ⊗ I. éÚ 1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ W^′ = V ⊗ u_0, u_0 ≠ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W ⊇ V ⊗ u_0. âÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë V ⊗ u_0 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÉÄÁ T (e) ⊗ S(h). ôÁË ËÁË S ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ

Span{S(h)u_0 | h ∈ H} = U;

ÇÄÅ Span ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W ⊃ ⊃ V ⊗ U .

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ë ÌÅËÃÉÉ 1

1.1. åÓÌÉ G ÁÂÅÌÅŒÁ, ÔÏ T_g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g. åÓÌÉ T ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ T_g = ˘_g I, ˘_g ∈ C (ÌÅÍÍÁ ûÕÒÁ); ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dim T = 1.

ìÅËÃÉÑ 2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

1. äÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ œ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÅÓ- ÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ g ∈ G ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œ(g) : X → X, ÐÒÉÞÅÍ œ(g_1g_2)x = œ(g_1)(œ(g_2)x) (ÌÅŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ) ÉÌÉ xœ(g_1g_2) = (xœ(g_1))œ(g_2) (ÐÒÁŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ). (ëÁË œ(g)x, ÔÁË É xœ(g) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ x ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ œ(g).) œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ œ(e) = 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ œ(g) ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÄŒÉÇÁÍÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ, ÌÅŒÙÍÉ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÍÉ). ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ gx ŒÍÅÓÔÏ œ(g)x É xg ŒÍÅÓÔÏ xœ(g).

åÓÌÉ ÎÁ X ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÇÌÁÄ- ËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÍÅ- ÒÏÊ), ÔÏ ÓÄŒÉÇÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÇÌÁÄ- ËÉÍÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ, ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ).

ïÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {gx | g ∈ G}. ëÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ:

(T_g f)(x) = f(g^{−1}x) ÄÌÑ ÌÅŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ É (S_g f)(x) = f(xg) ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ:

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G:

Reg(g_1; g_2)f(g) = f(g^{−1}_2 gg_1):

ôÕÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÍÅÛÅÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÏŒ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Reg ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ G × G, Á ÎÅ G. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÄÅÒÖÉ- ŒÁÔØÓÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ.

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Reg ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G × {e} É {e} × G ÄÁÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

L(g)f(h) = f(g^{−1}h) É R(g)f(h) = f(hg):

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÐÒÁŒÙÍ ÒÅ- ÇÕÌÑÒÎÙÍ. ïÎÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G, ÐÒÉÞÅÍ L ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÅŒÏÍÕ, Á R | ÐÒÁŒÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ.

úÁÄÁÞÁ 2.1. dim Reg = |G|:

2. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÌÏÖÉÍ T^′(g) = = T (g^{−1})^′ (ÓÐÒÁŒÁ^′ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÉ).

úÁÄÁÞÁ 2.2. T^′ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

3. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

œÏÚØÍÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T : G → GL(V ). åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ Œ V , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ GL(V ) → GL(n), ÇÄÅ n = dim V . óËŒÏÚÎÏÊ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G → GL(n) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T , ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÐÏÄ T (g) ÕÖÅ ÎÅ ÓÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ, Á ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ. üÌÅÍÅÎÔÙ T_{ij}(g) ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ G, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ T .

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G → GL(n). œÙÂÉÒÁÑ ÂÁÚÉÓ Œ V É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ GL(n) → GL(V ), ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ V . ðÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÅÔ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ É ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÏÇÏŒÏÒÏË.

ôÁËÖÅ ÂÅÚ ÏÇÏŒÏÒÏË ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ End(V ) ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÁÔÒÉÃ Matr(n × n), ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÕÀ Œ ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÊ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÉÉ).

úÁÄÁÞÁ 2.3. T ⊗ S ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔ- ÒÉÃ:

(T ⊗ S)(g_1; g_2)¸ = T (g_1)¸S(g_2)^′; ¸ ∈ Matr(n × m):

œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (T ⊗ S)(g_1; g_2) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ T (g_1) ∈ ∈ Matr(n × n), S(g_2) ∈ Matr(m × m). úÁÄÁÞÁ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅ- ÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ⊗ S É ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Matr(n × m).

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÊ T_{ij} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T :

M (T ) =

{_n ∑ i;j=1

¸_{ij} T_{ji}(g) | | | | ¸^{ij} ∈ C } :

ïÒÇÁÎÉÚÕÑ ÞÉÓÌÁ ¸_{ij} Œ ÍÁÔÒÉÃÕ ¸, ÉÍÅÅÍ

M (T ) = {tr ¸T (g) | ¸ = (¸_{ij} ) ∈ Matr(n × n)}:

úÁÄÁÞÁ 2.4 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ). M (T ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ M (T ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ŒÌÏÖÅÎÏ Œ Reg. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒ- ÌÅÎÉÊ?

ìÅÍÍÁ 2.1. M (T ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ Œ Reg. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ M (T ) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Reg. åÓÌÉ f ∈ M (T ), ÔÏ f(g) = tr ¸T (g) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸. ðÏÜÔÏÍÕ

(Reg(g_1; g_2)f)(g) = f(g^{−1}_2 gg_1) = tr ¸T (g^{−1}_2 )T (g)T (g_1) =

= tr(T (g_1)¸T (g^{−1}_2 )T (g)) = tr(ȷT (g)) ∈ M (t);

ÇÄÅ ȷ = T (g_1)¸T (g^{−1}_2 ).

úÁÄÁÞÁ 2.5. T ⊗ T^′ ∼= M (T ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.1. M (T ) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G × G. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. T ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R (R | ÐÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. T ⊗ T^′|_{G×{e}} ËÒÁÔÎÏ T É ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R ŒÍÅÓÔÅ Ó M (T ) ∼= T ⊗ T^′.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÌÏÖÅÎÏ Œ (ÐÒÁŒÏÅ ÉÌÉ ÌÅŒÏÅ) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, ÐÒÉÞÅÍ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ÒÁŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Reg

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ T É S | ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ G, ÔÏ T ⊗ T^′ É S ⊗ S^′ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G × G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÔÁËÖÅ T I = T ⊗ T^′|_{G×{e}} É SI = S ⊗ S^′|_{G×{e}}. îÏ T I ∼= mT , SI = nS. ìÅÍÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ.

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 2.5, ÐÏÌÕÞÁÅÍ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. åÓÌÉ T É S | ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ G, ÔÏ M (T ) É M (S) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G × G.

ðÕÓÔØ ^G | ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G (| ^G| ¡ ∞, Ô. Ë. ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ R).

ìÅÍÍÁ 2.3. ⨁ T ∈ ^G

M (T ) ⊆ Reg.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ T , ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.1, M (T ) ⊆ Reg. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ M (T ) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.1) É ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÚÁÄÁÞÁ 2.5 É ÌÅÍÍÁ 2.2). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M (T ), T ∈ ^G, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ T_1; : : : ; T_k; T_{k+1} ∈ ^G, ÞÔÏ

M (T_1); : : : ; M (T_k) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É M (T_{k+1}) ∩^k ⨁ i=1 M (T_i) ≠ {0}.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, Á M (T_{k+1}) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ-

ŒÐÁÄÁÔØ Ó M (T_{k+1}), Ô. Å. M (T_{k+1}) ⊆^k ⨁ i=1 M (T_i). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.2

M (T_{k+1}) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ M (T_1); : : : ; M (T_k), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 2.3.

ìÅÍÍÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ M (T ) Œ Reg.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1 (Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Reg). Reg = ⨁ T ∈ ^G

M (T ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 2.3 ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Reg ⊆ ⊆ ⨁ T ∈ ^G

M (T ).

ðÕÓÔØ f_1; : : :; f_N | ÂÁÚÉÓ Œ Reg, Á R_{ij}(g) | ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÁ- ŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ R Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ j = 1; : : :; N ÒÁÚÌÏÖÉÍ f_j (g) ÐÏ R_{ij}(g):

f_j(g) = f_j (e · g) = (R(g)f_j )(e) =

(_N ∑ i=1 R_{ij}(g)f_i ) (e) = N∑ i=1 f_i(e)R_{ij} (g);

Ô. Å. f_j = ∑ i f_i(e)R_{ij} ∈ M (R). îÏ R ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ

Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ: R = ⨁ T ∈ ^G

m_T T . ðÏÜÔÏÍÕ M (R) ⊆ ⨁ T ∈ ^G

M (T )

(Ô. Ë. Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ R | ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ó T ∈ ^G ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f_j ∈ ⨁ T ∈ ^G

M (T ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1; : : :; N . üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ,

ÞÔÏ Reg ⊆ ⨁ T ∈ ^G

M (T ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ (Burnside)).

|G| = ∑ T ∈ ^G

(dim T )^2:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. L ∼= R ∼= ⨁ T ∈ ^G

(dim T ) · T:

úÁÄÁÞÁ 2.6. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z_m (∼= {^m √ 1}).

úÁÄÁÞÁ 2.7. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁ É ŒÓÅ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ÏÎÁ ÁÂÅÌÅŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.8. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_3 É ÉÈ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ.

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ë ÌÅËÃÉÉ 2

2.3. T ⊗ S = {∑ ¸_{ij}t_i ⊗ s_j } , ÇÄÅ t_i, s_j | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. üÔÏÍÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ¸ = (¸_{ij} ). æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

2.4. åÓÌÉ T (g) → CT (g)C^{−1}, ÔÏ tr(¸CT (g)C^{−1}) = tr(C^{−1}¸CT (g)) = = tr(ȷt(g)) | ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

2.5. T ⊗ T^′ ∼= M (T ) (T ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ).

Á) œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ T ⊗ T^′ (ÚÁÄÁÞÁ 2.3) É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ : T ⊗ T^′ → M (T ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ¸^¯−→ tr(¸T (g)).

Â) ¯ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ

(T ⊗ T^′)(g_1; g_2)¸ = T (g_1)¸(T^′(g_2))^′ (ÚÁÄÁÞÁ 2.3) = T (g_1)¸(T (g^{−1}_2 )^′)^′ =

= T (g_1)¸(T (g^{−1}_2 );

(Reg(g_1; g_2)(tr ¸T ))(g) = tr ¸T (g^{−1}_2 gg_1) = tr(T (g_1)¸T (g^{−1}_2 ) · T (g));

Ô. Å. ¯ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ.

Œ) ¯ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

T ⊗ T^′ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.2.

ðÏÓËÏÌØËÕ ¯ | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ¯(T ⊗ T^′) ∼= T ⊗ T^′. éÔÁË, T ⊗ T^′ ⊆ M (T ). îÏ dimT ⊗ T^′ = (dim T )^2, Á M (T ) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ- ÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÉÄÁ T_{ij}(g), i; j = 1; : : :; dim T , Ô. Å. dim M (T ) ⩽ (dim T )^2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ T ⊗ T^′ ∼= M (t).

2.6. ðÕÓÔØ T_k(1) = e^{2ßik=m} = !^k (! = e^{2ßi=m}), dim T_k = 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎÉ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÉÈ m ÛÔÕË, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÜÔÏ ŒÓÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÄÅÔÅÒ- ÍÉÎÁÎÔÕ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ:

1 1 1 : : : 1 1 ! !^2 : : : !^{m−1} 1 !^2 !^4 : : : !^{2(m−1)} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 !^{m−1} !^{2(m−1)} : : : !^{(m−1)2} :

2.7. œÓÅ M (T ) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(g^{−1}hg) = f(h) ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ g; h. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

Reg(g; g)|_{M(T )}¸ = T (g)¸T (g^{−1})

ŒÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ = ¸;

Ô. Å. Reg(g; g) ≡ id.

éÔÁË, f(g^{−1}hg) = f(h) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g; h.

îÏ ÅÓÌÉ f(g_1) = f(g_2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f, ÔÏ g_1 = g_2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØ- ÍÅÍ f = ffi_{g1} , Ô. Å. f(g_1) = 1, f(g) = 0 (g ≠ g_1). åÓÌÉ ffi_{g1} (g_1) = ffi_{g1} (g_2), ÔÏ g_1 = g_2. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ g^{−1}hg = h ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; h, Ô. Å. gh = = hg.

2.8. 6 = 1^2 + 1^2 + 2^2 = 1^2 + : : : + 1^2 (6 ÒÁÚ). œÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÔÐÁÄÁÅÔ, ÔÁË ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÎÅÁÂÅÌÅŒÁ. éÔÁË, ÉÍÅÅÔÓÑ ÄŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ É ÏÄÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ. œÏÔ ÜÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ:

1) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ; 2) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ → (−1)^{ÞÅÔÎÏÓÔØ};

3) ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ: ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A_1A_2A_3 → → A_{œ(1)}A_{œ(2)}A_{œ(3)} (ÜÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ 2ß=3 É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ŒÙÓÏÔÁÈ).

ìÅËÃÉÑ 3. èÁÒÁËÔÅÒÙ É ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

1. èÁÒÁËÔÅÒÙ: ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÁËÔÙ èÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ

Ø_T (g) := tr T (g):

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ø_T (g) ∈ M (T ).

ðÒÉÍÅÒ. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ S_3 ÔÁËÏŒÙ. 1) Ø(œ) ≡ 1 ÄÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ; 2) Ø(œ) = (−1)^œ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ œ → (−1)^œ ; 3) ÈÁÒÁËÔÅÒ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ:

Ø(œ) =

2; œ = I;

0; œ | ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ; −1; œ = (123):

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ T (œ) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ( 1 0 0 1 ) ; ( 0 1 1 0 ) ; − 1 2 − √ 3 2 √ 3 2 − 1 2 = cos 2ß 3 − sin 2ß 3 sin 2ß 3 cos 2ß 3 :

èÁÒÁËÔÅÒÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

Ø_T ′ (g) = Ø_T (g^{−1})

(ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÌÅÄ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ T^′(g) = T (g^{−1})^′). äÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

Ø_T ′ (g) = Ø_T (g):

äÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ Ø_{T ⊕S} = Ø_T + Ø_S ; Ø_{T ⊗S} = Ø_T · Ø_S :

äÏËÁÖÅÍ ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. âÁÚÉÓ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ {x_i ⊗ y_j}, ÇÄÅ {x_i}, {y_j } | ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÉÓ- ÈÏÄÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ (i; j)-Ê ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T (g) ⊗ S(h) Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÒÁŒÅÎ T_{ii}(g)S_{jj} (h). îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏ i É j ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÏŒ.

2. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ C(G) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G, Z(G) ⊆ C(G) | ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ.

èÁÒÁËÔÅÒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ: Ø_T (g) ∈ Z(G). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

Ø_T (hgh^{−1}) = tr(T (h)T (g)T (h^{−1})) = tr T (g) = Ø(g):

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. {Ø_ø | ø ∈ ^G} | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Z(G). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ- ÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

f ∈ Z(G) ⇐⇒ Reg(g; g)f = f ∀g ∈ G:

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ∈ C(G) ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = ∑ ø∈ ^G fø , fø ∈ M (ø ), ÐÒÉ-

ÞÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ f ∈ Z(G) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ f = ∑ ø∈ ^G

Reg(g; g)f_ø :

œŒÉÄÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ M (ø ) ÆÕÎËÃÉÉ Reg(g; g)f_ø ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ M (ø ). óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ f, ÎÁÈÏÄÉÍ Reg(g; g)f_ø = = f_ø . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f_ø ∈ Z(G). íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ

f ∈ Z(G) =⇒ f_ø ∈ Z(G) ∩ M (ø ) ∀ø:

2) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

f ∈ Z(G) ∩ M (ø ) =⇒ ∃˘ ∈ C : f = ˘Ø_ø :

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ø ⊗ ø^{′ ¯}∼= M (ø ) É ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÅÊ ø ⊗ ø^′. üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¯ : ¸ → f = tr(¸ø (g)). ôÁË ËÁË f ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G, ÔÏ É ¸ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏ, Ô. Å. ø (g)¸ø (g^{−1}) = ¸. ôÏÇÄÁ ø (g)¸ = ¸ø (g), Ô. Å. ¸ | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø . ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ¸ = ˘I. ôÏÇÄÁ f(g) = tr(˘I)ø (g) = ˘Ø_ø (g).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÐÏÌÎÏÔÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z(G). éÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ M (ø ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.1. þÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. #{Ø_ø | ø ∈ ^G} = dim Z(G) = ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÓÔÉ.

ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÈÁÒÁËÔÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÁÖÎÅÊÛÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ìÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÏÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ T = ⨁ ø∈ ^G

m_ø ø . ôÏÇÄÁ Ø_T = ⨁ ø∈ ^G

m_ø Ø_ø . ôÁË ËÁË

Ø_ø ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÁ m_ø ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

3. çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(G) | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ, É ËÁË ÔÁËÏŒÙÅ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ïÄÎÁËÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÝÅ ÏÄ- ÎÏ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓŒÅÒÔËÏÊ (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅ- ÍÏÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ∗). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

(’ ∗ )(g) = ∑ hk=g

’(h)(k):

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(G) Ó ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ: ’ ⇝ ∑ g∈G ’(g) · g.

îÁÐÒÉÍÅÒ, g ÂÕÄÅÔ ÓÉÍŒÏÌÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÇÒÕÐÐÙ g É ÎÕÌÀ ÎÁ ÐÒÏÞÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. óŒÅÒÔËÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÏŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÔÁ- ËÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÔØ g ∗ h = gh É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ

R_g−1 f = f ∗ g; L_gf = g ∗ f:

œŒÉÄÕ R- É L-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ {M (ø )|ø ∈ ^G} ÏËÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ìÅÍÍÁ 3.1. Z(G) | ÃÅÎÔÒ C(g), Ô. Å. ÃÅÎÔÒ C(g) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÁÌÇÅ- ÂÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. f ∈ Z(G) ⇐⇒ f ∗ h = h ∗ f ∀h ∈ G. úÄÅÓØ f ∗ h = = ∑ f(g) · gh, h ∗ f = ∑ f(g) · hg. õÓÌÏŒÉÅ f ∗ h = h ∗ f ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ gh = hg^′ (g^′ = h^{−1}gh) f(g^′) = f(g).

4. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ëÁÖÄÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÁÌ- ÇÅÂÒÕ: T (f) = ∑ g∈G f(g)T (g); f ∈ C(G):

ðÕÓÔØ Z^′(G) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë Z(G). ãÅÎÔÒÁÌØ- ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ˘_T ∈ Z^′(G), ÇÄÅ

˘_T (Ø) = tr T (Ø) = ∑ g∈G Ø(g)Ø_T (g); Ø ∈ Z(G):

åÓÌÉ T ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ T (Ø) | ÓËÁÌÑÒ, Ô. Å. T (Ø) =

˘_T (Ø) dim T I.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. {˘_ø | ø ∈ ^G} | ÂÁÚÉÓ Œ Z^′(G).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) ðÕÓÔØ, ËÁË É ŒÙÛÅ, œ^′ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë œ. ëÏÇÄÁ œ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ^G, œ^′ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ^G. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ œ; ø ∈ ^G; œ^′ ≇ ø =⇒ ˘_ø (Ø_œ ) = 0:

œÙÞÉÓÌÉÍ ø (Ø_œ ) ÞÅÒÅÚ ÐÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

R|_{M(ø)} = (dim ø )ø =⇒ R(Ø_œ)|_{M(ø)} = (dim ø )ø (Ø_œ):

äÁÌÅÅ, R(Ø_œ ) = ∗Ø_œ′ (ÓŒÅÒÔËÁ Ó Ø_œ′ ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ R(Ø_œ) = ∑ Ø_œ(g^{−1})R_g−1 . îÏ R_g−1 = ∗g, Á Ø_œ(g^{−1}) = Ø_œ′ (g), ÐÏÜÔÏÍÕ R(Ø_œ) = ∗ ∑ Ø_œ′ (g)g.

åÓÌÉ f ∈ M (ø ), ÔÏ f ∗ Ø_œ′ = 0; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, (∗Ø_œ′ )|_{M(ø)} = 0. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, M (ø ) É M (œ^′) | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ f ∗ Ø_œ′ ∈ ∈ M (ø ) ∩ M (œ^′). ôÁË ËÁË œ^′ ≇ ø , ÔÏ M (ø ) ∩ M (œ^′) = {0}.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, R(Ø_œ)|_{M(ø)} = 0, Ô. Å. (dimø )ø (Ø_œ ) = 0, ÏÔËÕÄÁ ˘_ø (Ø_œ) = = 0.

2) ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ˘_ø (Ø_ø ′ ) ≠ 0, Ô. Å. ˘_ø | ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Z(G)^′, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ Ø_ø ′ Œ Z(G). ðÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ ø (Ø_ø ′ ) = ∑ g Ø_ø ′ (g)ø (g):

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

˘_ø (Ø_ø ′ ) = tr ø (Ø_ø ′ ) = ∑ g Ø_ø ′ (g)Ø_ø (g):

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÏÓÔØÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø É ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ø^′(g) = ø (g^{−1})^′ = ø (g), Ô. Å. ø^′ = ø . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ø_ø ′ = Ø_ø . ïËÏÎÞÁÔÅÌØ- ÎÏ ÉÍÅÅÍ ˘_ø (Ø_ø ′ ) = ∑ g Ø_ø (g)Ø_ø (g) ≠ 0:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. T ∼= ⨁ ø∈ ^G

m_ø ø =⇒ T (Ø) = ∑ m_ø ø (Ø) =⇒ ˘_T = ∑ m_ø ˘_ø .

îÏ ˘_ø ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÁ m_ø ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ˘_T ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ.

5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T ÇÒÕÐÐÙ G. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ Z(G) ÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁÐÁÓ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÜÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ó ÐÒÏ- ÓÔÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÜÔÉÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ìÅËÃÉÑ 4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

1. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ C(G)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ C(G) ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÆÏÒÍÕ:

(f_1; f_2) = 1 |G| ∑ g∈G f_1(g)f_2(g): (∗)

ìÅÍÍÁ 4.1. Reg | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ C(G) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ (∗).

2. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

ìÅÍÍÁ 4.2. äÌÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁ- ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ- ÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (· ; ·) ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. œÓÑËÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (Ax; y), ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉÃÁ. åÓÌÉ ÏÂÁ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ, ÔÏ (T^{−1}_g AT_gx; y) = (AT_g x; T_gy) = (Ax; y):

éÚ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ (· ; ·) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ T^{−1}_g AT_g = A ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G, ÏÔËÕÄÁ AT_g = T_g A ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ A = = ˘I.

3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

œ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.3 ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ˘_ø (Ø_œ′ ) = 0 ⇐⇒ ⇐⇒ ø ≇ œ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ˘_ø (Ø_œ′ ) = = ∑ g Ø_ø (g)Ø_œ (g), ÏÔËÕÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (Ø_ø ;Ø_œ)=0⇐⇒ø ≇œ, Ô. Å. ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ

ÓÉÓÔÅÍÕ. úÄÅÓØ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ, Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.1. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (ŒÚÑÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÒ- ÍÉÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÓŒÏÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁ- ÚÉÓ Œ C(G) Ó ÎÏÒÍÉÒÏŒËÏÊ (ø_{ij}; ø_{ij}) = 1= dim ø (i; j = 1; : : : ; dimø ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

1) ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ M (ø ).

ðÕÓÔØ œ; ø ∈ ^G, œ ≇ ø . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ p_œ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M (œ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ’ ∈ C(G) ÉÍÅÅÍ p_œ’ = ’_œ, ÇÄÅ ’ = ’_œ + ’^⊥_œ (’_œ ∈ M (œ), ’^⊥_œ ∈ M (œ)^⊥). ôÏÇÄÁ Reg ’ = = Reg ’_œ + Reg ’^⊥_œ , ÐÒÉÞÅÍ ŒŒÉÄÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ M (œ) É M (œ)^⊥ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Reg ’_œ ∈ M (œ) É Reg ’^⊥_œ ∈ M (œ)^⊥. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p_œ Reg ’ = Reg p_œ’, ÔÏ ÅÓÔØ p_œ | ÜÐÉÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ M (œ). ïÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÑ ÅÇÏ ÎÁ M (ø ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ p_œ : M (ø ) → M (œ). ôÁË ËÁË M (ø ) ≇ M (œ), ÔÏ p_œ |_{M(ø)} = 0, Ô. Å. ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÅËÔÏÒÁ M (ø ) ⊆ M (œ)^⊥.

2) ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ŒÎÕÔÒÉ M (ø ) É ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ¯ : Matr(V_ø ) ↔ M (ø ), ¯(¸) = tr ¸ø (g) (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÉ 2.3, 2.5). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ V_ø ŒÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø . œ ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ø (g) ÕÎÉÔÁÒÎÙ.

œ Matr(V_ø ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ tr(¸ȷ^∗) (ÇÄÅ ȷ^∗ = ȷ^′). ïÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ø Œ Matr, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ¸ → → ø (g_1)¸ø (g^{−1}_2 ) (Ô. Å. ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ).

íÙ ÍÏÖÅÍ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ tr(¸ȷ^∗) É (¯(¸); ¯(ȷ)) ËÁË ÄŒÁ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ- ÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ïÎÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ c_ø , Ô. Å. (¯(¸); ¯(ȷ)) = c_ø tr(¸ȷ^∗).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ø_{ij}(g) = ¯(E_{ji}). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

¯(E_{ji}) = tr(E_{ji}ø ) = tr

0 : : : 0 : : : : : : : : : : : : : ø_{i1} : : : ø_{inø} : : : : : : : : : : : : : 0 : : : 0

= ø_{ij}

(Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÁ ÔÏÌØËÏ j-Ñ ÓÔÒÏËÁ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (ø_{ij} ; ø_{kl}) = = c_ø tr(E_{ji}E^′_{lk}) = c_ø tr(E_{ji}E_{kl}) = c_ø tr(ffi_{ik}E_{jl}) = c_ø ffi_{ik}ffi_{jl}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (ø_{ij} ; ø_{kl}) = 0 ÐÒÉ i ≠ k ÉÌÉ j ≠ l, É (ø_{ij}; ø_{ij}) = c_ø ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j = 1; : : : ; dimø .

œÙÞÉÓÌÉÍ c_ø . œŒÉÄÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ ø (g)

dim ø∑

j=1 ø_{ij}(g)ø_{ij} (g) = 1:

ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÐÏ g É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ |G|:

dim ø∑

j=1 1 |G| ∑ g∈G ø_{ij} (g)ø_{ij} (g) = 1 =⇒

dim ø∑

j=1 (ø_{ij}; ø_{ij}) = 1:

îÏ (ø_{ij}; ø_{ij}) = c_ø , ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ i; j (ÓÍ. ŒÙÛÅ), ÐÏÜÔÏÍÕ c_ø dim ø = 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.1. {Ø_ø | ø ∈ ^G} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ Z(C). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) œ ≇ ø =⇒ (Ø_ø ; Ø_œ) = 0.

2) (Ø_ø ; Ø_ø ) =^{dim ø} ∑ i=1 (ø_{ii}; ø_{ii}) = (dim ø )c_ø = 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.2. åÓÌÉ T = ⨁ ø∈ ^G

m_ø ø , ÔÏ m_ø = (Ø_T ; Ø_ø ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Ø_T = ∑ œ∈ ^G

m_œØ_œ , ÄÁÌØÛÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ-

ŒÁÎÎÏÓÔØ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.3. T ∈ ^G ⇐⇒ (Ø_T ; Ø_T ) = 1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. T = ⨁ ø∈ ^G

m_ø ø =⇒ (Ø_T ; Ø_T ) = ∑ ø∈ ^G

m^2_ø . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ-

ÎÏ, (Ø_T ; Ø_T ) = 1 ⇐⇒ ŒÓÅ m_ø = 0 ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÒÁŒÎÏÇÏ 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.2 | ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÓÐÅËÔÒÁ, ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ 4.3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÉ Ë ÌÅËÃÉÑÍ 3, 4 1. äÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ËÌÁÓÓÁÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ S_n.

õËÁÚÁÎÉÑ. âÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n É ÂÒÏÓÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ Œ ÔÁÂÌÉÃÕ àÎÇÁ. óÔÒÏËÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ËÁË ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÃÉËÌÙ. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÉ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ œ(i_1; : : :; i_k)œ^{−1} = (œ(i_1); : : : ; œ(i_k)), ÇÄÅ (i_1; : : : ; i_k), (œ(i_1); : : : ; œ(i_k)) | ÃÉËÌÙ.

2. œÙÐÉÓÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ S_3, S_4, S_5. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ S_4 (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅ- ÍÏÊ âÅÒÎÓÁÊÄÁ.) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_4 ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ S_4 Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÔÅÔÒÁ- ÜÄÒÁ).

3. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÞÅÔÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒÏË A_4.

òÅÛÅÎÉÅ. |A_4| = 1 2 |S^4| = 12. çÒÕÐÐÁ A^4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÔÅÔÒÁÜÄÒÅ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÎÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. ìÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (S_3, |S_3| = 6), ÌÉÂÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Ó ÉÚ- ÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÉÚ ÎÉÈ. éÔÏÇÏ | ÄŒÅÎÁÄÃÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

A_4 ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÅ- ÔÒÁÜÄÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ 12 = 3^2 + 1^2 + 1^2 + 1^2, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÔÒÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ìÀÂÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏ ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÅ, Ô. Å. ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÎÅÍÕ: A_4=[A_4; A_4] ∼= Z_3. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ Z_3 ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÁÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÒÁÝÅ- ÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÒÉ ÏÄÎÏÊ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ.

4. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ D_n = {a;b | a^n = b^2 = e;aba = b} (a = e^{2ßi=n}, b | ÏÓÅŒÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ).

òÅÛÅÎÉÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Z_n (ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏÍ a) ÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ˘ = e^{2ßik=n}. åÓÌÉ T_av = ˘v, ÔÏ T_a(T_bv) = ˘^{−1}(T_bv), Ô. Å. ÐÒÉ ˘ ≠ ˘^{−1} ÐÁÒÙ ⟨v; T_bv⟩ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄŒÕÍÅÒ- ÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÐÒÉ ˘ = ˘^{−1} | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ˘ = ˘^{−1} ÐÒÉ ˘ = ±1. ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n | ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ˘ = 1; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ (T_b)^2 = 1 ÉÍÅÅÍ T_b = ±1, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÄŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÉÍÅÅÍ ˘ = ±1 É T_b = ±1, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÞÅ- ÔÙÒÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ôÁËÖÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÉÍÅÅÔÓÑ

[ n − 1 2 ] ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. |D_n| = 2n. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÑŒÎÏ. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ | ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÁËÔÏ- ÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÕ (Œ ÆÁËÔÏÒÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÒÕÐÐÁ Z_2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b, ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n, É ÇÒÕÐÐÁ Z_2 × Z_2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ b É a^{n=2}, ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ). äŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍ ÄÉÜÄÒÁ (ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ É ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ).

5. òÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ:

Á) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ;

Â) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ.

õËÁÚÁÎÉÑ. çÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ S_4. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÅÒÛÉÎ. ìÀÂÁÑ

ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ ŒÅÒÛÉÎ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÕÂÏÍ É ÔÅÔÒÁÜÄÒÏÍ ÔÁËÏŒÁ: Œ ËÕÂ ŒÐÉÓÁÎÏ ÄŒÁ ÔÅÔÒÁ- ÜÄÒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÕ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, #{ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÕÂÁ}=2·#{ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ}= = 2 · 24 = 48.

çÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÕÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÓŒÑÚÉ S_4 Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ËÕÂÁ ÔÁËÏŒ. S_4 ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. üÔÏ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ: ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌØÛÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ.

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ S_4 É ÐÕÔÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÐÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ôÁÂÌÉÃÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÁËÏŒÁ (ÐÒÏŒÅÒÉÔØ!):

S_4 1 1 6 (12) 8 (123) 6 (1234) 3 (12)(34) ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ U 1 1 1 1 1 úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÅ U^′ 1 −1 1 −1 1 óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ V (dim = 3) 3 1 0 −1 −1 V ⊗ U^′ 3 −1 0 1 −1 äŒÕÍÅÒÎÏÅ W 2 0 −1 0 2

(ÐÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ).

ìÅËÃÉÑ 5. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_d

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÒÅÓÌÅÄÕÅÔ ÄŒÏÑËÕÀ ÃÅÌØ. ðÅÒŒÏÅ | ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ- ŒÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, É ŒÔÏÒÏÅ | ÄÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ ËÁË ÜÔÁ ĂÓÅÄÁÑĄ ËÌÁÓÓÉËÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÉÚÉËÅ. œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÄÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÌÉ- ÔÅÒÁÔÕÒÕ (W. Fulton and J. Harris. Representation theory (a ˛rst course), Springer-Verlag New-York Inc., 1991; V. Kac and A. Raina. Bombay Lectures on Highest weight representations of in˛nite-dimensional Lie algebras, World Scienti˛c Publ. Co. Pte. Ltd., 1987).

1. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

þÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ = ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ = ÞÉÓ- ÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p(d) (ÉÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ d Œ ÓÕÍÍÕ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ_∞ ∑ d=0 p(d)t^d = ∞∏ 1 1 1 − t^n :

2. éÄÅÎÔÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ

äÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˘: ˘_1 ⩾ ˘_2 ⩾ : : : ⩾ ˘_k ⩾ 1, ∑ ˘_i = d É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÄÁÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ S_d ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ S_d ÄŒÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ P É Q:

P_˘ = {g ∈ S_d | g ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÓÅ ÓÔÒÏËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ˘}; Q_˘ = {g ∈ S_d | g ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ˘}:

éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔ ËÌÅÔËÉ ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏË, Á ŒÔÏÒÏÊ | ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. ðÏÓÔÁŒÉÍ ÜÔÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C(S_d):

a_˘ = ∑ g∈P_˘

g; b_˘ = ∑ g∈Q_˘

(−1)^gg:

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

c_˘ = a_˘b_˘ ∈ C(S_d):

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÏÍ àÎÇÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ c^2_˘ = n_˘c_˘. ïÂÒÁÚ c_˘ (ÐÒÉ ÐÒÁŒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ Œ C(S_d)) ÅÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V_˘, É ÌÀ- ÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ S_d ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (c_˘=n_˘)^2 = c_˘=n_˘ (ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÄÅÍ- ÐÏÔÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ C(S_d)). üÌÅÍÅÎÔ c_˘=n_˘ ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÏÒ C(S_d) → → V_˘.

3. èÁÒÁËÔÅÒÙ: ÆÏÒÍÕÌÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ

äÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ i = (i_1 : : : i_d), ÇÄÅ i_ff | ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ ff (ff = 1; : : :; d). ïÞÅŒÉÄÎÏ, d∑ ff=1 ffi_ff = d:

ðÕÓÔØ k = i_1 + : : : + i_d (ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ). œŒÅÄÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÅ x_1; : : : ; x_k, É ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÙ îØÀÔÏÎÁ

P_j(x) = x^j_1 + : : : + x^j_k (j = 1; : : : ; d)

É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ)

´(x) = ∏ 1⩽i¡j⩽k

(x_i − x_j):

åÓÌÉ f(x) | ÐÏÌÉÎÏÍ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ [f]_{l1:::lk} ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ: f(x) = ∑ [f]_{l1 :::lk} x^{l1}_1 : : : x^{lk}_k .

œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜÆÆÅËÔÉŒ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ (ÓÍ. Fulton and Harris).

œÏÚØÍÅÍ ÄŒÅ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. úÁÄÁ- ÄÉÍ ÐÅÒŒÕÀ, ËÁË É Œ ÐÕÎËÔÅ 2, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ˘, Á ŒÔÏÒÕÀ | ÎÁÂÏÒÏÍ i = (i_1; : : : ; i_d). ðÕÓÔØ Ø_˘ | ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÐÅÒŒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, C_i | ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ- ÂÏÒÏÍ i. ôÏÇÄÁ

Ø_˘(C_i) = [ ´ d∏ j=1 P^{ij}_j ] l_1 :::l_k ; ÇÄÅ l_n = ˘_n + k − n (n = 1; : : :; k), ´ É P_j | ÐÏÌÉÎÏÍÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ.

4. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÆÏÒÍÕÌÁ ËÒÀËÏŒ

îÁÚÏŒÅÍ ËÒÀËÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Œ ÆÏÒÍÅ ÂÕËŒÙ ç. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

dim V_˘ = d! ∏ (ÄÌÉÎ ËÒÀËÏŒ)

(ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ËÒÀËÁÍ, ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎ- ÇÁ ˘).

5. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ

ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ S_˘ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

S_{(˘1 ;:::;˘k)}(x) = det(x^{˘i+k−i} j ) ´(x) :

(Fulton and Harris, Appendix A). éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅ- ÓÔÉ, ÞÔÏ_d ∏ j=1 P_j(x)^{ij} = ∑ Ø_˘(C_i)S_˘(x):

ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÉÇÒÁÀÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ËÏÍÂÉ- ÎÁÔÏÒÉËÅ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÎÉ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ É Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ. îÉÖÅ ÍÙ ËÏÒÏÔËÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍ ÄŒÁ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ.

6. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ëÁÄÏÍÃÅŒÁ|ðÅÔŒÉÁÛŒÉÌÉ (KP): 3 4 @^2u @y^2 = @ @x ( @u

@t − 3 2 u @u @x − 1 4 @^3u @x^3 ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ K dV :

üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ŒÏÌÎÙ Œ ÐÌÁÚÍÅ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÌÁÓÓ ÑŒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÛÅ- ÎÉÑÍÉ KP: 2 @^2 @x^2 log S^˘(x; y; t; c^4; c^5; : : :);

ÇÄÅ c_4; c_5; : : : | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

õÒÁŒÎÅÎÉÅ ëÁÄÏÍÃÅŒÁ|ðÅÔŒÉÁÛŒÉÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ ŒÐÏÌÎÅ ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕÐÎÅÊÛÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ XX ŒÅËÁ. œ 50|60-È ÇÏÄÁÈ XX ÓÔÏÌÅ- ÔÉÑ, Œ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÈ, æÅÒÍÉ, ðÁÓÔÁ É õÌÁÍÏÍ ÂÙÌÁ ÏÂÎÁ- ÒÕÖÅÎÁ ÁÎÏÍÁÌØÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÁÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÚÁÃÉÑ ÃÅÐÏÞËÉ ôÏÄÁ, Á çÁÒÄÎÅ- ÒÏÍ, çÒÉÎÏÍ, ëÒÕÓËÁÌÏÍ É íÉÕÒÏÊ | ÓÏÌÉÔÏÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ëÏÒÔÅŒÅÇÁ|ÄÅ æÒÉÚÁ (KdV ). œÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÑŒÌÅÎÉÑ ÏÂSSÑÓÎÑ- ÀÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅÍ Õ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁËÏÎÏŒ ÓÏÈÒÁÎÅ- ÎÉÑ (ð. ìÁËÓ). òÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ Œ ÒÁÚŒÉÔÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÓÙÇÒÁÌÉ íÏÓËÏŒÓËÁÑ ÛËÏÌÁ (ËÏÎÅÞÎÏÚÏÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ) É ìÅÎÉÎÇÒÁÄÓËÁÑ ÛËÏÌÁ (ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ- ŒÁ ÔÅÏÒÉÑ).

7. ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÑ

ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÆÏËÏŒÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÂÏ- ÚÏÎÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ. ïÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÎÏÍÁÍ ÐÒÉ ÂÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ (ÓÍ. Kac|Raina), ËÏÔÏÒÏÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ëÁÃÁ|íÕÄÉ.

ìÅËÃÉÑ 6. çÒÕÐÐÙ SU(2) É SO(3)|ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ

1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ SU(2) É SO(3)

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÕÀ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ SU(2) É ÇÒÕÐÐÕ ŒÒÁÝÅ- ÎÉÊ SO(3) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

u ∈ SU(2) ⇐⇒ u ∈ Matr(2 × 2); u^∗u = 1; ÇÄÅ u^∗ = u^′; É det u = 1;

u ∈ SO(3) ⇐⇒ u ∈ Matr(3 × 3); u^′u = 1 É det u = 1:

úÁÄÁÞÁ 6.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

SU(2) = {( z_1 z_2 −z_2 z_1 ) | | | |z^1|^2 + |z^2|^2 = 1 } : óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.1. SU(2) ∼= S^3:

2. õÇÌÙ üÊÌÅÒÁ

œŒÅÄÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ËŒÁÚÉÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ, Ô. Å. ÐÏËÒÙ- ŒÁÀÝÉÅ ŒÓÅ, ËÒÏÍÅ 1-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ SO(3).

òÉÓ. 1.

œÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ g ÚÁÄÁÅÔ- ÓÑ ÄÒÕÇÏÊ (ÔÁË ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OX^′Y^′Z^′. ðÕÓÔØ l | ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÅÊ OXY Z É OX^′Y^′Z^′.

ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: | ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ ÏÓØ OX Œ ÐÒÑÍÕÀ l ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ OXY Œ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ (ÐÒÉ ÎÅÐÏ- ÄŒÉÖÎÏÊ OZ). ðÕÓÔØ ’_1 | ÕÇÏÌ ÐÏ- ŒÏÒÏÔÁ;

| ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ OZ Œ OZ^′ ŒÒÁÝÅÎÉ- ÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ OY Z ÐÒÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ OX; ÐÕÓÔØ ` | ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ;

| ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ OX Œ OX^′ ÐÒÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ OZ; ÐÕÓÔØ ’_2 | ÕÇÏÌ ÐÏ- ŒÏÒÏÔÁ.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ OX^′Y^′Z^′. íÁÔ- ÒÉÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z)

ÅÓÔØ g = g_{’1} g_`g_{’2}^{1)}, ÇÄÅ

g_’ = cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ 1 ; g_` = 1 cos ` − sin` sin ` cos` : úÁÄÁÞÁ 6.2. Á) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ g = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ sin ’_2 · sin ` cos ’_2 · sin ` cos`

Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÀ ÍÁÔÒÉÃÕ g.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ P , ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÅÊ ÐÒÉ ŒÒÁÝÅÎÉÉ g Œ ÔÏÞËÕ 0 0 1 . (õËÁÚÁÎÉÅ:

ÔÁËÏŒÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ).

ðÕÓÔØ Q | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÐÒÑÍÏÊ l, ÔÏÞ- ÎÅÅ | ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ (1; 0; 0) ÐÒÉ ŒÒÁÝÅÎÉÉ g_{’1} . ôÏÞËÉ P É Q ŒÐÏÌÎÅ ÚÁ- ÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OX^′Y^′Z^′, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ŒÒÁÝÅÎÉÅ g. ðÏ ÎÉÍ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ÕÇÌÙ üÊÌÅÒÁ: ’_2 É ` | ËÁË ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ P , Á ’_1 | ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ OX É l.

3. îÁËÒÙÔÉÅ SU(2) → SO(3)

ðÕÓÔØ E = { X = ( x_1 x_2 + ix_3 x_2 − ix_3 −x_1 ) | | | x^1; x^2; x^3 ∈ R }

| ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÌÅÄÏÍ. äÌÑ u ∈ SU(2) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P (u) : X → uXu^{−1}. ðÏÌÕÞÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ SU(2) ÎÁ E, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁ (X; X) = x^2_1 + x^2 + x^2_3 = − det X ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P (u) ∈ SO(3), ÔÏ ÅÓÔØ P | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ SU(2) Œ SO(3).

úÁÄÁÞÁ 6.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P : ( e^{i’=2} 0 0 e^{−i’=2} ) → cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ 1 ;

cos ` 2 i sin ` 2 −i sin ` 2 cos ` 2 → 1 cos ` − sin` sin ` cos` :

1) ïÂÒÁÔÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÂÅÒÕÔÓÑ ÎÅ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á Œ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÈ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ P : SU(2) → SO(3) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P (u) = P (−u). üÔÏ ŒÉÄÎÏ É ÉÚ ÚÁ- ÄÁÞÉ 6.3: ÅÓÌÉ Ë ’ É ` ÐÒÉÂÁŒÉÔØ 2ß, ÔÏ ÓÌÅŒÁ ŒÓÅ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ (−1), Á ÓÐÒÁŒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 6.1. ker P = {±id}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. u ∈ ker P ⇐⇒ P (u)X = X ∀X ∈ E ⇐⇒ uXu^{−1} = X ∀X ∈ E ⇐⇒ uX = Xu ∀X ∈ E.

ôÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ X. äÌÑ x_1 = 1,

x_2 = x_3 = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ u ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ( 1 0 0 −1 ) ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

u | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ ( z 0 0 z ) , |z|^2 = 1, É ÐÒÏËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÔØ Ó x_1 = x_3 = 0, x_2 = 1 É x_1 = x_2 = 0, x_3 = 1.

ìÅÍÍÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÉ P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË. üÔÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÓÌÏŒÁÍÉ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÉÌÉ SU(2) | ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ SO(3).

4. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ SO(3)

úÁÄÁÞÁ 6.4. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÅÓÔØ sin ` d’ d`. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ SO(3) Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÇÌÏŒ üÊÌÅÒÁ ÓÔÒÏÉÔ- ÓÑ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. âÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÔÏÞËÉ P É Q (ÓÍ. Ð. 3). P ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÓÆÅÒÕ, É ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÅÒÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ sin ` d’_2 d`. Q ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ËÒÕÇ, É ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ d’_1. ðÏ- ÌÕÞÁÅÍ sin ` d’_1 d’_2 d`. œÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÁË ÍÅÒÕ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÔÁË É ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ.

5. ðÏÄSSÅÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ Ó SO(3) ÎÁ SU(2)

éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÎÁ SU(2) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÐÏÄÎÑŒ ÍÅÒÕ Ó SO(3) Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ P (ÓÍ. Ð. 4). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ SO(3), ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÌÉÓÔÅ (ÉÌÉ ÓŒÑÚÎÙÅ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ SU(2) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ¯_{SU(2)}(X) = ¯_{SO(3)}(P (X)).

ìÅËÃÉÑ 7. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ

1. œŒÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

îÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. îÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÎÁ-

ÍÉ ÇÒÕÐÐÁÈ SO(3) É SU(2) ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÍÅÒÕ ÑŒÎÏ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅ- ÒÅ ∫ f(g) d¯(g), ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÅ.

äÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ŒÅÒÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ (ÔÅÏ- ÒÅÍÁ 1.2) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÈ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ÎÁÄÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ E(x; y) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉ- ÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ (x; y) = ∫ E(T_g x; T_gy) d¯(g) | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ (ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1) ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 1). œ ËÁ- ÞÅÓÔŒÅ C(G) ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÒÕÐ- ÐÅ. œ ÎÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (’; ) = ∫ ’(g)(g) d¯(g). óŒÅÒÔËÁ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒŒÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ

ÆÏÒÍÕÌÙ (’ ∗ )(g) = ∫ ’(h)(h^{−1}g) d¯(h). ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÔÅÏ- ÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ: ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Õ ÎÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÞÅÔÎÏ.

2. ôÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÁ|œÅÊÌÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1 (ðÅÔÅÒ|œÅÊÌØ). íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅ- ÍÕ Œ C(G) Ó ÎÏÒÍÉÒÏŒËÏÊ ‖ø_{ij}‖^2 = 1 dim ø .

ðÏÌÎÏÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ C(G) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ É ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.1 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ).

2) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ (Ô. Å. ÇÒÕÐÐ, ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÐÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ). üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÎÏŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÀ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ g = (g_{ij}). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ {g_{ij}; g_{ij}}. ðÕÓÔØ R_m(G) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m. üÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ É, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ C(G), ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R_m(G) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÏ ÔÅÏ- ÒÅÍÅ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÏÂ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ C(G) Œ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ G = S^1. œÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S^1 ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÙ É ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ’ → e^{in’}, ÇÄÅ ’ ∈ [0; 2ß], Á n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ; ÍÙ ÎÅ ÂÕ- ÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÅÔÅÒÁ|œÅÊÌÑ, ÌÀÂÁÑ ÐÅ- ÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ

ÐÒÉ m → ∞ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÉÄÁ f_m(’) =^m ∑ n=−m

a_n(m)e^{in’}. íÙ

ÄÁÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{m→∞} 1 2ß ∫ 2ß

0 f_m(’)e^{−in’}d’ = 1 2ß ∫ 2ß

0 f(’)e^{−in’}d’ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ Z.

œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÅÄÅÌÁ ÒÁŒ- ÎÏ a_n(m). ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ a_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ

æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(’) =^∞ ∑ n=−∞

a_ne^{in’}.

üÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ G = S^1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÅÔÅÒÁ|œÅÊÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÒÑÄ æÕ- ÒØÅ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄÙ ÐÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÓÉÓÔÅ- ÍÁÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕÐÐÙ S^1, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ), ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ G ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ, É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÐÏ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ: f = ∑ ø∈ ^G dim ø∑

i;j=1

c_{ø;i;j}ø_{i;j}

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, C(G) = ⨁ ø∈ ^G

M (ø );

ÇÄÅ, ËÁË É ŒÙÛÅ, M (ø ) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø , ÎÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.

3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ S^2 | ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ

óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÛÁÇÏÍ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ ÎÁ S^2 | ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 (ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ÐÒÏÓÔÏ S). üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÏŒÁ. ðÕÓÔØ C(S) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ S. åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. çÒÕÐÐÁ SO(3) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ S; ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ SO(3) Œ C(S). îÁÚÏŒÅÍ ÅÇÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ. úÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ.

ìÅËÃÉÑ 8. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ

ôÅÏÒÉÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ìÁÐÌÁÓÁ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Œ ÒÑÄÙ æÕÒØÅ. åÅ ÒÏÌØ ÜÔÉÍ ÎÅ ÉÓ- ÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ ŒÉÄÏŒ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ ÏÎÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÚÁÄÁÞÁÈ Ó ËÕÌÏÎÏŒÓËÉÍ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏÍ).

1. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ Œ R^3

ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ x_1; x_2; x_3, Á A_m | ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ôÏÇÄÁ A = A_0 ⊕ A_1 ⊕ : : :

íÏÎÏÍÙ {x^{k1}_1 x^{k2}_2 x^{k3}_3 } ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ A. œŒÅÄÅÍ Œ A ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ:

⟨x^{k1}_1 x^{k2}_2 x^{k3}_3 ; x^{k′1}_1 x^{k′2}_2 x^{k′3}_3 ⟩ = k_1! k_2! k_3! ffi^{k1k′1} ffi^{k2k′2} ffi^{k3k′3} :

ìÅÍÍÁ 8.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ r^2 = x^2_1 + x^2 + x^2_3

É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ =

@^2 @x^2_1 + @^2 @x^2 + @^2 @x^2_3

ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ @ @x_1 = (x^1)

∗, Ô. Å.

⟨x_1u; v⟩ = ⟨ u; @ @x_1 v ⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ u; v ∈ A. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ u; v. ðÕÓÔØ u = x^{k1−1}_1 x^{k2}_2 x^{k3}_3 , v = x^{k1}_1 x^{k2}_2 x^{k3}_3 . ôÏÇÄÁ Ó ÏÂÅ- ÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÐÏÌÕÞÉÍ k_1! k_2! k_3!. œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÎÕÌÉ.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H^{def}= {a ∈ A | ´a = 0} = ker ´ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. ðÏÌÏÖÉÍ H_m = H ∩ A_m.

ìÅÍÍÁ 8.2. A_m = H_m ⊕ r^2A_{m−2} (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ker ´ = (im ´^∗)^⊥, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. éÍÅÅÍ A_m = = (ker ´ ⊕ ker ´^⊥) ∩ A_m. äÁÌÅÅ, ker ´ ∩ A_m = H_m, Á (ker ´)^⊥ ∩ A_m = = (im r^2) ∩ A_m = r^2A_{m−2}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.1. A_m = H_m ⊕ r^2H_{m−2} ⊕ r^4H_{m−4} ⊕ : : : (ŒÓÅÇÏ [ m 2 + 1 ] ÞÌÅÎÏŒ).

2. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : A → C(S), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÕ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÕ S = S^2.

ìÅÍÍÁ 8.3. ker æ ∩ A_m = {0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÔÏ ÏÎ ÎÕÌÅŒÏÊ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U_m = æ(H_m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÅÓÁ m.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.2. æ(A_m ) ∼= U_m ⊕ U_{m−2} ⊕ : : :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 8.1 Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ r^2 = 1.

3. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÇÒÕÐÐÙ SO(2) ⊂ SO(3)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ SO(3) ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÔÏÞËÉ (0; 0; 1). ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÅÅ G_0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ G_0 ∼= SO(2).

ìÅÍÍÁ 8.4. œÒÁÝÅÎÉÑ ÉÚ G_0 ÉÍÅÀÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A_m ÂÁ- ÚÉÓ ÏÂÝÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ e^{2ßik’}, k = 0; ±1; : : :; ±m, ÇÄÅ ’ | ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ G_0. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ e^{2ßik’} ÒÁŒÎÁ [ m − |k|

2 + 1 ] . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ u = x_1 − ix_2, u = x_1 + ix_2, z = e^{i’},

h(z) = ( cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ ) ∈ G_0. ôÏÇÄÁ h(z)u = zu, h(z)u = z^{−1}u.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Œ A_m Ë ÂÁÚÉÓÕ u^pu^qx^l_3 (p + q + l = m). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ h(z) ÍÏÎÏÍ u^pu^qx^l_3 ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ z^{p−q} . éÍÅÅÍ |p − q| ⩽ p + q = = m − l ⩽ m. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p − q = k p + q ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØ- ËÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ É l. ðÒÉ ÜÔÏÍ l ⩽ m − |k|. ðÏÜÔÏÍÕ l ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ m − |k|; m − |k| − 2; m − |k| − 4; : : :, ŒÓÅÇÏ [ m − |k| 2 + 1 ] ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

œÙÞÉÓÌÉÍ dim H_m. äÌÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z^k Œ ÜÔÏÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÍ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 8.4 É 8.2

mult_k H_m = mult_k A_m − mult_k A_{m−2} =

[ m − |k| 2 + 1 ] − [ m − 2 − |k| 2 + 1 ] = 1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H_m ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ z^k, k = 0; ±1; : : :; ±m Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ dim H_m = 2m + 1 (ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ).

4. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ S^2

ôÅÏÒÅÍÁ 8.1. 1) C(S) =^∞ ⨁ m=0 U_m (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ).

2) U_m ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3), ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É dim U_m = = 2m + 1.

3) œ U_m ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G_0 ÂÁÚÉÓ Y_{m;0}; Y_{m;±1}; : : : ; Y_{m;±m}, ÐÒÉÞÅÍ Y_{m;k} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ z^k.

ìÅÍÍÁ 8.5. ìÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ SO(3)-ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ Œ C(S) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ G_0-ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U ⊂ C(S) | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, U_0 = {f ∈ ∈ U | f(0; 0; 1) = 0}. õÓÌÏŒÉÅ f(0; 0; 1) = 0 | ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ f. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÂÏ U_0 = U , ÌÉÂÏ U_0 | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ U .

ôÁË ËÁË U ≠ {0}, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ~f ∈ U É x ∈ S, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ~f (x) ≠ 0. ðÕÓÔØ g ∈ SO(3) | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ gx = (0; 0; 1). ôÏÇÄÁ (g ~f )(0; 0; 1) = = ~f (x) ≠ 0. îÏ g ~f ∈ U , ÐÏÜÔÏÍÕ U_0 ≠ U , É Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ U_0 | ÇÉ- ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, dim U^⊥_0 = 1.

œŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ G_0(0; 0; 1) = (0; 0; 1), ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U_0, Á ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ É U^⊥_0 , ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G_0. ðÕÓÔØ ~f ∈ U^⊥_0 . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G_0 g ~f = ˘ ~f , ˘ ∈ C . îÏ (g ~f )(0; 0; 1) = ~f(g^{−1}(0; 0; 1)) = ~f(0; 0; 1), Ô. Å. ˘ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. 1) òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 8.2 É ÔÅÏÒÅÍÙ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÏÂ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÅÔÅÒÁ|œÅÊÌÑ). ðÏÐÁÒÎÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_m ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ÓÍ. ÎÉÖÅ), ÔÁË ËÁË Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÓŒÅÄÅÎÉÊ ÏÂ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ æ (Œ C(S), ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (’; ) = ∫ S ’(s)(s) d¯(s)).

2) éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ U_m ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ æ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ SO(3) É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ H_m, Á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ | ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ´ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ SO(3) (ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ).

îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ U_m ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ G_0-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ H_m, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É Œ U_m, ÒÁŒÎÁ 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 8.5 Œ U_m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

œŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 8.3 dim U_m = dim H_m = 2m + 1.

3) œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Y_{m;k} ŒÏÚØÍÅÍ ÏÂÒÁÚ ŒÅËÔÏÒÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉ- ÅÍ z^k Œ H_m. œŒÉÄÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ m É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

ðÕÓÔØ p | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ U_m → U_m′ . ðÒÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. åÓÌÉ m ≠ m^′, ÔÏ U_m É U_m′ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (dim U_m ≠ dim U_m′ ). îÏ ÏÎÉ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ p = 0, Ô. Å. U_m⊥U_m′ .

Y_{m;0}; Y_{m;±1}; : : : ; Y_{m;±m} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ìÁÐÌÁ- ÓÁ ŒÅÓÁ m: Y_{m;0} | ÚÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÐÒÉ- ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

ìÅËÃÉÑ 9. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ìÉ

1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ

(ìÉÎÅÊÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÌÀÂÕÀ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ GL(n) Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Matr(n × n).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : G → H ÄŒÕÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ’ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÅÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ : U → G ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ’ ∘ : U → Matr(n × n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÇÏ- ÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ë ÎÅÊ Œ ÏÄÎÏÊ-ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ëÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ | ÉÚÕÞÁÅÔ ÔÅÏ- ÒÉÑ ìÉ.

ðÕÓÔØ T_eG | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ ÇÒÕÐÐÙ G. ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓŒÑÚÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G Œ ÇÒÕÐÐÕ ìÉ H ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) ðÕÓÔØ ’ : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, d’ : T G → → T H | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ), l(g) | ÌÅ- ŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ÎÁ g Œ G, l(h) | ÌÅŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ÎÁ h Œ H, l(g)_∗ : T_eG → T_gG É l(h)_∗ : T_eH → T_hH | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ’ | ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ:

G^{l(g)} // ’ fflffl G ’ fflffl H_{l(’(g))} // H:

éÚ ÎÅÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:

T_eG^{l(g)∗} // d’ fflffl T_g G d’ fflffl T_eH_{l(’(g))∗} // T’(g)H:

ðÕÓÔØ ¸ ∈ T_eG. ôÏÇÄÁ ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

d’(l(g)_∗¸) = l(’(g))_∗d’(¸): (1)

2) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g ∈ G. íÙ ÈÏÔÉÍ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ’(g), ÚÎÁÑ d’. óÏ- ÅÄÉÎÉÍ e É g ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ g(t), ÌÅÖÁÝÅÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ: g(0) = e, g(1) = g. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ¸(t) ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ g^′(t) = l(g(t))_∗¸(t) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ¸(t) ∈ T_eG. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1):

d’(g^′(t)) = d’(l(g(t))_∗¸(t)) = l(’(g(t)))_∗ d’(¸(t)):

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ d’(g^′(t)) = ’(g(t))^′, Ô. Å.

’(g(t))^′ = l(’(g(t)))_∗ d’(¸(t)):

œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ h(t) = ’(g(t)), ȷ(t) = d’(¸(t)). ðÏÌÕÞÉÍ h^′(t) = = l(h(t))_∗ȷ(t), Ô. Å. ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ h(t) ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄ- ËÁ (ÚÄÅÓØ l(h(t))_∗ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ h(t), ȷ(t) | ÉÚ- ŒÅÓÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ). äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ h^′ = hȷ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ h(0) = e, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ h(t) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô. Å. ’(g(1)) = ’(g) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

2. óËÏÂËÁ ÎÁ T_eG

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ x; y ∈ T_eG, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÒÉŒÙÅ g = g(t) É h = h(s), ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÇÒÕÐÐÅ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g(0) = h(0) = e, g^′(0) = x, h^′(0) = y. ôÏÇÄÁ x + y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë g(t)h(t), Á ˘x | Ë g(˘t).

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ T_eG ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÓËÏÂËÏÊ, ÉÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ:

[x; y] :=

@^2 @t@s

(ghg^{−1}h^{−1})_{s=t=0}: (2)

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ Œ (2) ÐÏ s É ÐÏÌÁÇÁÑ s = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ gh^′(0)g^{−1} − h^′(0). ïÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T_eG ÐÒÉ ŒÓÅÈ t.

úÁÔÅÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÅÇÏ ÐÏ t, ÐÒÉ t = 0 ÐÏÌÕÞÉÍ

_g(0)h^′(0) − h^′(0) _g(0) = [x; y]

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÞËÕ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ t É ÛÔÒÉÈ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ s).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.1. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ [x; y] = xy − yx. úÁÄÁÞÁ 9.1. Á) T_eSU(2) = {X ∈ Matr(2; C ) | X + X^∗ = 0; tr X = 0}. Â) T_eSO(3) = {X ∈ Matr(3; R) | X + X^′ = 0}. úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÞÔÏ • [X; Y ] | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ;

• [X; Y ] = −[Y; X] (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ);

• [X; [Y; Z]] + [Z; [X; Y ]] + [Y; [Z; X]] = 0 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ). œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓËÏÂËÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ Œ ÚÁÄÁÞÅ 9.2, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ.

œÙÛÅ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ T_eG ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. áÌÇÅÂÒÁ ìÉ T_eG ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Lie(G).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Lie(SU(2)) = su(2), Lie(SO(3)) = so(3), Lie(SL(2)) = = sl(2), Lie(GL(V )) = gl(V ).

ôÅÏÒÅÍÁ 9.2. åÓÌÉ ’ : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ìÉ, ÔÏ d’ : Lie G → Lie H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ g = g(t), h = h(s), g(0) = h(0) = e. éÍÅÅÍ: d’ ( @ @s (ghg^{−1}h^{−1})_{s=0}

)_{def} = @ @s ’(ghg^{−1}h^{−1})_{s=0} = = @ @s (’(g)’(h)’(g)

−1’(h)^{−1})_{s=0}:

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏ t É ŒÎÅÓÅÍ ÓÌÅŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ ÐÏ t Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔ d’ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË d’ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ): d’ ( @_2

@s@t (ghg

−1h^{−1})_{s=t=0} ) = @^2 @s@t ( ’(g)’(h)’(g)^{−1}’(h)^{−1} ) s=t=0;

Ô. Å. d’([x; y]) = [d’(x); d’(y)].

3. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ

É ÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ T : G → GL(V ). äÌÑ ÇÒÕÐÐ ìÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÐÒÅÄSSÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ gl(V ), Ô. Å. ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: g → gl(V ), ÞÔÏ ’([x;y]) = ’(x)’(y) − − ’(y)’(x).

œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.2 ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ T ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ _T ÉÌÉ dT . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.1 ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ŒÐÏÌÎÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. äÌÑ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÍÅÖÄÕ ÎÉ- ÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÎÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.2. äÌÑ ÓŒÑÚÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ìÉ É ÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ËÁ- ÖÄÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÜÎÄÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ g = Lie(G) É _T (¸)u = u _T (¸), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ g. îÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T (g)u = uT (g) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. ðÏÌÁÇÁÑ H = GL(V ), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ h^′(t) = h(t)ȷ(t), ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ 9.1. éÍÅÅÍ:

h^′(t)u = h(t)ȷ(t)u = (h(t)u)ȷ(t);

uh^′(t) = (uh(t))ȷ(t);

Ô. Å. h(t)u É uh(t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ. ôÁË ËÁË h(0) = e, ÔÏ uh(0) = h(0)u = u, Ô. Å. É ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ h(t)u = uh(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.3. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 9.2 É Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T É _T ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ _T ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ É T ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. äÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ T (g) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÍ, Á _T (¸) | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ _T (¸)V_0 ⊂ V_0 ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ¸ ∈ g ÔÏ É _T (¸)V^⊥_0 ⊂ V^⊥_0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ g. îÏ ÔÏÇÄÁ _T (¸) ËÏÍÍÕÔÉ- ÒÕÅÔ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ V_0. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ É T (g) Ó ÎÉÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, V_0 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ T (g).

ìÅËÃÉÑ 10. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SU(2), SO(3) É sl(2)

1. ïÔ su(2) Ë sl(2): ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ

ðÕÓÔØ E = {X ∈ Matr(2 × 2) | X = X^∗; tr X = 0} ∼= R^3. œ Ð. 4 ÌÅËÃÉÉ 6 ÄÁÎ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÍÁÔÒÉÃ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ E ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ

E_1 = ( 0 1 1 0 ) ; E_2 = ( 0 i −i 0 ) ; E_3 = ( −1 0 0 1 ) : úÁÄÁÞÁ 10.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) E_± = 1 2 (E_1 ∓ iE_2), H = −E_3 | ÂÁÚÉÓ

Œ sl(2); Â) H_1 = 1 2i E^1, H^2 = 1 2i E^2, H^3 = 1 2i E^3 | ÂÁÚÉÓ Œ su(2). (õËÁÚÁÎÉÅ:

ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 9.1).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.1. âÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ sl(2) É su(2) ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

E_± = H_2 ± iH_1; H = −2iH_3:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.2. 1) éÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ su(2) É sl(2). éÍÅÎÎÏ, ŒÓÑ- ËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ su(2) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ sl(2) Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ; ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ sl(2) ÎÁ su(2).

2) óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ su(2) É sl(2) ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ su(2) ÓŒÅÄÅÎÁ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ sl(2) (É ÎÁÏÂÏÒÏÔ). üÔÁ ÉÄÅÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÂÝÅÊ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ (ÐÒÏÓÔÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ (Õ ÎÁÓ | sl(2)) É ÅÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (Õ ÎÁÓ | su(2)) ÏÎÁ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÔÒÀËÁ œÅÊÌÑ.

âÁÚÉÓ E_+, E_−, H Œ sl(2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ. äÌÑ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ E_+ = E, E_− = F , H.

úÁÄÁÞÁ 10.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ H = ( 1 0 0 −1 ) ; E = ( 0 1 0 0 ) ; F = ( 0 0 −1 0 )

É [H; E] = 2E, [H; F ] = −2F , [E; F ] = H.

2. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ sl(2)

ôÅÏÒÅÍÁ 10.1. ðÕÓÔØ ø | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ sl(2) Œ V . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ v_0; : : : ; v_n, ÞÔÏ 1) ø (H)v_k = (n − 2k)v_k, 2) ø (F )v_k = v_{k+1}, 3) ø (E)v_k = k(n − k + 1)v_{k−1} (ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ v_{−1} = v_{n+1} = 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1) ðÕÓÔØ c | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ø (H) Œ V , Ô. Å. ø (H)v = cv. ôÏÇÄÁ ø (E)v | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ó ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ c + 2, Á ø (F ) | Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ c − 2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

ø (H)ø (E)v = ø (E)ø (H)v + 2ø (E)v = cø (E)v + 2ø (E)v = (c + 2)ø (E)v:

ø (H)ø (F )v = ø (F )ø (H)v − 2ø (F )v = (c − 2)ø (F )v:

2) ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë v ÏÐÅÒÁÔÏÒ ø (E) Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕ- ÞÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ôÁË ËÁË dim ø ¡ ∞, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ v_0 ≠ 0 ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: ø (H)v_0 = c_0v_0, ø (E)v_0 = 0.

3) ðÕÓÔØ v_k = ø (F )^kv_0. œ ÓÉÌÕ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ v_0; v_1; : : : ; v_n ≠ 0, v_{n+1} = 0.

4) óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1) É 2) ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÎÏ ÐÏËÁ Ó c_0 ŒÍÅ- ÓÔÏ n, Ô. Å. ø (H)v_k = (c_0 − 2k)v_k.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ a_k ∈ C , ÞÔÏ

ø (E)v_k = a_kv_{k−1}: (1)

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ k. ðÒÉ k = 0 ÉÍÅÅÍ ø (E)v_0 = 0, Ô. Å. ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ a_0 = 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ø (E)v_{k−1} = a_{k−1}v_{k−2}. ôÏÇÄÁ

ø (E)v_k = ø (E)ø (F )v_{k−1} = ø (F )ø (E)v_{k−1} + ø (H)v_{k−1} = = a_{k−1}ø (F )v_{k−2} + (c_0 − 2(k − 1))v_{k−1} = = (a_{k−1} + (c_0 − 2(k − 1))v_{k−1}:

éÔÁË, a_k = a_{k−1} + c_0 − 2(k − 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

a_k = [c_0 − 2(k − 1)] + : : : + c_0

k ÞÌÅÎÏŒ

+a_0;

ÐÒÉÞÅÍ a_0 = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

a_k = c_0k − 2(1 + : : : + (k − 1)) = c_0k − k(k − 1) = k(c_0 − k + 1): (2)

5) äÌÑ k = n + 1 ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ø (E)v_{n+1} = = a_{n+1}v_n. îÏ a_{n+1} = 0, ÔÁË ËÁË v_{n+1} = 0. ôÅÐÅÒØ ÉÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (n + 1)(c_0 − n) = 0, ÏÔËÕÄÁ c_0 = n.

œÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1), 2), 3) ÄÏËÁÚÁÎÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.3. þÉÓÌÏ n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl(2) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅÓÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

3. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SU(2) | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ

ëÁÖÄÏÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ SU(2) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ su(2) (ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 9), Á ÔÏÍÕ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl(2). ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÙ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ su(2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÄÎÑÔÏ ÎÁ SU(2).

úÁÄÁÞÁ 10.3. Á) åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ SL(2) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl(2) ÓÔÁÒÛÅÇÏ ŒÅÓÁ n.

Â) ëÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ su(2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÍ Ë ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ SU(2) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ SU(2) É su(2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SU(2) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÁ- ÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ

œŒÉÄÕ ÎÁËÒÙÔÉÑ SU(2) → SO(3) ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÀ SO(3) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ SU(2) Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ SU(2). œ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n ø (−E) = (−1)^n · id. ôÁËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÓÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÎÁ SO(3) ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ SU(2) ÞÅÔÎÏÇÏ ŒÅÓÁ.

ìÅËÃÉÑ 11. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ

œÌÁÄÅÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ï ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ SU(2), SO(3) É sl(2), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁ- ÐÌÁÓÁ.

1. úÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Y_{m;0}

Y_{m;0} ÉÍÅÅÔ ŒÅÓ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÎÏÍÁÍ ŒÉÄÁ u^pu^px^l_3 = = (x^2_1 + x^2)^px^l_3 (2p + l = m). ðÕÓÔØ ¸_{1;2;3} = æ(x_{1;2;3}) | ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÀ- ÝÉÅÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÓÆÅÒÕ. äÌÑ ÎÉÈ ¸^2_1 + ¸^2 = = 1 − ¸^2_3 , ÐÏÜÔÏÍÕ Y_{m;0} ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ¸_3: Y_{m;0}(¸_1; ¸_2; ¸_3) = = P_m(¸_3). P_m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1] (ÏÂÌÁÓÔØ ÉÚÍÅÎÅ- ÎÉÑ ¸_3 ÎÁ ÓÆÅÒÅ): ∫ 1 −1 P_mP_n d¸_3 = 0, m ≠ n. üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Y_{m;0} ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ m ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÐÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÒÅ, a ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ sin ` d` d’ = −d¸_3 d’ (Œ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ¸_3 = cos `, ÓÍ. ÌÅË- ÃÉÀ 6), É ÏÔ ’ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅ- ÖÁÎÄÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÑŒÎÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁ- ÌÉÚÁÃÉÉ). ðÅÒŒÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÔÁËÏŒÙ: P_0 = 1, P_1 = ¸_3, P_2 = 3¸^2_3 − 1.

2. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl(2) (Á ÚÎÁÞÉÔ, É SU(2), É SO(3)) ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ (ÒÁŒÎÏÊ 1 + ŒÅÓ).

óÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ U_m ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3). åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ Œ ÌÅËÃÉÉ 8 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ- ÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, É ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÒÁŒÎÏÊ 2m + 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍÕ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÀ sl(2) ŒÅÓÁ 2m (ÌÅËÃÉÑ 10).

óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Y_{m;k} ŒŒÅÄÅÎÙ Œ ÌÅËÃÉÉ 8 ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ

G_0 = cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ 1 ⊂ SO(3)

Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ z^k, z = e^{i’}, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U_m. ìÅÇËÏ ÐÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ H. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Y_{m;k} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ~G_0 = {( e^{i’=2} 0 0 e^{−i’=2} )} ⊂ SU(2), ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ G_0 (ÚÁÄÁÞÁ 6.3). äÉÆ-

ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏ ’ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( e^{i’=2} 0

0 e^{−i’=2} ) v = e^{ik’}v (3)

Œ ÔÏÞËÅ ’ = 0, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ z^k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ~G_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ ŒÅÓÁ 2k ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ H. œŒÉÄÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÐÅËÔÒÁ H Œ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl(2) ÆÕÎËÃÉÉ Y_{m;k} Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ ÓÏŒÐÁÄÁ- ÀÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ U_m, ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 10.1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Y_{m;m} ÉÍÅÅÔ ŒÅÓ 2m, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ŒÅÓÁ Œ U_m.

œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (3) ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏ- ÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. óÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÅÇÏ ŒŒÅÓÔÉ. ðÕÓÔØ ø | ÓÆÅ- ÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ sl(2). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 10.1

Y_{m;±k} = ø (E_±)^kY_{m;0} (4)

(ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÕ Y_{m;±k}, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÏÒÍÉÒÏŒ- ËÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ).

úÁÄÁÞÁ 11.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ SO(3) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R^3 É ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ su(2) É sl(2). œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ

ø (E_+) = (x_1 − ix_2) @ @x_3 − x^3 ( @ @x_1 − i @ @x_2 ) :

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ R^3 ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÌÅÄÏÍ: E = {( −x_3 x_1 + ix_2 x_1 − ix_2 x_3 ) | | | x^1; x^2; x^3 ∈ R }

É ÂÁÚÉÓÏÍ

E_1 = ( 0 1 1 0 ) ; E_2 = ( 0 i −i 0 ) ; E_3 = ( −1 0 0 1 ) ; ÔÁË ÞÔÏ E = {x_1E_1 + x_2E_2 + x_3E_3 | x_1; x_2; x_3 ∈ R}:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ∈ su(2) ø (U ) = ⟨[U; X]; @_X ⟩; (5) ÇÄÅ @_X | ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÐÏ x_1, x_2, x_3, ⟨·; ·⟩ | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÁÓÓÏ- ÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E_1, E_2, E_3.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ u = u(t), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ u(0) = id, u^′(0) = U . ôÏÇÄÁ

ø (U )f(X) = d dt f(X(t))_{t=0} ; ÇÄÅ X(t) = u(t)Xu(t)^{−1}: (6)

ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ d dt = dx_1 dt @ @x_1 + dx_2 dt @ @x_2 + dx_3 dt @ @x_3

= ⟨X^′(t); @_X ⟩:

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ t = 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ X^′(0) = [U; X], É ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ Œ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ (5).

ðÏÓËÏÌØËÕ sl(2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ su(2) ÎÁÄ C , Á ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5) ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ U , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ U ∈ sl(2). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ø (E_+) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

[E_+; X] = ( −x_1 + ix_2 −2x_3

0 x_1 − ix_2 ) = (x_1 − ix_2)E_3 − x_3(E_1 − iE_2):

ïÔÓÀÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ø (E_+).

3. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Y_{m;±k} ðÕÓÔØ ~Y_{m;±k} | ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Y_{m;±k} Œ C(R^3). œŒÉÄÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞ- ÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ S = S^2 Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ SO(3),

ø (E_+)Y_{m;±k} = (ø (E_+) ~Y_{m;±k}) | |_S :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ~Y_{m;0} = P_m(x_3) (ÜÔÏ ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÐÏÌÉ- ÎÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ P_m(x_3) =∈ H_m).

íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ~Y_{m;±k} = ø (E_±)^k ~Y_{m;0} (ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ (4) ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÌÀÄÅÎÏ).

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 11.1, ÎÁÊÄÅÍ ~Y_{m;1} =ø (E_+)P_m(x_3)=(x_1 −ix_2)P^′_m(x_3). ëÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ~Y_{m;2} = ø (E_+) ~Y_{m;1}, ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ( @ @x_1 − i @ @x_2 ) (x_1 − ix_2) = 0;

ÐÏÜÔÏÍÕ É ( @ @x_1 − i @ @x_2 ) ((x_1 − ix_2)P^′_m(x_3)) = 0;

ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎ (x_1 − ix_2) @ @x_3 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ø (E^+) ŒÎÅÓÅÔ ÓŒÏÊ ŒËÌÁÄ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ~Y_{m;2} = (x_1 − ix_2)P^{′′}_m(x_3):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ~Y_{m;±k} = (x_1 ∓ ix_2)^kP^{(k)}_m (x_3):

ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ, ÉÍÅÅÍ:

Y_{m;±k} = (¸_1 ∓ ¸_2)^kP^{(k)}_m (¸_3):

ìÅËÃÉÑ 12. áÔÏÍ ŒÏÄÏÒÏÄÁ. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ

1. óÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ äÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ Œ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( − ℏ^2 2¯ ´ + V (r) ) = E;

ÇÄÅ ℏ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ðÌÁÎËÁ, ¯ | ÍÁÓÓÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, E | ÅÇÏ ÜÎÅÒÇÉÑ, | ŒÏÌÎÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, V = V (r) | ÐÏÔÅÎÃÉ- ÁÌ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ´ ŒŒÅÄÅÎ Œ ÌÅËÃÉÉ 8 É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁÐÌÁÓÁ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ E. äÌÑ ËÕÌÏÎÏŒÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ V (r) = − e^2 r ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ e (ÒÁŒÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÕ ÜÌÅËÔÒÏ- ÎÁ) − ℏ^2 2¯ ´ = ( E + e^2 r ) : (1)

ðÏÔÅÎÃÉÁÌ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÆÅÒÉ- ÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 12.1. œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 1 r @^2 @r^2

(r) + 1 r^2

´_{’;`} = − 2¯ ℏ^2 ( E + e^2 r^2 ) ; (2) ÇÄÅ ´_{’;`} = 1 sin` @ @` sin` @ @` + 1 sin^2`

@^2 @’^2 (ĂÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØĄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ).

2. òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ðÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ S^2

(’; `; r) = ∑ m;l F_{m;l}(r)Y_{m;l}(’; `);

ÇÄÅ Y_{m;l} | ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ (2) Ë ŒÉÄÕ

H_r + ´_{’;`} = 0; ÇÄÅ H_r = r

@^2 @r^2

(r) +

2¯r^2 ℏ^2 ( E + e^2 r ) : ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÓÀÄÁ ÒÑÄ ÄÌÑ : ∑ m;l (H_rF_{m;l}(r))Y_{m;l} + ∑ m;l F_{m;l}(r)´_{’;`}Y_{m;l} = 0:

ìÅÍÍÁ 12.1. ´_{’;`}Y_{m;l} = −m(m + 1)Y_{m;l}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÐÕÎËÔ 3 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∑ (H_rF_{m;l}(r))Y_{m;l} = ∑ m(m + 1)F_{m;l}(r)Y_{m;l};

ÏÔËÕÄÁ H_rF_{m;l} = m(m + 1)F_{m;l}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F_{m;l} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

r^2

@^2 @r^2 (rF ) +

2¯r^2 ℏ^2 ( E + e^2 r ) F = m(m + 1)F (3)

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ l ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, Ô. Å. F ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ l).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÅÚ ŒÓÑËÏÇÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÓËÁÚÁŒ: ĂÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ (2) Œ ŒÉÄÅ (’; `; r) = F (r)Y (’; `)Ą. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ S^2 ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÅÍÍÏÊ 12.1 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.

3. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ îÉÖÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 12.2. îÁÊÄÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ H_1, H_2 É H_3 Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÉ É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

H^2_1 + H^2_2 + H^2_3 = ´_{’;`}:

ïÔŒÅÔ. H_1 = − ( sin ’ @ @` + ctg ` cos ’ @ @’ ) ; H_2 = − ( cos ’ @ @` − ctg ` sin ’ @ @’ ) ; H_3 = @ @’ :

õËÁÚÁÎÉÑ. 1) ðÕÓÔØ ø | ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ

(ø (H_1)f)(x) = d dtf(uXu

−1)_{t=0} = (’^′(0) @ @’ +`

′(0) @ @` )f(X);

ÇÄÅ u(t) ∈ SU(2), u(0) = 1, u^′_1(0) = H_1, X = X(’; `) ∈ S ⊆ E, X(t) = = u(t)Xu(t)^{−1} = X(’(t); `(t)).

2) óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ É ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ X ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x_1 = sin ` cos ’, x_2 = sin ` sin ’, x_3 = cos `. ïÔÓÀÄÁ

x^′_1 = cos ` cos ’ · `^′ − sin ` sin ’ · ’^′; x^′_2 = cos ` sin ’ · `^′ + sin ` cos ’ · ’^′;

x^′_3 = − sin ` · `^′:

3) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x^′_i (i = 1; 2; 3) | ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ X ËÁË ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E: X = x_1E_1 + x_2E_2 + x_3E_3. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

X^′(0) = (u(t)Xu(t)^{−1})^′_{t=0} = [H_1; X] = = [ 1 2i E^1; x^1E^1 + x^2E^2 + x^3E^3 ] = −x_2E_3 + x_3E_2:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x^′_1(0) = 0, x^′_2(0) = x_3 = cos `, x^′_3(0) = −x_2 = − sin ` sin ’. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÍÅÖÄÕ x^′_i, i = = 1; 2; 3, É ’^′, `^′), ŒÙÒÁÚÉÍ ’^′(0), `^′(0) ÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ’ É `.

úÁÄÁÞÁ 12.3. œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ H^2_1 + H^2_2 + H^2_3 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó E_1, E_2 É E_3.

õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ H_{1;2;3} É E_{1;2;3} (ÌÅË- ÃÉÑ 10) É ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [E_1; E_2] = 2iE_3, [E_2; E_3] = 2iE_1, [E_3; E_1] = 2iE_2.

úÁÄÁÞÁ 12.4. ´_{’;`} ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ.

òÅÛÅÎÉÅ 1. œÙŒÅÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 12.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ´ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3), Á ´_{’;`} ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ´ ÎÁ S^2.

òÅÛÅÎÉÅ 2. œÙŒÅÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 12.2, 12.3 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 9.2. úÁÄÁÞÁ 12.5. E^2_1 + E^2 + E^2_3 = E_−E_+ + 2H + H^2. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.1. ´_{’;`} = − 1 4 (E_−E_+ + 2H + H^2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 12.1. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ´_{’;`} | |_{Um} = = −m(m + 1) · id. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 12.4, ´_{’;`} ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÓËÁÌÑÒÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÄÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ. œÏÚØÍÅÍ Y_{m;m}. üÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅËÔÏÒ, Ô. Å. E_+Y_{m;m} = 0. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ 12.1:

´_{’;`}Y_{m;m} = − 1 4 (2H + H

2)Y_{m;m}:

îÏ HY_{m;m} = 2mY_{m;m} , ÐÏÜÔÏÍÕ ´_{’;`}Y_{m;m} = −m(m + 1).

4. òÁÄÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ

ôÁË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (3). ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. åÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ | ÏÂÌÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÇÏÔÏŒÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, æÅÊ- ÎÍÁÎÏŒÓËÉÅ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ, ÔÏÍ 9).

ìÅÍÍÁ 12.2. õÒÁŒÎÅÎÉÅ (3) ÉÍÅÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅ- ÎÉÊ F_n, n ⩾ m + 1, ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÀ F_n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÎÅÒÇÉÉ

E_n = −

¯e^4 2ℏ · 1 n^2

: (ÆÏÒÍÕÌÁ î. âÏÒÁ)

äÌÑ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ ÑÄÒÁ z Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ŒÏÛÌÏ ÂÙ z^2. ïÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÎÅÒÇÉÉ ŒÙÚŒÁÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ V (r) ÒÁŒÅÎ 0 ÎÁ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÜÎÅÒÇÉÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. õÂÙ- ŒÁÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÑÚÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅËÔÒÏÎÕ (Ô. Å. ÜÌÅË- ÔÒÏÎÕ ÁÔÏÍÁ).

îÏÍÅÒ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÏŒÎÑ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

5. œÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

É ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ

ðÏ ÌÅÍÍÅ 12.2 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ, ÏÔŒÅ- ÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ E_n, ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ F_nJ_{m;e}, ÇÄÅ m ¡ n. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ m ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁŒÎÏ dim U_m = 2m + 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ŒÙ-

ÒÏÖÄÅÎÉÅ ÕÒÏŒÎÑ ÜÎÅÒÇÉÉ E_n, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ ÆÉÚÉËÉ) ÒÁŒÎÁ

n−1∑ m=0 (2m + 1) = n^2:

ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÐÉÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2n^2 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ.

äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÁ ÐÅÒŒÙÈ ÕÒÏŒÎÑÈ ÜÎÅÒÇÉÉ ÉÍÅÅÍ

n = 1; 2; 3; 4; : : : 2n^2 = 2; 8; 18; 32; : : :

üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ. ïÎÏ É ÎÅ ÕÄÉŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ, Á 2n^2 | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÌÅË- ÔÒÏÎÏŒ Œ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÕÒÏŒÎÑ E_n.

ïÄÎÁËÏ, Œ ÔÁÂÌÉÃÅ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄŒÁ ÐÅÒÉÏÄÁ ÄÌÉÎÙ 8 | ŒÔÏ- ÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ | É ÄŒÁ ÄÌÉÎÙ 18. ïÂSSÑÓÎÉÍ ÜÔÏ.

6. úÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË

éÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ n^2 ÆÕÎËÃÉÊ Y_{m;l} Ó m ¡ n. æÉÚÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ m ÁÚÉÍÕÔÁÌØÎÙÍ ËŒÁÎ- ÔÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÉÌÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. óÏÓÔÏÑ- ÎÉÑ Ó m = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ s-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Ó m = 1 | p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Ó m = 2 | d-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Ó m = 3 | f-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É Ô. Ä. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 2p | ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ó n = 2 É m = 1. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, s-ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÑ ĂÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÇÏÄÎÅÅĄ p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÁË ËÁË ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ- ÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÂÌÉÚÉ ÑÄÒÁ Õ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2, ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÎÙÊ ÉÚ ĂæÅÊÎÍÁÎÏŒÓËÉÈ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÆÉÚÉËÅĄ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, p ŒÙÇÏÄÎÅÅ d, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

òÉÓ. 2.

üÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÐÅÒŒÙÈ 30 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÞÉÓÌÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÏŒ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ)

Z üÌÅÍÅÎÔ W, üÌÅËÔÒÏÎÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ Üœ 1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 4d 4f

1 H ŒÏÄÏÒÏÄ 13,6 1 2 He ÇÅÌÉÊ 24,6 2 ÉÎÅÒÔÎÙÊ ÇÁÚ

3 Li ÌÉÔÉÊ 5,4 1 ÝÅÌÏÞÎÏÊ ÍÅÔÁÌÌ 4 Be ÂÅÒÉÌÌÉÊ 9,3 2 5 B ÂÏÒ 8,3 2 1 6 C ÕÇÌÅÒÏÄ 11,3 úÁÐÏÌÎÅÎÙ (2)

2 2 7 N ÁÚÏÔ 14,5 2 3 8 O ËÉÓÌÏÒÏÄ 13,6 2 4 9 F ÆÔÏÒ 17,4 2 5 10 Ne ÎÅÏÎ 21,6 2 6 ÉÎÅÒÔÎÙÊ ÇÁÚ

11 Na ÎÁÔÒÉÊ 5,1 1 ÝÅÌÏÞÎÏÊ ÍÅÔÁÌÌ 12 Mg ÍÁÇÎÉÊ 7,6 2 13 Al ÁÌÀÍÉÎÉÊ 6,0 2 1 14 Si ËÒÅÍÎÉÊ 8,1 úÁÐÏÌÎÅÎÙ (2)

úÁÐÏÌÎÅÎÙ (8)

2 2 15 P ÆÏÓÆÏÒ 10,5 2 3 16 S ÓÅÒÁ 10,4 2 4 17 Cl ÈÌÏÒ 13,0 2 5 18 Ar ÁÒÇÏÎ 15,8 2 6 ÉÎÅÒÔÎÙÊ ÇÁÚ

19 K ËÁÌÉÊ 4,3 1 ÝÅÌÏÞÎÏÊ ÍÅÔÁÌÌ 20 Ca ËÁÌØÃÉÊ 6,1 2 21 Sc ÓËÁÎÄÉÊ 6,5 1 2 22 Ti ÔÉÔÁÎ 6,8 2 2 23 V ŒÁÎÁÄÉÊ 6,7 úÁÐÏÌÎÅÎÙ (2)

úÁÐÏÌÎÅÎÙ (8)

úÁÐÏÌÎÅÎÙ (8)

3 2 24 Cr ÈÒÏÍ 6,8 5 1 25 Mn ÍÁÒÇÁÎÅÃ 7,4 5 2 26 Fe ÖÅÌÅÚÏ 7,9 6 2 27 Co ËÏÂÁÌØÔ 7,9 7 2 } ÇÒÕÐÐÁ ÖÅÌÅÚÁ 28 Ni ÎÉËÅÌØ 7,6 8 2 29 Cu ÍÅÄØ 7,7 10 1 30 Zn ÃÉÎË 9,4 10 2 ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÁÔÏÍÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ s-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÚÁ- ÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÒÁÎØÛÅ d-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

åÓÌÉ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÍÅÖÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÍ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÉÌÉ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÅÇÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ, ÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÏÄÎÏÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÇÏ ÁÔÏÍÁ ÄÏ ËÁ- ËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÁÔÏÍÏŒ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÞÁÌÏ ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ (ÓÍ. ÔÁÂÌÉÃÕ ÎÁ Ó. 48, ÔÁËÖÅ ÚÁ- ÉÍÓÔŒÏŒÁÎÎÕÀ ÉÚ æÅÊÎÍÁÎÏŒÓËÉÈ ÌÅËÃÉÊ).

ðÅÒŒÙÊ ÐÅÒÉÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2, ÔÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅ- ÓËÉ ŒÙÇÏÄÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ 1s ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ 2 ÜÌÅËÔÒÏÎÁÍÉ. œÔÏÒÏÊ ÐÅÒÉÏÄ Œ ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÙÍ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 8.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ, ÔÒÅÔÉÊ ÐÅÒÉÏÄ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ 18. ïÄÎÁ- ËÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ 3d É 4s ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÌÉÚËÏ, ÞÔÏ 4s ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÇÏÄÎÅÅ, ÞÅÍ 3d, É ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÎØ- ÛÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÐÒÅÒÙŒÁÅÔÓÑ, É ŒÓÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË, ËÁË ÂÕÄÔÏ ÔÒÅÔÉÊ ÐÅÒÉÏÄ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 8, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÞÅÔŒÅÒÔÙÊ.

œÏ ŒÔÏÒÏÍ É ÔÒÅÔØÅÍ ÐÅÒÉÏÄÁÈ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÉÈ ÏÂÏÌÏÞÅË ÐÏŒÔÏ- ÒÑÅÔÓÑ ÂÕËŒÁÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÉÄÅÎÔÉÞÎÙ ÐÏ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ É ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ íÅÎÄÅÌÅÅ- ŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌØÎÏ (ĂÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÁÔÏÍÎÏÇÏ ŒÅÓÁĄ).

íÙ ÕËÁÚÁÌÉ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÅ 12 ÉÚ 18 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÞÅÔŒÅÒÔÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞËÉ 3d É 4s ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ (ËÁË Õ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ | ÃÉÎËÁ) É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ 4p, ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ 6 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂSSÑÓÎÑÀÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ŒÅÓÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ su(2) (s; p; d; : : :).

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. úÁÄÁÞÉ Ë ËÕÒÓÕ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊĄ (ó. á. ìÏËÔÅŒ)

óÅÍÉÎÁÒ 1

úÁÄÁÞÁ 1. úÁÄÁÀÔ ÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ’(n), n ∈ ZÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z:

a) ’(n) = ( an 0 0 bn ) ; b) ’(n) = ( a^n 0 0 b^n ) ; c) ’(n) = ( 1 an 0 1 ) ; d) ’(n) = ( 1 a^n 0 1 ) ; e) ’(n) = ( cos(nff) sin(nff) − sin(nff) cos(nff) ) ? ÇÄÅ a; b; ff ∈ R.

úÁÄÁÞÁ 2. äÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1. úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÔÉ ŒÓÅ 1-ÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z=nZ a) ÎÁÄ R; b) ÎÁÄ C ; c)^∗ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F_q . úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ. þÅÒÅÚ k[G] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G. ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ’(g) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ k[G] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G?

a) (’(g)f)(x) = f(g · x); b) (’(g)f)(x) = f(x · g); c) (’(g)f)(x) = f(g^{−1} · x); d) (’(g)f)(x) = f(x · g^{−1})

ÇÄÅ f ∈ k[G], x ∈ G.

úÁÄÁÞÁ 6. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ÇÒÕÐ- ÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË) S_n Œ R^n ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

’(œ)((x_1; : : :; x_n)) = (x_{œ(1)}; : : : ; x_{œ(n)});

ÇÄÅ œ ∈ S_n.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (x_1; : : : ; x_n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x_1 + : : : + x_n = = 0, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

b)^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ. c) îÁÊÄÉÔÅ ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. úÁÄÁÞÁ 7^∗.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ X, Y , ÞÔÏ [X; Y ] = id.

b) îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÎÁÄ F_q .

óÅÍÉÎÁÒ 2

úÄÅÓØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k.

ïÐÅÒÁÔÏÒ P : V → V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V , ÅÓÌÉ Im (P ) = U É P |_U = id.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P^2 = P .

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ß : G → End(V ) ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÕÓÔØ U ⊂ V | ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, P : V → V | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ U . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

P^G = 1 |G| ∑ g∈G ß(g^{−1}) ∘ P ∘ ß(g):

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P^G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ U . úÁÄÁÞÁ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P^G | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G: V ∼= U ⊕ Ker (P^G).

úÁÄÁÞÁ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ char(k) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ |G|, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 5^∗. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Z=qZÎÁÄ F_q .

óÅÍÉÎÁÒ 3

äÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ⊂ R^3 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ O(M ) ÇÒÕÐÐÕ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ M , Á ÞÅÒÅÚ SO(M ) ⊂ O(M ) | ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ôÒÏÊËÁ F ⊃ E ⊃ V , ÇÄÅ F | ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M , E | ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅÓÑ Œ ÎÅÊ ÒÅÂÒÏ, Á V | ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ ÎÅÍ ŒÅÒÛÉÎÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÌÁÇÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M . íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ O(M ) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÅÇÏ ÆÌÁÇÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 0^∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ- ÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÐÉÓËÅ:

ÔÅÔÒÁÜÄÒ (T ), ËÕÂ (C), ÏËÔÁÜÄÒ (O), ÉËÏÓÁÜÄÒ (I), ÄÏÄÅËÁÜÄÒ (D). úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ÐÏÒÑÄÏË |O(M )| ÇÒÕÐÐÙ O(M ) ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÆÌÁÇÏŒ ÎÁ M É |SO(M )| = = |O(M )|=2.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SO(T ) ∼= A_4 É O(T ) ∼= S_4.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SO(C) ∼= SO(O) ∼= S_4 É O(C) ∼= O(O) ∼= ∼= S_4 × Z=2Z.

úÁÄÁÞÁ 4^∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SO(I) ∼= SO(D) ∼= A_5 É O(I) ∼= O(D) ∼= ∼= A_5 × Z=2Z.

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ O(M ) É SO(M ) ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 6. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: a) S_4 ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ËÕÂÁ; b) A_4 ⊂ S_4 ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ËÕÂÁ?

óÅÍÉÎÁÒ 4

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÞÅÒÅÚ Reg ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ffi_g ∈ Reg ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ffi_g (h) = { 1; ÅÓÌÉ g = h; 0; ÅÓÌÉ g ≠ h:

úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {ffi_g }_{g∈G} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ Œ Reg. úÁÐÉÛÉÔÅ ÌÅŒÏÅ É ÐÒÁŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

äÌÑ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ V_1, V_2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Hom_G(V_1; V_2) ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ V_1 Œ V_2.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

Hom_G(Reg; V ) ∼= V;

ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ffi_e.

ðÕÓÔØ Aut_G(V ) = Hom_G(V; V ). ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ k = C É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V ÍÙ ÉÍÅÅÍ Aut_G(V ) = C .

úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ char(k) ÎÅ ÄÅÌÉÔ |G|. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V Œ Reg ÒÁŒÎÁ dim V = dim Aut_G(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

|G| = ∑ T ∈ ^G

(dim T )^2 dim Aut_G(T ) :

äÌÑ k ∈ ZÏÐÒÅÄÅÌÉÍ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ_k ÇÒÕÐÐÙ Z=nZŒÒÁ- ÝÅÎÉÑÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

æ_k(l) = cos 2ßkl n sin

2ßkl n − sin

2ßkl n cos 2ßkl n ÄÌÑ i ∈ Z=nZ.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Aut_G(æ_k) úÁÄÁÞÁ 5. òÁÚÌÏÖÉÔÅ æ_k ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ æ_k ∼= æ_k′

a) ÎÁÄ C ; b) ÎÁÄ R.

úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ Z=nZ ÎÁÄ R Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 7^∗. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ Z=3Z ÎÁÄ F_5 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

óÅÍÉÎÁÒ 5

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (ÌÅŒÏÇÏ ÉÌÉ ÐÒÁŒÏÇÏ). òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÅÝÅ ÒÁÚ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅÒÎÓÁÊÄÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ D_n ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ s É ÏÔÒÁ- ÖÅÎÉÅÍ T , ÔÁË ÞÔÏ s^n = T^2 = e, T sT = s^{−1}.

ðÕÓÔØ k ∈ Z. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ_k ÇÒÕÐÐÙ D_n ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

æ_k(s) = cos 2ßk n sin 2ßk n − sin 2ßk n cos 2ßk n ; æk(T ) = ( 1 0 0 −1 ) :

úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ æ_k ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ.

úÁÄÁÞÁ 3. òÁÚÌÏÖÉÔÅ æ_k ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ a) ÎÁÄ C ; b) ÎÁÄ R.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ æ_k ∼= æ_k′ a) ÎÁÄ C ; b) ÎÁÄ R.

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ D_n a) ÎÁÄ C ; b) ÎÁÄ R.

úÁÄÁÞÁ 6. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ D_n.

óÅÍÉÎÁÒ 6

ðÕÓÔØ [G; G] | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ŒÓÅÍÉ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÏÒÁÍÉ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ aba^{−1}b^{−1} ÄÌÑ a; b ∈ G).

úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [G; G] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÏÊ, ÆÁËÔÏÒ G=[G; G] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ŒÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÙ G=[G; G].

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐ: a) S_n; b) A_4; c)^∗ A_n.

úÁÄÁÞÁ 3. ïÐÉÛÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐ:

a) S_n; b) A_4; c)^∗ A_n.

éÔÁË, ÍÙ ÚÎÁÅÍ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ A_4 (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ), É ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_4, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÒÁ- ÝÅÎÉÑÍÉ ËÕÂÁ É ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ).

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÈÁÒÁËÔÅÒ ÏÓÔÁŒÛÅÇÏÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ S_4.

úÁÄÁÞÁ 5^∗. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 6. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ

a) A_4; b)^∗ S_4 ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

óÅÍÉÎÁÒ 7

ðÕÓÔØ H | ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ i, j É ” (ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ Ă−1Ą), ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ ”i = i”, ”j = j”, i^2 = j^2 = ”, ij = ”ji.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ |H| É [H; H].

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ H.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐ- ÐÙ H.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÈÁÒÁËÔÅÒ ÏÓÔÁŒÛÅÇÏÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ H.

úÁÄÁÞÁ 5^∗. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 6. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ H ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ø É œ, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ ø^5 = 1, œ^4 = 1, œø œ^{−1} = ø^2.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ |G|, [G; G] É ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

úÁÄÁÞÁ 3. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G.

óÅÍÉÎÁÒ 8

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ P (x; y) ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ x É y. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : GL_2(C ) → End(V ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ T (( a b c d )) P (x; y) = P (ax + cy; bx + dy):

ðÕÓÔØ V_n ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n. úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ GL_2(C ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_n, n ⩾ 0 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉ- ÑÍÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_n.

ðÕÓÔØ H ⊂ GL_2(C ) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ ( z 0 0 z^{−1} ) ÄÌÑ |z| = 1.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ∼= S^1 É ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ V_n ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 3. ëÏÇÄÁ V_n Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ SO_3 = SU_2=±1?

úÁÄÁÞÁ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉ- ÅÍ ÇÒÕÐÐÙ GL_2(C ), Á ÔÁËÖÅ ÇÒÕÐÐÙ SU_2 ⊂ GL_2(C ).

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V_n.

úÁÄÁÞÁ 6^∗. éÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ, ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

a) V_1 ⊗ V_1; b) V_1 ⊗ V_2; c) V_1 ⊗ V_n; d) V_2 ⊗ V_n; e) V_m ⊗ V_n ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SU_2 (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÉÄÁ V_i).

óÅÍÉÎÁÒ 9

úÁÄÁÞÁ 1. ïÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ ÇÒÕÐÐÕ ìÉ? åÓÌÉ ÄÁ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ:

a) ŒÅÒÈÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ; b) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ; c) ŒÅÒÈÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ

ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ; d) ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ ( ? ? ? 0 ) ; e) ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ

ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ ( ? ? 0 ? ) . úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ a) O_n ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ; b) U_n ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ;

c) O(B) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ B;

d) U(E) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÆÏÒÍÕ E .

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ a) SL_n ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1; b) SO_n É SU_n | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ É ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2.

úÁÄÁÞÁ 5^∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ so_3(C ) ∼= sl_2(C ) ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. óÅÍÉÎÁÒ 10

ðÕÓÔØ æ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl_2. ïÐÅÒÁÔÏÒ

K_æ = æ(E)æ(F ) + æ(F )æ(E) + æ(H)^2=2

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ëÁÚÉÍÉÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K_æ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ sl_2. úÁÄÁÞÁ 2.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ æ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ K_æ | ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. b)^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ æ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÔÏ K_æ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ K_æ, ËÏÇÄÁ æ | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 4. œÙŒÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ K_æ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ su_2.

úÁÄÁÞÁ 5^∗. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ GL_6(C ) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÑ), ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÒÕÐÐÅ a) SO_3; b) SU_2 ?

óÅÍÉÎÁÒ 11

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl_2 Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÇÒÕÐÐÙ SL_2.

úÁÄÁÞÁ 2. œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÚÁÐÉÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ëÁÚÉÍÉ- ÒÁ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ:

a) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ su_2 ⊂ gl_2 Œ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; b) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ su_2 ∼= so_3 ⊂ gl_3 Œ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏŒ H_1, H_2 É H_3 ÁÌÇÅÂÒÙ su_2 Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ (ÓÍ. ÕËÁÚÁÎÉÑ Œ ÌÅËÃÉÉ 12).

úÁÄÁÞÁ 4. úÁÐÉÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ëÁÚÉÍÉÒÁ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ su_2 É ÓÒÁŒÎÉÔÅ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ Ó ÒÁÄÉÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 5^∗. ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ?

ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ

ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g | ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ad É ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: (ad x)y = [x; y], x; y ∈ g.

úÁÄÁÞÁ 1. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ gl_2(C ).

úÁÄÁÞÁ 2. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ gl_2(C ) ÎÁÊÄÉÔÅ a) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ; b) ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÅÓÏŒ m É n ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl_2(C ).

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ ÁŒÔÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

ìÅËÃÉÑ 1. ïÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . 4 1. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (4). 2. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ (ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ) (4). 3. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÉ: ⊕, ⊗ (5). 4. óÐÅËÔÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (6). 5. îÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (7).

ìÅËÃÉÑ 2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ . . . . . . . . . . 8 1. äÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ (8). 2. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (9). 3. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (9). 4. òÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅ Reg (11).

ìÅËÃÉÑ 3. èÁÒÁËÔÅÒÙ É ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ . . . . . . . . . . . . . . 14 1. èÁÒÁËÔÅÒÙ: ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÁËÔÙ (14). 2. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (15). 3. çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ (16). 4. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ (16). 5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (18).

ìÅËÃÉÑ 4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . 18 1. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ C(G) (18). 2. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ (18). 3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (18).

ìÅËÃÉÑ 5. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_d . . . . . . . 22 1. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (23). 2. éÄÅÎÔÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÏÍ (23). 3. èÁÒÁËÔÅÒÙ: ÆÏÒÍÕÌÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (23). 4. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÆÏÒÍÕÌÁ ËÒÀËÏŒ (24). 5. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕ- ÒÁ (24). 6. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ëÁÄÏÍÃÅŒÁ|ðÅÔŒÉÁÛŒÉÌÉ (25). 7. ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÑ (25).

ìÅËÃÉÑ 6. çÒÕÐÐÙ SU(2) É SO(3) | ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ SU(2) É SO(3) (26). 2. õÇÌÙ üÊÌÅÒÁ (26). 3. îÁËÒÙÔÉÅ SU(2) → SO(3) (27). 4. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ SO(3) (28). 5. ðÏÄSSÅÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ Ó SO(3) ÎÁ SU(2) (28).

ìÅËÃÉÑ 7. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ . . . . . . . . . . . . . 28 1. œŒÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ (28). 2. ôÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÁ|œÅÊ- ÌÑ (29). 3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ S^2 | ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁ- ÄÁÞÉ (31).

ìÅËÃÉÑ 8. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ . . . . . . . . . . . . . . 31 1. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ Œ R^3 (31). 2. óÆÅÒÉÞÅ- ÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (32). 3. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÇÒÕÐÐÙ SO(2) ⊂ SO(3) (32). 4. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ S^2 (33).

ìÅËÃÉÑ 9. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ìÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ (34). 2. óËÏÂËÁ ÎÁ T_eG (35). 3. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ É ÉÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ ìÉ (36).

ìÅËÃÉÑ 10. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SU(2), SO(3) É sl(2) . . . . . . . . . . . . 37 1. ïÔ su(2) Ë sl(2): ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ (37). 2. îÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ sl(2) (38). 3. ðÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SU(2) | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ (39). 4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ (40).

ìÅËÃÉÑ 11. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 1. úÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Y_{m;0} (40). 2. ðÒÉÓÏ- ÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (40). 3. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Y_{m;±k} (42).

ìÅËÃÉÑ 12. áÔÏÍ ŒÏÄÏÒÏÄÁ. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ . 43 1. óÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ (43). 2. òÁÚÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (44). 3. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ (45). 4. òÁÄÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅ- ÒÁ (46). 5. œÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÄÌÉ- ÎÁ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ (46). 6. úÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÌÅË- ÔÒÏÎÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË (47).

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. úÁÄÁÞÉ Ë ËÕÒÓÕ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊĄ (ó. á. ìÏËÔÅŒ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

ï îåúáœéóéíïí íïóëïœóëïí õîéœåòóéôåôå

îíõ | ŒÙÓÛÅÅ ÎÅÇÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÞÅÂÎÏÅ ÚÁŒÅÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÉ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ.

úÁÎÑÔÉÑ Œ îíõ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ Œ ŒÅÞÅÒÎÅÅ ŒÒÅÍÑ (ÏÂÙÞÎÏ Ó 17.30). üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÎÁÛÉ ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÓÏŒÍÅÝÁÀÔ ÏÂÕÞÅÎÉÅ Œ îíõ Ó ÚÁÎÑÔÉÑÍÉ Œ ÄÒÕÇÏÍ ŒÕÚÅ (ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ | ÎÏ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ! | ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ). îÁÛÉ ÚÁÎÑÔÉÑ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÅÝÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÖÅÌÁÀÝÉÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÕÄÅÎÔ ÉÌÉ ÁÓÐÉÒÁÎÔ îíõ).

ïÂÕÞÅÎÉÅ Œ îíõ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏÅ. óÔÕÄÅÎÔÁÍ ŒÙÐÌÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÓÔÉÐÅÎÄÉÑ.

îÁÛ ÁÄÒÅÓ: 119002, íÏÓËŒÁ, â. œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., Ä. 11. ôÅÌÅÆÏÎ: (095) 241-4086. æÁËÓ: (095) 291-6501. E-mail: ium@mccme.ru

ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. ÎÁ ÓÁÊÔÅ http://ium.mccme.ru/

ëõòóù é óåíéîáòù œ îíõ œ œåóåîîåí óåíåóôòå 2004 çïäá

í. ó. áÇÒÁÎÏŒÉÞ üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÞÁÓÔØ 2)

é. œ. áÒÖÁÎÃÅŒ ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ

é. á. âÏÇÁÅŒÓËÉÊ ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ É ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ

à. í. âÕÒÍÁÎ çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ

á. í. œÅÒÂÏŒÅÃËÉÊ çÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ

á. á. çÌÕÃÀË ëŒÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Œ ÄÉÎÁÍÉËÅ œ. á. çÏÒÄÉÎ ðÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ

ð. ç. çÒÉÎÅŒÉÞ œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÕ ÍÅÈÁÎÉËÕ

œ. ó. öÇÕÎ, ä. œ. íÉÒÏÎÏŒ çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ

í. ü. ëÁÚÁÒÑÎ äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, 2 ËÕÒÓ

ð. é. ëÁÃÙÌÏ ìÏËÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

á. í. ìÅŒÉÎ áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ

ó. í. îÁÔÁÎÚÏÎ, ï. œ. ûŒÁÒÃÍÁÎ, ï. ë. ûÅÊÎÍÁÎ òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÚÉËÁ (ÓÅÍÉÎÁÒ)

ç. é. ïÌØÛÁÎÓËÉÊ œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÕ, 2 ËÕÒÓ

ó. à. ïÒÅŒËÏŒ ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ

å. é. ðÁÎÔÅÌÅÅŒÁ, í. à. òÏÚÅÎÂÌÀÍ œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ (2)

á. à. ðÉÒËÏŒÓËÉÊ óÏŒÍÅÓÔÎÙÊ ÓÐÅËÔÒ ôÜÊÌÏÒÁ É ÐÕÞËÏŒÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

ì. å. ðÏÓÉÃÅÌØÓËÉÊ ïÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ

á. œ. óÁŒŒÁÔÅÅŒ ôÅÏÒÉÑ ÉÇÒ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ

ä. é. óÁŒÅÌØÅŒ, œ. â. ûÅÈÔÍÁÎ áËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

œ. í. ôÉÈÏÍÉÒÏŒ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ

â. ì. æÅÊÇÉÎ, œ. œ. äÏÃÅÎËÏ áÌÇÅÂÒÙ ìÉ á. í. æÉÌÉÍÏÎÏŒ õÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ (ŒŒÏÄÎÙÊ ËÕÒÓ)

ç. â. ûÁÂÁÔ áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ (ÓÅÍÉÎÁÒ)

ï. œ. ûŒÁÒÃÍÁÎ ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ, 2 ËÕÒÓ

ï. ë. ûÅÊÎÍÁÎ áÌÇÅÂÒÙ ëÒÉÞÅŒÅÒÁ|îÏŒÉËÏŒÁ É ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

ëõòóù é óåíéîáòù œ îíõ œ ïóåîîåí óåíåóôòå 2003 çïäá

í. ó. áÇÒÁÎÏŒÉÞ üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ï. à. áÒÉÓÔÏŒ áÌÇÅÂÒÁ æÕÒØÅ É ËŒÁÎÔÏŒÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

á. á. âÅÌÁŒÉÎ œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËŒÁÎÔÏŒÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÐÏÌÑ

í. ì. âÌÁÎË œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ

é. á. âÏÇÁÅŒÓËÉÊ ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ

à. í. âÕÒÍÁÎ ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, 2 ËÕÒÓ

á. í. œÅÒÂÏŒÅÃËÉÊ, é. ó. ëÒÁÓÉÌØÝÉË çÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ

œ. á. çÏÒÄÉÎ ðÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ

á. ì. çÏÒÏÄÅÎÃÅŒ áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

æ. ì. úÁË çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

œ. ñ. éŒÒÉÊ þÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÉËÒÏÌÏËÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ?

ç. ó. éÒÏÛÎÉËÏŒ Path Integral and Coherent States in Quantum Mechanics and Field Theory

ç. á. ëÁÂÁÔÑÎÓËÉÊ ôÅÏÒÉÑ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÒÉÐÔÏÇÒÁÆÉÉ

á. í. ëÒÁÓÎÏÓÅÌØÓËÉÊ, ä. é. òÁÞÉÎÓËÉÊ ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ É ËÒÁÅŒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

é. í. ëÒÉÞÅŒÅÒ çÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ

á. ç. ëÕÚÎÅÃÏŒ áÌÇÅÂÒÁ, 2 ËÕÒÓ

á. í. ìÅŒÉÎ áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ

ó. í. îÁÔÁÎÚÏÎ, ï. œ. ûŒÁÒÃÍÁÎ, ï. ë. ûÅÊÎÍÁÎ òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÚÉËÁ (ÓÅÍÉÎÁÒ)

ó. à. îÅÍÉÒÏŒÓËÉÊ íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

å. é. ðÁÎÔÅÌÅÅŒÁ, í. à. òÏÚÅÎÂÌÀÍ œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ

ä. é. ðÁÎÀÛÅŒ ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÁÓÐÅËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ad-ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁÈ

ï. î. ðÏÐÏŒ ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

ì. å. ðÏÓÉÃÅÌØÓËÉÊ ïÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ

á. à. óÁŒÉÎ, â. à. óÔÅÒÎÉÎ K-ÔÅÏÒÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÁ áÔØÉ|úÉÎÇÅÒÁ

á. â. óËÏÐÅÎËÏŒ œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÍÁÌÏÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ

á. â. óÏÓÉÎÓËÉÊ çÅÏÍÅÔÒÉÑ, 1 ËÕÒÓ

œ. í. ôÉÈÏÍÉÒÏŒ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ â. ì. æÅÊÇÉÎ, œ. œ. äÏÃÅÎËÏ çÒÕÐÐÙ É ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ

á. í. æÉÌÉÍÏÎÏŒ õÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ (ŒŒÏÄÎÙÊ ËÕÒÓ)

ç. â. ûÁÂÁÔ áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ (ÓÅÍÉÎÁÒ)

ï. œ. ûŒÁÒÃÍÁÎ òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÔÜÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ

œ. â. ûÅÈÔÍÁÎ, ä. é. óÁŒÅÌØÅŒ áËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

í. ñÍÐÏÌØÓËÉÊ äÉÎÁÍÉËÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ