ç ì á œ á III áóéíðôïôéëá óðåëôòáìøîïê æõîëãéé

§ 16. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ.

16.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ É ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ í {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ dx, A {{ ÔÁËÏÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁ M , ÞÔÏ a_m(x; ) > 0 ÐÒÉ ≠ 0. âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ § 15 ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑ e(x; y; –), N (t), V_x(–), V (–). óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 15.1 É 15.2.

ô Å Ï Ò Å Í Á 16.1 (ì. èčÒÍÁÎÄÅÒ). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ

| e(x; x; –) − V_x(–) | ⩽ C–^{(n−1)=m}; – ⩾ 1; x ∈ M; (16.1)

ÇÄÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C > 0 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É –.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 16.1. ðÒÉ – → +∞ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ N (–) = V (–) (1 + O(–^{−1=m})): (16.2)

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 16.1. ïÃÅÎËÁ ÏÓÔÁÔËÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (16.1) É (16.2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÊ. œ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A = −d^2=dx^2 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = R=2ıZ. óÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÄÅÓØ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ _k(x) = 1 √ 2ı e^{ikx}, k = 0; ±1; ±2; : : : , Á ÓÏÂ-

ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ –_k = k^2, k = 0; ±1; ±2; : : :

äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ | _k(x) |^2 = (2ı)^{−1}, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ e(x; x; –) = = (2ı)^{−1}N (–). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ V_x(–) = (2ı)^{−1}V (–), ÔÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ (16.1) É (16.2) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅ- ÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÏÃÅÎËÉ ÏÓÔÁÔËÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (16.2), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÚÄÅÓØ ŒÉÄ N (–) = V (–) (1 + O(–^{−1=2})) ÉÌÉ N (–) = 2 √ – + O(1). îÏ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅ- ÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ N (–).

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (§ 22) ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ) É ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÏÃÅÎËÉ (16.1) Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ n É m.

16.2. óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÅÐÅ- ÎÅÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓŒÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ A {{ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ 1. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ e^{itA} ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ t ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÇÏ

ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ e^{itA} ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ (ÐÏ –) ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ e(x; y; –) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. ïÔÓÀÄÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ (16.1) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÉÐÁ ÔÁÕÂÅÒÏŒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ.

äÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÐÌÁÎ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ ÔÁËÏŒ: § 17 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓŒÅ- ÄÅÎÉÑ Ï ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÈ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; Œ § 18 ÄÏËÁÚÁÎÁ ŒÁÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÉ ðäï ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ðäï É éïæ; Œ § 19 ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÆÁÚÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÕ ðäï; Œ § 20 ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ e^{itA} Œ ŒÉÄÅ éïæ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ; Œ § 21 ÔÅÏÒÅÍÁ 16.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÂ e(x; y; –) ÐÒÉ x ≠ y); ÎÁËÏÎÅÃ, § 22 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÅÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÆÅÒÙ.

ú Á Ä Á Þ Á 16.1. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A = −´ = −

( Ä_2

Äx^2_1 + Ä^2 Äx^2

+ : : : +

Ä^2 Äx^2_n )

ÎÁ ÔÏÒÅ T^n = R^n=2ıZ^n ŒÙÞÉÓÌÉÔØ N (t) É e(x; x; –) É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ (16.1) É (16.2).

§ 17. îÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

17.1. âÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ðÕÓÔØ M {{ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, a(x; ) {{ ÇÌÁÄËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔ- ËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ T^∗M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÕ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ T^∗M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÅÊ a(x; ) ËÁË ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎÏÍ: { _x = a_¸;

_ = −a_x: (17.1)

ÇÄÅ a_¸ =

( Äa

Ä_1 ; : : :; Äa Än ) , a_x =

( Äa

Äx_1 ; : : :; Äa Äxn ) , (x; ) {{ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ T^∗M , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ M . ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, áÒÎÏÌØÄ œ. é. [1]), ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ T^∗M , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÐÒÁŒÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ (17.1), ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ M .

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 17.1. ëÒÉŒÁÑ (x(t); (t)), ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÛÅÎÉ- ÅÍ (17.1), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ).

âÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ R. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ÓÍ. ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÉ 17.1 É 17.2).

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 17.1. æÕÎËÃÉÑ a(x; ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.1), Ô. Å. ÅÓÌÉ (x(t); (t)) {{ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ), ÔÏ a(x(t); (t)) = const.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÅÅÍ d dt a(x(t); (t)) = a^x _x + a^¸

_ = a_xa_¸ − a_xa_¸ = 0: ■

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.1 ÄÅÌÁÅÔ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 17.2. âÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ (x(t); (t)) ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ, ÅÓÌÉ a(x(t); (t)) ≡ 0.

17.2. õÒÁŒÎÅÎÉÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{{ñËÏÂÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

a(x; ’_x(x)) = 0; (17.2)

ÇÄÅ ’ {{ ÇÌÁÄËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔËÒÙ- ÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Œ M , ’_x {{ ÅÅ ÇÒÁÄÉÅÎÔ. ôÁËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{{ñËÏÂÉ. äÌÑ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÇÒÁÆÉË ’_x, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

`_’ = {(x; ’_x(x)); x ∈ M } ⊂ T^∗M: (17.3)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 17.2. åÓÌÉ ’ {{ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.2), ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ `_’ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÁÚÏŒÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÓÉÓÔÅ- ÍÙ (17.1), Ô. Å. ÅÓÌÉ (x(t); (t)) {{ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ a; x(t) ÐÒÉ t ∈ [0; b] ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ’ É (x(0); (0)) ∈ `_’, ÔÏ (x(t); (t)) ∈ `_’ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ [0; b].

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÏ ÐÏÌÅ (a_¸; −a_x) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ `_’ ŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÈ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (x(t); (t)) {{ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ É (x(0); (0)) ∈ `_’ (Ô. Å. (0) = ’_x(x(0))), ÔÏ { d dt [(t) − ’^x(x(t))] }| |_{t=0} = 0. îÏ ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ŒÙËÌÁÄ- ËÉ: { d dt [(t) − ’_x(x(t))] }| |_{t=0} = ( _ − ’xx · _x)|t=0 =

= −a_x(x(0); (0)) − ’_{xx}(x(0)) a_¸ (x(0); (0)) = = − Ä Äx [a(x; ’^x(x))]^{x=x(0)} = 0: ■ œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÁ m, Ô. Å.

a(x; t) = t^ma(x; ); t > 0; ≠ 0; (17.4)

ÇÄÅ m {{ ÐÏËÁ ÌÀÂÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕ- ÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ üÊÌÅÒÁ:

· a_¸ = ma: (17.5)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 17.3. ðÕÓÔØ a(x; ) ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏÒÑÄËÁ m, ’(x) {{ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.2). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ŒÄÏÌØ ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ ÎÕÌÅŒÙÈ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ), ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ `_’, Ô. Å. ÅÓÌÉ (x(t); (t)) {{ ÎÕÌÅŒÁÑ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ É (0) = ’_x(x(0)), ÔÏ ’(x(t)) = const.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÍÅÅÍ d dt ’(x(t)) = ’^x _x = ’^xa^¸ = ’^x(x(t)) a^¸(x(t); (t)) = = ’_x(x(t)) a_¸(x(t); ’_x(x(t))) = ma(x(t); ’_x(x(t))) = 0: ■

17.3. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{{ ñËÏÂÉ (17.2) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ’(x) ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ

’|_S = ; (17.6)

ÇÄÅ S {{ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ (ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1) Œ M , ∈ C^∞(S). çÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÌÏËÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏ- ÓÔØÀ, Ô. Å. ŒÙÂÏÒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ S ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

S = {x : x_n = 0}; (17.7)

ÔÁË ÞÔÏ = (x^′), ÇÄÅ x^′ = (x_1; : : :; x_{n−1}). œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÎÏÓÔÉ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀ- ÝÅÅ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x^′ ∈ S: ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ a(x^′; 0; _x′ (x^′); –) = 0 (17.8)

ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ –, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ËÏÒÅÎØ – ∈ R, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó (17.8) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ Äa Än (x

′; 0; _x′ (x^′); –) ≠ 0: (17.9)

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÔÏÞËÁ 0 ∈ S. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ a(x; ^′; –) = 0 (17.10)

ÐÒÉ | x | < " É | ^′ − _x′ (0) | < " ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ – = a^′(x; ^′), ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x É ^′. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ a^′(x; ^′) ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ ^′, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ | x | < " É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ^′ ≠ 0 Œ ËÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ _x′ (0).

õÒÁŒÎÅÎÉÅ (17.10) ÐÒÉ | x | < " É ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ (^′; –), ÂÌÉÚËÉÈ ÐÏ ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÉÀ Ë ( ^′_x′ (0); a^′(0; ^′_x′ (0))), ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ – − a^′(x; ^′) = 0: (17.11) ìÏËÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ’ = ’(x) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.2), ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (17.6) É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ä’ Äxn (0; 0) = a

′(0; ^′_x′ (0)): (17.12)

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ŒÏÚÍÏÖÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ (17.10) Ë (17.11), ÔÏ ÎÁÛÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ Ä’ Äxn − a ′ ( x; Ä’ Äx^′ ) = 0; (17.13)

’|_{xn=0} = (x^′); (17.14) Ô. Å. ÄÅÌÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ a(x; ) = _n − a^′(x; ^′): (17.15) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ) ŒÉÄÁ (17.15). éÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÔÁËÏŒÙ _x^′ = −a^′_¸′ (x; ^′); _x_n = 1;

_ = a^′_x(x; ^′):

(17.16)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÕÌÅŒÕÀ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ (x(t); (t)), ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ `_’ É ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ S, Ô. Å. ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ x_n(0) = 0. ôÏÇÄÁ ÉÚ (17.16) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ x_n(t) = t. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÅÝÅ ÔÏÞËÕ x^′ = x^′(0) ∈ S. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (x(0); (0)) ∈ `_’ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

′(0) = ^′_x′ (x^′); _n(0) = Ä’ xn (x^′; 0); (17.17)

Á ÕÓÌÏŒÉÅ a(x(0); (0)) = 0 ÄÁÅÔ n(0) = a^′(x^′; 0; ^′_x′ (x^′)): (17.18) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÕÌÅŒÁÑ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ `_’ É ÔÁ- ËÁÑ, ÞÔÏ x_n(0) = 0, x^′(0) = x^′, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. éÚ ÆÏÒÍÕÌ (17.17), (17.18) ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÅÅ ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ x^′. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : (x^′; x_n) → (x^′(x_n); x_n); (17.19) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÐÒÉ | x | < ", ÔÏ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ x^′(0) = x^′ ŒÙÔÅËÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 1 ÐÒÉ x_n = 0, ÔÁË ÞÔÏ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. îÏ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 17.3 ÔÏÇÄÁ Ó ÎÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÏÓÔØÀ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

’(x) = ([g^{−1}(x)]^′); (17.20)

ÇÄÅ [g^{−1}(x)]^′ {{ ŒÅËÔÏÒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ g^{−1}(x) ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ x^′ ÄÌÑ x = (x^′; x_n).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ É ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (17.20) ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. óÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÖÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ. íÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 17.1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (17.20) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ.

17.4. çÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ S, ÕÖÅ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑÓØ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ ÎÁ S (ÈÏÔÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏÊ Œ ÓÍÙ- ÓÌÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ S). ïÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ, ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Œ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ S É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ x ËÏÒÎÑ – ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.8). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ S ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÌÅ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ = (x^′) ∈ T^∗_x′ M , ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ x^′ ∈ S É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

1) i^∗(x^′) = _x′ (x^′) ÇÄÅ i : S → M , _x′ (x^′) {{ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ (x^′) Œ ÔÏÞËÅ x^′ ∈ S, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ËÏŒÅËÔÏÒ ÎÁ S (ÜÌÅÍÅÎÔ T^∗_x′ S);

2) ÅÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ Ð. 17.3, Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ x^′ ∈ S, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

(x^′) = ( _x′ (x^′); –(x^′));

ÇÄÅ –(x^′) {{ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.8), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (17.9), Ô. Å. ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (17.12) ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÚÄÅÓØ Œ ŒÉÄÅ ’_x(x^′) = (x^′); x^′ ∈ S: (17.21)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ: ÎÁÊ- ÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÓŒÑÚÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.2), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ (17.6) É ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ (17.21). œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÙÅ ÉÍÅÀÔÓÑ), ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÓÁÍÉ ÅÅ ÄÁÎÎÙÅ a; S; É ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÜÔÉÈ ÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 17.1. õÓÌÏŒÉÅ 1) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ (ÅÓ- ÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍÉ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ) ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÊ ÄÌÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÌÑ (x^′), ÌÏËÁÌØÎÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÇÌÁÄ- ËÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Œ ÔÏÞËÁÈ x^′ ∈ S.

17.5. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ (17.2) ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎÃÉÑ a(x; ) ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ , Ô. Å.

a(x; ) = V (x) · ; (17.22)

ÇÄÅ V (x) {{ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M . ðÒÏÅËÃÉÉ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÎÁ M ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ

_x = V (x); (17.23)

Á ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.2) {{ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒŒÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.23). óÁÍÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (17.1) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó (17.23) ÅÝÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ _ = −V_x(x) · ; (17.24)

ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏ . óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÒÏÓÔÁ | (t) | ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x(t) ∈ K, ÇÄÅ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ M , ÔÏ | (t) | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÏÓÉ t. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ t, ÌÉÂÏ ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÑ x(t) ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂ M . õÓÌÏŒÉÅ ÎÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÎÏÓÔÉ S ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ V (x) ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ Ë S ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ S.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (x^′; t) Œ x(t), ÇÄÅ x(t) {{ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.23) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ x(0) = x^′. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x^′ ÒÅÛÅÎÉÅ x(t) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ | t | < ", ÔÏ g ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : S × (−"; ") → M: (17.25)

åÓÌÉ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ Ó ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ S ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ g. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÁÖÎÏ ÕÍÅÔØ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏ " > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (17.25) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÁ, ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÎÉÖÅ.

17.6. îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÉÄÁ

V (x) · ’_x(x) + b(x) ’(x) = f(x); (17.26)

ÇÄÅ b(x); f(x) ∈ C^∞(M ); V (x) {{ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ M , ’(x) {{ ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ’_x {{ ÅÅ ÇÒÁÄÉÅÎÔ. åÓÌÉ x(t) {{ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (17.23), ÔÏ

ÑÓÎÏ, ÞÔÏ d dt ’(x(t)) + b(x(t))’(x(t)) = f(x(t)), ÏÔËÕÄÁ ’(x(t)) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ’(x(0)). ïÓÎÏŒÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ŒÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏ- ÛÉ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ V (x) É S, ÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ f(x) É ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ∈ C^∞(S).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ- ÇÏ ŒÉÄÁ Ä’ Äxn − n−1∑ j=1 a_j(x) Ä’ Äx_j

+ b(x) ’ = f(x); (17.27)

ÇÄÅ x = (x^′; x_n), x^′ ∈ M^′, M^′ {{ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, x_n ∈ (−a; a), ÇÄÅ a > 0. óÉÓÔÅÍÁ (17.23) (ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ { _x^′ = V^′(x); _x_n = 1:

(17.28)

òÅÛÅÎÉÑ x(t) ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ x_n = 0, ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÙ ÐÒÉ t ∈ (−a; a), É ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ S = M^′ = {x : x_n = 0}, ÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ g : M → M , ÇÄÅ M = M^′ × (−a; a), ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ (17.28) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ĂÓÌÏÊĄ M^′ × {x_0} ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÅÂÑ. ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÚÁ- ÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17.27) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ

’|_{xn=0} = (x^′); x^′ ∈ M; (17.29)

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ’ ∈ C^∞(M ).

œ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ É ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ M^′.

ú Á Ä Á Þ Á 17.1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ a(x; ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ∈ M , ≠ 0, ÉÍÅÅÔ ÐÏ ÐÏÒÑÄÏË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (x(t); (t)) {{ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t, ÌÉÂÏ x(t) ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K ⊂ M . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ŒÓÅ ÂÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ R.

ú Á Ä Á Þ Á 17.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ m ÆÕÎËÃÉÉ a(x; ) ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, ÎÏ ÚÁÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ

a(x; ) ≠ 0 ÐÒÉ ≠ 0; x ∈ M:

§ 18. äÅÊÓÔŒÉÅ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ

18.1. æÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. òÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÁÓÉÍÐÔÏ- ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÉ – → +∞ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ A(e^{i˘(x)}), ÇÄÅ A {{ ðäï, Á {{ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË.

ô Å Ï Ò Å Í Á 18.1. ðÕÓÔØ X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n, A ∈ L^m_{æ; ffi}(X), 1 − ȷ ⩽ ‹ < < ȷ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É a(x; ) {{ ÅÇÏ ÓÉÍŒÏÌ. ðÕÓÔØ (x) ∈ ∈ C^∞(X) É ^′_x(x) ≠ 0 ÐÒÉ x ∈ X (ÚÄÅÓØ ^′_x ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎË- ÃÉÉ ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(X) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ N ⩾ 0 ÐÒÉ – ⩾ 1 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

A(fe^{i˘} ) = e^{i˘} [ ∑ |ff|¡N a^{(ff)}(x; – ^′_x(x))

D^ff_z (f(z) e^{i˘æx(z)}) ¸! | | |_{z=x}+

+ –^{m−(æ−1=2) N} R_N (x; –) ] ; (18.1)

ÇÄÅ ȷ_x(y) = (y) − (x) − (y − x) · ^′_x(x), a^{(ff)}(x; ) = Ä^ff_¸ a(x; ), Á ÄÌÑ R_N (x; –) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä^fl_xR_N (x; –)| ⩽ C_{fl; N; K} –^{ffi|fl|}; x ∈ K; (18.2)

ÇÄÅ K {{ ËÏÍÐÁËÔ Œ X, Á ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C_{fl; N; K} ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ –.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f(x); (x), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ Œ C^∞(X) (Ô. Å. ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Ä^fl f(x), Ä^fl (x) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ‚), É ÅÓÌÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ ^′_x ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÏÔÄÅÌÅÎÙ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ) ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÔÏ ÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÙÅ C_{fl; N; K} Œ ÏÃÅÎËÁÈ (18.2) ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f; ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 18.1. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÈÏÖÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÎÁ ÔÅÏ- ÒÅÍÕ 4.2 Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÓÉÍŒÏÌÁ ðäï ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ É, ËÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÅÊ. ïÄÎÁËÏ ŒŒÉÄÕ ŒÁÖÎÏÓÔÉ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 18.1 ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: ŒÙŒÏÄ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2 É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ ÓÔÁ- ÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÆÁÚÙ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1 ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ ðäï ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ É ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. íÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ Œ ËÁ- ÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ (ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÂÙÌ ÐÅÒŒÙÊ ÐÕÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ ðäï ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ).

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 18.2. ðÏÌÅÚÎÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ (18.1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉ – → +∞.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ^′_x(x) ≠ 0 ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ

| a^{(ff)}(x; – ^′_x(x)) | ⩽ C_{ff; K} –^{m−æ|ff|}; x ∈ K: (18.3)

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ D^ff_z (f(z)e^{i˘æx (z)})|_{z=x} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÏ – ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ | ¸ |=2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

D^ff_z (f(z) e^{i˘æx (z)}) = ∑ fl_0 +fl_1 +:::+fl_k =ff

c_{fl0:::flk} (D^{fl0}_z f(z)) · –^k(D^{fl1}_z ȷ_x(z)): : :

: : :(D^{flk}_z ȷ_x(z)) e^{i˘æx (z)}; (18.4)

ÐÒÉÞÅÍ Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ | ‚_j | ⩾ 1 ÐÒÉ j = 1; : : :; k. ðÏÓËÏÌØËÕ ȷ_x(z) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ x = z ÎÕÌØ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÐÒÉ x = z Œ (18.4) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÌÁÇÁ-

ÅÍÙÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ | ‚_j | ⩾ 2, j = 1; : : :; k. îÏ^k ∑ j=1 | ‚_j | ⩽ | ¸ |, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ

ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2k ⩽ | ¸ |, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ôÅÐÅÒØ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ (18.3), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ | | | |a^{(ff)}(x; – ^{′x}(x))

D^ff_z (f(z) e^{i˘æx(z)}) ¸! | | |_{z=x} | | | | ⩽ C^{ff; K} –^{m−(æ−1=2)|ff|}; x ∈ K;

ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÂÙŒÁÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÒÏÓÔÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ (18.4), ÐÏÓËÏÌØËÕ ȷ > 1=2.

18.2. ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ y = κ(x) = (x_1; : : :; x_{n−1}; (x)). üÔÁ ÚÁÍÅÎÁ ÉÍÅÅÔ ÑËÏÂÉÁÎ, ÒÁŒ- ÎÙÊ ^′_{xn} . ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÅÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ÔÁÍ, ÇÄÅ ^′_{xn} ≠ 0. ïÄÎÁËÏ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÅÇËÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÏÊ ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ K_1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÁËÔ K_2, ÞÔÏ Au|_{K1} ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ u|_{K2} . ðÏÜÔÏÍÕ A(fe^{i˘} )|_{K1} ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ- ÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ A(f_j e^{i˘}), ÇÄÅ f_j ∈ C^∞_0 (X) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ k, 1 ⩽ k ⩽ n, ÞÔÏ ^′_{xk} (x) ≠ 0 ÐÒÉ x ∈ supp f_j .

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ^′_{xn} (x) ≠ 0, x ∈ X. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_1 {{ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ y = κ(x) (ÓÍ. § 4). ðÕÓÔØ a_1(y; ”) {{ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ

a_1(y; ”)|_{y=κ(x)} = e^{−iκ(x)·ȷ} A(e^{iκ(x)·ȷ} ) = = ∑ |ff|¡N 1 ¸! a

(ff)(x;^tκ^′(x) ”) (D^ff_z e^{iκ′′x (z)·ȷ})|_{z=x} + r_N (x; ”);

ÇÄÅ κ^{′′}_{xn} (z) = κ(z) − κ(x) − κ^′(x) (z − x), r_N ∈ S^{m−(æ−1=2)N}_{æ; ffi} (X × R^n). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ ÚÄÅÓØ ” = (0; : : :; 0; –), ÍÙ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (18.1) ÐÒÉ f ≡ 1, ÇÄÅ R_N ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó (18.2). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.2, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. ■

18.3. œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1. œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ‹ = 0 É ȷ = 1.

úÁÍÅÔÉÍ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ∈ C^∞_0 (X). ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ I(–) = e^{−i˘(x)}A(fe^{i˘} ) (x) (ÔÏÞËÕ x ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ). éÍÅÅÍ

I(–) = ∫ a(x; ) f(y) e^{i˘((y)−(x))+i(x−y)·¸} dy —d: (18.5)

óÄÅÌÁÅÍ ÚÄÅÓØ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ = –“:

I(–) = –^n ∫ a(x; –“) f(y) e^{i˘[(y)−(x)−(y−x)·ı]} dy —d“: (18.6)

íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÒÉ – → +∞. äÁÌÅÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ (Œ ÜÔÏÍ ÓÕÔØ ÍÅÔÏÄÁ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÆÁÚÙ), ÞÔÏ ÇÌÁŒÎÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ

g(y; “) = (y) − (x) − (y − x) · “: (18.7)

îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ g^′_ı = x − y, g^′_y = ^′_y(y) − “, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ËÒÉÔÉÞÅ- ÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ {{ ÔÏÞËÁ y = x, “ = ^′_x(x). ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔ- ËÏÓÔÉ _x = ^′_x(x). œŒÅÄÅÍ ÓÒÅÚÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl ∈ C^∞_0 (R^n), ffl(z) = 1 ÐÒÉ | z | < "=2, ffl(z) = 0 ÐÒÉ | z | > ", ÇÄÅ " > 0, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

~I(–) = –^n ∫ a(x; –“) ffl(y − x) ffl(“ − _x) f(y) e^{i˘g(y; ı)} dy —d“: (18.8)

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N > 0

|I(–) − ~I(–)| ⩽ C_N –^{−N} : (18.9)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌÁÇÁÑ

tL = –^{−1}[( ^′(y) − “)^2 + (x − y)^2]^{−1}[( ^′(y) − “) · D_y + (x − y) · D_ı ];

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ^tLe^{i˘g(y; ı)} = e^{i˘g(y; ı)}. œÙÐÏÌÎÑÑ Œ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÅÍ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÅ I(–) − ~I (–) ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

|( ^′(y) − “)^2 + (x − y)^2| ⩾ "_1 > 0 ÎÁ supp [1 − ffl(y − x) ffl(“ − _x)];

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ

I(–) − ~I (–) = –^n ∫ e^{i˘g(y; ı)}L^N [a(x; –“) (1 − ffl(y − x) ffl(“ − _x)) f(y)] dy —d“;

É, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÜÔÏÔ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ (ÓÍ. § 1), ÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÀÄÁ ÏÃÅÎËÕ (18.9) ÚÁ ÓÞÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÑ –^{−1}, ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ L. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔ- ÓÑ ÏÃÅÎËÉ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÐÏ x ÏÔ ÒÁÚÎÏÓÔÉ I(–) − ~I (–). ïÔÍÅÔÉÍ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÏÃÅÎÏË I(–) − ~I(–), ÅÓÌÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6. œ ÄÁÌØ- ÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ŒÏÓ- ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÉÈ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ.

éÔÁË, ŒÍÅÓÔÏ I(–) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ~I(–). äÅÌÁÑ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÚÁÍÅ- ÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ “ = _x + –^{−1}”, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

~I(–) = ∫ e^{i(x−y)·ȷ}a(x; –_x + ”) ffl ( ” – ) ffl(y − x) f(y) e^{i˘æx (y)} dy —d”: (18.10)

òÁÚÌÏÖÉÍ a(x; –_x + ”) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉ ” = 0:

a(x; –_x + ”) = ∑ |ff|¡N a^{(ff)}(x; –_x)

”^ff ¸! + r_N (x; ”; –); ÇÄÅ r_N (x; ”; –) = ∑ |ff|=N c_ff 1∫ 0 (1 − t)^{N−1}”^ffa^{(ff)}(x; –_x + t”) dt:

õÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÒÅÚÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl ( ” – ) ffl(y − x) É ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Œ (18.10), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

~I(–) = ∑ |ff|¡N ∫ e^{i(x−y)·ȷ}a^{(ff)}(x; –_x)×

× ”^ff ¸! ffl ( ” – ) ffl(y − x) f(y) e^{i˘æx (y)} dy —d” + R^′_N (x; –): (18.11) ÇÄÅ

R^′_N (x; –) = ∑ |ff|¡N c_ff ∫ dy —d” 1∫ 0 (1 − t)^{N−1}”^ffa^{(ff)}(x; –_x + t”)×

× ffl(y − x) ffl ( ” – ) e^{i(x−y)·ȷ}f(y) e^{i˘æx (y)} dt: (18.12) ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÆÏÒÍÕÌÙ (18.11) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔÐÕÓÔÉÔØ ÓÒÅÚÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ffl ( ” – ) . îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÉ ÞÌÅÎÙ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ: ∫ e^{i(x−y)·ȷ}a^{(ff)}(x; –_x)

”^ff –! ffl(y − x) f(y) e^{i˘æx (y)} dy —d” =

= a^{(ff)}(x; –_x) D^ff_y (f(y) e^{i˘æx (y)})|_{y=x};

ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÃÅÎÉÔØ ÏÓÔÁÔÏË R^′_N ÉÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t(0 < t ⩽ 1) ÏÃÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

r_ff(x; –; t) = ∫ ”^ffa^{(ff)}(x; –_x + t”) ffl(y − x) ffl ( ” – ) × × e^{i(x−y)·ȷ}D^ff_y ( f(y) e^{i˘æx (y)} ) dy —d” = = ∑ ff^′+ff^{′′} =ff

c_ff′_ff′′ ∫ e^{i(x−y)·n}a^{(ff)}(x; –_x + t”)×

× ffl^{(ff′)}(y − x) ffl ( n – ) D^{ff′′} (f(y) e^{i˘æx (y)}) dy —d”; (18.13)

ÇÄÅ | ¸ | = N .

œŒÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

~a_ff(x; ”; –; t) = ffl ( ” – ) a^{(ff)}(x; –_x + t”):

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ " Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ffl(z) ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ " < | _x |=2, ÔÏ ÄÌÑ ~a_ff ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ |Ä^fl_ȷ Ä^fi_x ~a_ff(x; ”; –; t)| ⩽ C_{fffifl}–^{m−N−|fl|}: (18.14) ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (18.4) É ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ (18.13) ÄÁŒÁÅ- ÍÏÅ ÅÀ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ D^ff_y (f(y) e^{i˘æx (y)}). œ ÜÔÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ –^k(D^{fl1}_y ȷ_x(y)): : :(D^{flk}_y ȷ_x(y)); (18.15) Œ ËÏÔÏÒÏÍ | ‚_1 | + : : : + | ‚_k | ⩽ N . åÓÌÉ k ⩽ N=2, ÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÉËÁË ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ k > N=2, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ äÉÒÉÈÌÅ Œ (18.15) ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k − N=2 ÔÁËÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ‚_j, ÞÔÏ | ‚_j | = 1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ

(D^{fl1}_y ȷ_x(y)): : :(D^{flk}_y ȷ_x(y)) = ∑ |fl|⩾k−N=2 g_fl (y; x) (x − y)^fl ;

ÇÄÅ g_fl (y; x) {{ ÇÌÁÄËÁÑ (ÐÏ x É y) ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ, ËÏÇÄÁ y ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë x. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ (18.13) É ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ e^{i(x−y)·ȷ}, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÊ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ (x − y)^fl ÎÁ (−D_ȷ )^fl ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ r_ff(x; –; t) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ

I_1(–) = –^k ∫ ~a^{(fl)}_ff (x; ”; –; t) e^{i(x−y)·ȷ}e^{i˘æx (y)} ~f (y; x) dy d”; (18.16)

ÇÄÅ ~a^{(fl)}ff = Ä^fl_ȷ ~a_ff, ~f (y; x) {{ ÇÌÁÄËÁÑ (ÐÏ x É y) ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÐÒÉ | y − x | ⩽ ", Á ÉÎÄÅËÓÙ k É ‚ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ | ‚ | ⩾ k − N=2. õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ” Œ (18.16) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ C–^n, É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (18.14), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ I_1(–) ÏÃÅÎËÕ

|I_1(–)| ⩽ C–^{k+m−(N+|fl|)+n} ⩽ C–^{m+n−N=2};

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÑ ÔÉÐÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6. ■

18.4. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ æÕÒØÅ. ðÕÓÔØ X; Y {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^{nX} É R^{nY} , É ÐÕÓÔØ P {{ éïæ ŒÉÄÁ

P u(x) = ∫ p(x; y; „) e^{i’(x; y; `)}u(y) dy d„; (18.17)

ÇÄÅ p(x; y; „) ∈ S^{m′} (X × Y × R^N), ’(x; y; „) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ (ÓÍ. § 2, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3). ðÕÓÔØ ÅÝÅ ÎÁ X ÄÁÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ðäï A ∈ L^m_{æ; ffi}(X) Ó ÓÉÍŒÏÌÏÍ a(x; ). ðÏÓËÏÌØËÕ P ÏÔÏÂÒÁÖÁ- ÅÔ C^∞_0 (Y ) Œ C^∞(X) É E^′(Y ) Œ D^′(X), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^∞(X) É D^′(X) Œ ÓÅÂÑ, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ A ∘ P ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ C^∞_0 (Y ) Œ C^∞(X) É E^′(Y ) Œ D^′(X).

ô Å Ï Ò Å Í Á 18.2. ðÕÓÔØ 1 − ȷ ⩽ ‹ < ȷ ⩽ 1. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Q = = A ∘ P ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (18.17) Ó ÔÏÊ ÖÅ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’(x; y; „), ÞÔÏ É Õ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P , É Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ q(x; y; „) ŒÉÄÁ

q(x; y; „) = e^{−i’(x; y; `)}a(x; D_x) [ p(x; y; „) e^{i’(x; y; `)}]; (18.18)

ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ | „ | → +∞ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ:

q(x; y; „) ∼ ∑ ff a^{(ff)}(x; ’_x(x; y; „))

D^ff_z (p(z; y; „) e^{iæ(z; x; y; `)}) ¸! | | z=x ; (18.19)

ÇÄÅ ȷ(z; x; y; „) = ’(z; y; „) − ’(x; y; „) − (z − x) · ’_x(x; y; „).

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 18.3. ðÏÓËÏÌØËÕ ’(x; y; „) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ÐÒÉ „ = 0, ÔÏ ÉÚ (18.18) ÎÅ ŒÉÄÎÏ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ Q {{ ÜÔÏ éïæ. ïÄÎÁ- ËÏ ÜÔÏ ŒÓÅ-ÔÁËÉ ŒÅÒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ Ë P ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p(x; y; „) = 0 ÐÒÉ | „ | < 1. ôÏÇÄÁ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ (18.18) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ É ÔÁËÏŒÙ ÖÅ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (18.19), ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4). ïÄÎÁËÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ- ÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ (18.17) Ó ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÐÏ „ ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ p(x; y; „), ÒÁŒÎÏÊ 0 ÐÒÉ | „ | < 1 (ÓÍ. ÕËÁÚÁÎÉÅ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 2.4). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Q ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 18.2. œŒÅÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÅÅÓÑ Œ § 1 É § 2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

C_’ = {(x; y; „) : ’^′_`(x; y; „) = 0}:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ’^′_x(x; y; „) ≠ 0 ÐÒÉ (x; y; „) ∈ C_’ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÎÏÊ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. íÅÎÑÑ P ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ supp p(x; y; „) ÌÅÖÁÔ Œ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ËÏÎÉÞÅ- ÓËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C_’ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1) É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ’^′_x ≠ 0 ÎÁ supp p. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ 18.3 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ p(x; y; „) = 0 ÐÒÉ | „ | < 1.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ A ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ C^∞(X) Œ C^∞(X), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ (18.17) (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÉÊÓÑ, ËÁË Œ § 1; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÎÅ ÕÞÁŒÓÔŒÕÅÔ, ÑŒÌÑÑÓØ ÐÒÏÓÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ). ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (18.19), ÐÏÎÉÍÁÅÍÕÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.4 (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.3). îÏ ÏÎÁ ÅÓÔØ ÂÁÎÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1, ÅÓÌÉ ÐÏ- ÌÏÖÉÔØ – = | „ | É ÓÞÉÔÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ y É „. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ

q(x; y; „) = –^{m′} e^{−i˘’(x; y; `′)}a(x; D_x) [–^{−m′} p(x; y; „) e^{i˘’(x; y; `′)}];

ÇÄÅ „^′ = „=| „ |. úÁÍÅÞÁÑ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ y; „ ÆÕÎËÃÉÉ ’(x; y; „^′), –^{−m′} p(x; y; „) ÌÅÖÁÔ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ C^∞(X), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 18.1. ■

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 18.1. ðÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.2 ÆÏÍÕÌÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄŒÕÈ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ðäï ËÌÁÓÓÁ L^m (X) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3.4).

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 18.2. ðÕÓÔØ A É P ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 18.2. äÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÔÅÏÒÅÍÅ 18.2, ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q_1 = P ∘ A.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ú Á Ä Á Þ Á 18.1. ðÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.1 ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÊ Œ ðäï (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 4.2).

§ 19. æÁÚÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ËÌÁÓÓ ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

19.1. œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÁÚÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ éïæ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ðäï. äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÁÚÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 19.1. ðÕÓÔØ X {{ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n, ’(x; y; ) {{ ÔÁËÁÑ ÆÁ- ÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X × X × R^n, ÞÔÏ

1) ’^′_¸(x; y; ) = 0 ⇔ x = y; 2) ’_x(x; x; ) = .

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ 1 − ȷ ⩽ ‹ < ȷ, ÔÏ ËÌÁÓÓ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ’ É Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ p(x; y; ) ∈ S^m_{æ; ffi}(X × X × R^n) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ L^m_{æ; ffi}(X). ëÌÁÓÓ éïæ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÁÚÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ’, Á ÁÍÐÌÉ- ÔÕÄÁ a(x; y; ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ðäï.

ú Á Í Å Þ Á Î É Å 19.1. õÓÌÏŒÉÑ 1) É 2) ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ- ÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ:

’(x; y; ) = (x − y) · + O(| x − y |^2| |): (19.1)

19.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1. 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÑÄÒÁ éïæ Ó ÆÁÚÏ- ŒÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÀ 1) ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1, ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÒÉ x ≠ y Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÓÅ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ a(x; y; ) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÍÉ Œ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ x = y.

2. ðÕÓÔØ ’; ’_1 {{ ÄŒÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ L^m_{æ; ffi} (X; ’) ËÌÁÓÓ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ ’ É Ó ÁÍÐÌÉÔÕÄÁÍÉ ÉÚ S^m_{æ; ffi}(X × X × R^n), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ

L^m_{æ; ffi} (X; ’) ⊂ L^m_{æ; ffi}(X; ’_1); (19.2)

ÉÂÏ ÉÚ ÎÅÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÌÁÓÓÏŒ L^m_{æ; ffi}(X; ’) É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ Ó L^m_{æ; ffi}(X).

3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K_k ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ (x; y; ), ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÇÌÁÄËÉÈ ÐÒÉ ≠ 0 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ K_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ x É y Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ, Á K_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ K_0-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÌÑ ÎÁÓ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ’_1 − ’ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

’_1 − ’ = n∑ j; k=1

b_{jk} Ä’ Ä_j Ä’ Ä_k ; b^{jk} ∈ K^1: (19.3)

§ 19] æáúïœùå æõîëãéé 167

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜÔÏ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÎÁÈÏÄÉÍ Ä’ Ä_j

= (x_j − y_j ) + n∑ k=1 a_{jk}(x_k − y_k);

ÇÄÅ a_{jk} ∈ K_0, a_{jk}(x; x; ) = 0. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ’^′_¸ = (I + A) (x − y);

ÇÄÅ I {{ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, A {{ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K_0, ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ x = y. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ (I + A)^{−1} Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K_0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ

x_j − y_j = n∑ k=1 ~a_{jk} Ä’ Ä_k ; ~a^{jk} ∈ K^0: (19.4)

ôÅÐÅÒØ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÕÓÌÏŒÉÅ (19.1) ÄÌÑ ’ É ’_1, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ’_1 − ’ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÐÒÉ x = y) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ 2-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ

’_1 − ’ = n∑ j; k=1

~b_{jk}(x_j − y_j ) (x_k − y_k); ~b_{jk} ∈ K_1:

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÀÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ x_j − y_j ÉÚ (19.4), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (19.3). 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ’_t = ’ + t(’_1 − ’); 0 ⩽ t ⩽ 1: (19.5) ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ’_t ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (19.1). âÁÎÁÌØÎÏÅ ÐÏ- ŒÔÏÒÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÍÅ- ÓÔÏ (19.3) ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ

’_1 − ’ = n∑ j; k=1

b^t_{jk}

Ä’_t Ä_j

Ä’_t Ä_k ; (19.6)

ÇÄÅ b^t_{jk} ∈ K_1 É b^t_{jk} ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ P_t {{ éïæ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

P_t u(x) = ∫ e^{i’t(x;y;¸)}p(x; y; ) u(y) dy d:

ôÏÇÄÁ

d^r dt^r (P^t u) = ∫∫ p(x; y; ) i^r (’_1 − ’)^r e^{i’t} u(y) dy d = = ∑ j_1;::: ;j_{2r} ∫ ∫ d_{j1;::: ;j2r}

Ä’_t Ä_{j1} : : :

Ä’_t Ä_{j2r} e

i’_t pu dy d; (19.7)

ÇÄÅ d_{j1;:::;j2r} ∈ K_r. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p(x; y; ) = 0 ÐÒÉ | | < 1, ÔÁË ÞÔÏ d_{j1;:::;j2r} p ∈ S^{m+r}_{æ; ffi} (X × X × R^n). ôÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ Œ (19.7) ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ä’_t Ä_j e

i’_t = i−1 Ä

Ä_j e

i’_t :

üÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ d^r dt^r P^t ∈ L

m+r(1−2æ) æ; ffi (X; ’t); (19.8)

ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÏÃÅÎËÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙ ÐÏ t. îÏ ÅÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÔØ

Q_j =

(−1)^j j! d^j P_t dt^j | | | |_{t=1} ∈ L^{m+j(1−2æ)}

æ; ffi (X; ’1);

ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ

P_0 = k−1∑ j=0 Q_j + (−1)^k 1∫ 0 t^{k−1} (k − 1)!

d^kP_t dt^k dt: (19.9)

ïÓÔÁÔÏË Œ (19.9) ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ k → +∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Q ∼^∞ ∑ j=0 Q_j (ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÕÍÍÉÒÕ-

ÅÍ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ), ÔÏ Q ∈ L^m_{æ; ffi}(X; ’_1), É P_0 − Q ∈ L^{−∞}(X), ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ- ŒÁÅÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ (19.2).

ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÅÎ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. ■

ú Á Ä Á Þ Á 19.1. ðÕÓÔØ ’_1; ’_2 {{ ÄŒÅ ÆÁÚÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ

’_1 − ’_2 = n∑ j; k=1

b_{jk}

Ä’_2 Ä_j

Ä’_2 Ä_k ;

ÇÄÅ b_{jk} ∈ C^∞(X × X × (R^n\0)) É b_{jk} ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÁ 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ L^m_{æ; ffi}(X; ’_2) ⊂ L^m_{æ; ffi}(X; ’_1).

§ 20. ïÐÅÒÁÔÏÒ exp(−itA)

20.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ. ðÕÓÔØ M {{ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ n-ÍÅÒ- ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÇÌÁÄËÁÑ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, A {{ ÓÁÍÏÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ðäï ÐÏÒÑÄËÁ 1 ÎÁ í Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_1(x; ), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÀ

a_1(x; ) > 0 ÐÒÉ ≠ 0 (20.1)

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÎ). ðÕÓÔØ {’_k}_{k=1; 2; :::} {{ ÐÏÌÎÁÑ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, –_k {{ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ u(x) ∈ C^∞(M ), ÔÏ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u_k ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ u(x) ÐÏ ÓÉÓÔÅÍÅ {’_k(x)}:

u_k = (u; ’_k): (20.2)

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 20.1. åÓÌÉ u(x) ∈ C^∞(M ), ÔÏ

u(x) = ∞∑ k=1 u_k’_k(x); (20.3)

ÇÄÅ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ C^∞(M).

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ,

u_k–^N_k = (u; A^N ’_k) = (A^N u; ’_k);

É ÐÏÓËÏÌØËÕ A^N u ∈ C^∞(M ), ÔÏ Ë ÒÑÄÕ (20.3) ÍÏÖÎÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÐÒÉ- ÍÅÎÑÔØ A^N ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N ∈ Z_+, ÐÏÌÕÞÁÑ ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ ÒÑÄÙ, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Œ L^2(M ). îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s ∈ R ÒÑÄ (20.3) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ H^s(M ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ s = N ∈ Z_+ ÜÔÁ ÎÏÒÍÁ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ‖u‖ + ‖A^N u‖, ÇÄÅ ‖ · ‖ {{ ÎÏÒÍÁ Œ L^2(M ). ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÌÏÖÅÎÉÑ 7.6 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ■

üÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 20.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ exp(−itA) ÐÒÉ t ∈ RÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

exp(−itA) u(x) = ∞∑ k=1 exp(−it–_k) u_k’_k(x): (20.4)

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ (20.4) ÐÒÉ u ∈ C^∞(M ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ C^∞(M ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ u ∈ H^s(M ), ÇÄÅ s {{ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H^s(M ) (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 10.2). ïÐÅÒÁÔÏÒ exp(−itA) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ H^s(M ) ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ s. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Œ L^2(M ).

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁ- ÄÁÞÕ ëÏÛÉ Äu Ät + iAu = 0; (20.5) { u|_{t=0} = u_0; (20.6)

ÇÄÅ u = u(t; x) ∈ C^∞(R× M ), u_0 ∈ C^∞(M ) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A Œ (20.5) ÐÒÉÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ t. òÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÕ

ĂÍÅÔÏÄÏÍ æÕÒØÅĄ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20.4), ÇÄÅ ŒÍÅÓÔÏ u ÎÁÄÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ u_0, Ô. Å. u(t; x) = exp(−itA) u_0(x): (20.7) îÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (20.5){{(20.6) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÐÉÓÁŒ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ u(t; x) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

u(t; x) = ∞∑ k=1 c_k(t) ’_k(x);

ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ (20.5){{(20.6) ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ c^′_k(t) + + i–_kc_k(t) = 0 Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ c_k(0) = (u_0; ’_k), ÏÔËÕÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ c_k(t).

ô Å Ï Ò Å Í Á 20.1. åÓÌÉ " > 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ ÐÒÉ | t | < " ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ U (t) = exp(−itA) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏ t; x; y ÑÄÒÏÍ É éïæ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÐÏ t ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(t; x; y; ) = (x; y; ) − ta_1(y; ) (20.8) É ÁÍÐÌÉÔÕÄÙ p(t; x; y; ), ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏ t ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍ- ŒÏÌÏÍ 0-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ |Ä^ff_¸ Ä^fi_{x; y; t}p(t; x; y; )| ⩽ C_{fffi}⟨⟩^{−|ff|}: (20.9)

ð Ò É Í Å Ò 20.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ R^n ÏÐÅÒÁÔÏÒ A = √ −´, ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÉÍŒÏÌ | |. úÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (20.5){{(20.6) ÎÁ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÒÉ | x | → +∞ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÐÏ x. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Au(x) = F^{−1}_{¸→x}(| |~u()), ÔÏ

u(t; x) = exp(−itA) u_0(x) = F^{−1}_{¸→x}(e^{−it|¸|} ~u_0()) = ∫∫ e^{i(x−y) ¸−it|¸|}u(y) dy —d:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ exp(−itA) {{ éïæ Ó ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (x − t) · − t| |.

20.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 20.1. 1. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Q(t), ÁÐ- ÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÊ U (t) É ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ éïæ ŒÉÄÁ

Q(t) f(x) = ∫ ∫ q(t; x; y; ) e^{i’(t; x; y; ¸)}f(y) dy —d: (20.10)

ïÐÅÒÁÔÏÒ U (t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (D_t + A) U (t) = 0; (20.11) { U (0) = I: (20.12) íÙ ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ Q(t) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ (D_t + A) Q(t) ∈ L^{−∞}(M ); (20.13) { Q(0) − I ∈ L^{−∞}(M ): (20.14) ôÏÞÎÅÅ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (20.13) ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ t ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ L^{−∞}(M ).

ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓŒÅÓÔÉ ÄÅÌÏ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ q É ’ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 18.2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (20.13) ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ e^{−i’}[D_t + A] (qe^{i’}) ∈ S^{−∞}; (20.15) ÇÄÅ A ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.

îÁÐÉÛÅÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÉÍŒÏÌÏŒ a(x; ) É q(t; x; y; ) ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ: a ∼ a_1 + a_0 + a_{−1} + : : :; q ∼ q_0 + q_{−1} + q_{−2} + : : :

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 18.2

e^{−i’}[D_t + A] (qe^{i’}) ∼ (’_t + a_1(x; ’_x)) q_0 + r_0 + r_{−1} + : : :; ÇÄÅ r_j {{ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ j.

ðÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ’_t + a_1(x; ’_x) = 0: (20.16) îÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ’|_{t=0} = (x; y; ) (20.17) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ t = 0 ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (20.14). îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÔ ÎÕÖÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÌÁÓÓÕ ðäï (ÓÍ. § 19), Ô. Å. ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y (x; y; ) = (x − y) · + O(| x − y |^2| |): (20.18) óÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ (x; y; ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁ- ÌÉ x = y. äÏÂÁŒÏË O(| x − y |^2| |) Œ (20.18) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’(t; x; y; ) ÐÏ t, Á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÏÌÅÚÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÏ t ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ.

éÔÁË, ÉÝÅÍ ’ Œ ŒÉÄÅ ’(t; x; y; ) = (x; y; ) − ta^′(y; ):

üÔÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ’. íÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÉÔØ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ’ Œ (20.16):

−a^′(y; ) + a_1(x; _x(x; y; )) = 0:

ðÏÌÁÇÁÑ ÚÄÅÓØ x = y, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÓÉÌÕ (20.18), ÞÔÏ a^′(y; ) = a_1(y; ). éÔÁË, ’(t; x; y; ) = (x; y; ) − ta_1(y; ); (20.19)

ÇÄÅ (x; y; ) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

a_1(x; _x(x; y; )) = a_1(y; ): (20.20)

œÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ (20.18) ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÊ

(x; y; )|_{(x−y)·¸=0} = 0; (20.21) x(x; y; )|_{x=y} = ; (20.22)

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ (20.18) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (20.20){{(20.22) ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÀÔ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ y É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ | | = 1, ÔÁË ËÁË, ÒÅÛÉŒ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÉ | | = 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (ÐÏÒÑÄËÁ 1) ÎÁ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (x − y) · = 0 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ÞÅÓËÏÊ, ÔÁË ËÁË Ä_¸ a_1(x; ) ≠ 0 ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ · Ä_¸a_1(x; ) = = a_1(x; ). éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ § 17 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ x, ÂÌÉÚËÏÍ Ë y, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ y, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ y; , ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (x; y; ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÉ x = y.

2. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍŒÏÌ I(x; y; ) ∈ CS^0, ÞÔÏ I(x; y; ) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ Œ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ x = y É ∫ ∫ I(x; y; ) e^{i(x; y; ¸)}f(y) dy —d − f(x) = kf(x); (20.23)

ÇÄÅ k {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ.

éÚ (20.23) É (20.14) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÌÑ q:

q(0; x; y; ) = I(x; y; ) (mod S^{−∞}): (20.24)

åÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ I(x; y; ) ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ

I ∼ I_0 + I_{−1} + : : :;

ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ (20.24) Œ ŒÉÄÅ q_{−j}(0; x; y; ) = I_{−j} (x; y; ); j = 0; 1; 2; : : : (20.25) ôÅÐÅÒØ ŒÙÐÉÛÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ q_{−j} ÄÁŒÁÅÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ- ÅÍ (20.13) É ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (20.25). þÌÅÎÙ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0 Œ ÓÉÌÕ (20.16). äÌÑ ÞÌÅÎÏŒ 0-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÌÕÞÉÍ

Ä_tq_0 + ∑ |ff|=1 a^{(ff)}_1 (x; ’_x) Ä^ff_x q_0 + ∑ |ff|=2 a^{(ff)}_1 (x; ’_x)

Ä^ff_x ’ ¸! q_0 + ia_0(x; ’_x) q_0 = 0;

q_0|_{t=0} = I_0; (20.26) ÇÄÅ a^{(ff)}_1 = Ä^ff_¸ a. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ q_0(t; x; y; ) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ t. äÁÌÅÅ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÍ j ⩾ 0 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÎÏÓÁ:

Ä_tq_{−j} + ∑ |ff|=1 a^{(ff)}_1 (x; ’_x)Ä^ff_x q_{−j} + ∑ |ff|=2 a^{(ff)}_1 (x; ’_x)

Ä^ff_x ’ ¸! q_{−j}+

+ia_0(x_1; ’_x)q_{−j}R_j = 0; q_{−j}|_{t=0} = I_{−j};

(20.27)

ÇÄÅ R_j ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ q_0; q_{−1}; : : :; q_{−(j−1)}.

œ ÓÉÌÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ Ð. 17.6 ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (20.27) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ t, ÞÔÏ É ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (20.26).

éÔÁË, Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÒÉ | t | < " ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ Q(t), ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ éïæ É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (D_t + A) Q(t) = K(t); (20.28) Q(0) = I + k; (20.29) ÇÄÅ K(t) ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÑÄÒÏ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ t, k {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÇÌÁÄËÉÍ ÑÄÒÏÍ.

3. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ [U (t) − Q(t)] {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÑÄÒÏÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏ t; x; y (ÐÒÉ | t | < "). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R(t) = U (−t) Q(t) − I (20.30) É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÐÏ t:

D_tR(t) = −(D_tU ) (−t) Q(t) + U (−t) (D_t Q) (t) = = AU (−t) Q(t) − U (−t) AQ(t) + U (−t) K(t): (20.31) úÁËÏÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ŒÙËÌÁÄËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Q(t) É ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÏÂ U (t), ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ

ÎÕÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÂÒÁÔØ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R(t) Ë ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎËÃÉÉ u(x) ∈ C^∞(M )). ðÏÓËÏÌØËÕ U (t) A = AU (t), ÔÏ ÉÚ (20.31) ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ D_tR(t) = U (−t) K(t): (20.32)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ (20.29) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

R(0) = k: (20.33)

ðÏÓËÏÌØËÕ U (−t) K(t) {{ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÑÄÒÏÍ, ÇÌÁÄËÉÍ ÐÏ t; x; y, ÔÏ, ÉÎ- ÔÅÇÒÉÒÕÑ (20.32) Ó ÕÞÅÔÏÍ (20.33), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É R(t), Á ÔÏÇÄÁ ÉÚ (20.30) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U (t) − Q(t) = = −U (t) R(t) ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏ t; x; y ÑÄÒÏ ÐÒÉ | t | < ". ■ ú Á Ä Á Þ Á 20.1. ðÕÓÔØ A {{ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ðäï 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ M , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (20.1), ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ. ðÒÏŒÅÄÑ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉËÓÁ Q(t), ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ëÏÛÉ (20.5){{(20.6) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÍÏÇÏ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U (t) = exp(−itA) ÔÁËÖÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 20.1.

õ Ë Á Ú Á Î É Å. óÏÓÔÁŒÉÔØ ÄÌÑ U (t) ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÍÉÅ ÔÉÐÁ œÏÌØÔÅÒÒÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ U_0(t) = exp(−itA_0 ), ÇÄÅ A_0 =^1_2 (A + A^∗).

§ 21. ôÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ

21.1. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ É ÏÃÅÎËÉ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ e(x; y; –){{ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (1-ÇÏ ÐÏ- ÒÑÄËÁ), ËÁË Œ § 20, U (t; x; y) {{ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ exp(−itA). åÓÌÉ ’_j (x) {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –_j, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ

e(x; y; –) = ∑ ˘_j ⩽˘

’_j(x) ’_j (y); (21.1)

U (t; x; y) = ∑ j e^{−i˘j t}’_j(x) ’_j (y); (21.2)

ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÑÄ ÓÕÍÍÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁ M × M , ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ t (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉ- ÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÔÏÍÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÐÏÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 20.1). éÚ ÆÏÒÍÕÌ (21.1) É (21.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

U (t; x; y) = ∫ e^{−i˘t}d_˘e(x; y; –); (21.3)

ÇÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ (ÏÔ – Ë t) Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÕÓÔØ ȷ(–) ∈ S(R^1), ^ȷ(t) = F_{˘→t}ȷ(–) {{ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ȷ(–). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

^ȷ(t) U (t; x; y) = F_{˘→t} ∫ ȷ(– − —) d_¯e(x; y; —): (21.4)

œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ȷ(–) ÔÁË, ÞÔÏ

1) ȷ(–) > 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ – ∈ R^1; 2) ^ȷ(0) = 1;

3) supp ^ȷ(t) ⊂ (−"; "), ÇÄÅ " > 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 21.1. äÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ æ(˘). õ Ë Á Ú Á Î É Å. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ Ø(x) Œ ÎÁÞÁÌÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.3.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Q(t; x; y) {{ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q(t), ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÎÏÇÏ (ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ | t |) Œ § 20. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 20.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ

U (t; x; y) − Q(t; x; y) ∈ C^∞((−"; ") × M × M ): (21.5)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÉ U (t; x; y) É Q(t; x; y) ÉÍÅÀÔ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ t = 0 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ.

éÚ (21.4) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ì Å Í Í Á 21.1. æÕÎËÃÉÑ ∫ ȷ(– − —) d_¯e(x; y; —) − F^{−1}_{t→˘}(^ȷ(t) Q(t; x; y)) (21.6)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ – ÐÒÉ – → +∞ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x, y ∈ M .

œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ 2-Ê ÞÌÅÎ Œ (21.6). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÌÁÇÏ- ÄÁÒÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÏ t ÆÁÚÏŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’(t; x; y; ), ŒÈÏÄÑÝÅÊ Œ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q(t).

œÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÅ ÚÁÂÏÔÑÓØ Ï ÓÈÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ § 20 ÉÍÅÅÍ

Q(t; x; y) = ∫ q(t; x; y; ) e^{i((x; y; ¸)−a1 (y;¸)t)} —d; (21.7)

F^{−1}_{t→˘}(^ȷ(t) Q(t; x; y)) (–) =

= (2ı)^{−1} ∫ ^ȷ(t) q(t; x; y; ) e^{it˘−ita1(y;¸)+i(x;y;¸)} dt —d: (21.8)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

R(–; x; y; ) = (2ı)^{−1} ∫ ^ȷ(t) q(t; x; y; ) e^{it˘} dt: (21.9) ôÏÇÄÁ

F^{−1}_{t→˘}(^ȷ(t) Q(t; x; y)) (–) = ∫ R(– − a_1(y; ); x; y; ) e^{i(x; y; ¸)} —d: (21.10)

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ R(–; x; y; ) {{ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË q(t; x; y; ) {{ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É t), ÔÏ R {{ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ –, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N > 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ

|Ä^ff_x Ä^fi_y Ä^fl_¸ Ä^ffi_˘R(–; x; y; )| ⩽ C_{fffiflffiN} ⟨⟩^{−|fl|}⟨–⟩^{−N} : (21.11)

ðÒÉ ÜÔÏÍ R ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ . éÚ ÏÃÅÎÏË (21.11) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓ- ÔÉ a_1(y; ) ÆÕÎËÃÉÑ R(– − a_1(y; ); x; y; ) ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ | | → +∞, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (21.10) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÌÑ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ (21.8) Ë (21.10), ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÓÄÅÌÁÎ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁËÏÎÅÎ ÄÌÑ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÐÏ ÓÉÍ- ŒÏÌÏŒ q(t; x; y; ), É ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ËÁË Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÓÃÉÌÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÓÍ. § 1).

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÌÅÍÍÕ 21.1, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ ì Å Í Í Á 21.2. åÓÌÉ K ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (21.9), ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N > 0 | | | | ∫ ȷ(– − —) d_¯e(x; y; —) − ∫ R(– − a_1(y; ); x; y; ) e^{i(x; y; ¸)} —d | | | | ⩽ ⩽ C_N (1 + | – |)^{−N} ; (21.12)

ÇÄÅ C_N ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É y.

ôÅÐÅÒØ ÏÃÅÎÉÍ 2-Ê ÞÌÅÎ Œ (21.12). ì Å Í Í Á 21.3. éÍÅÅÍ | | | ∫ R(– − a_1(y; ); x; y; )e^{i(x; y; ¸)} —d | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}; (21.13)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É y.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË Œ § 15:

V_y(–) = ∫ a_1 (y;¸)¡˘

—d: (21.14)

ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ a_1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÁ 1, ÔÏ

V_y (–) = V_y(1) –^n: (21.15) ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ∫ R(– − a_1(y; ); x; y; ) e^{i(x; y; ¸)} —d = ∫ R(– − ff; x; y; ) e^{i(x; y; ¸)}dV_y(ff);

ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÃÅÎËÁÍ (21.11). ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ (21.15), ÍÙ ŒÉÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (21.13) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

C_N ∞∫ 0 (1 + | – − ff |)^{−N} dV_y(ff) = C^′_N ∞∫ 0 (1 + | – − ff |)^{−N} ff^{n−1}dff:

îÏ ŒŒÉÄÕ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 1 + | ff | ⩽ (1 + | – − ff |)(1 + | – |) ÍÙ ÉÍÅÅÍ

(1 + | – − ff |)^{−N} ff^{n−1} ⩽ (1 + | – − ff |)^{−N+n−1}(1 + | – |)^{n−1}:

ðÏÜÔÏÍÕ ∞∫ 0 (1 + | – − ff |)^{−N} ff^{n−1}dff ⩽

⩽ (1 + | – |)^{n−1} ∞∫ −∞ (1 + | – − ff |)^{−N+n−1}dff = C(1 + | – |)^{n−1};

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ (21.13). ■

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 21.1. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ | | | ∫ ȷ(– − —) d_¯e(x; y; —) | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}; (21.16)

ÇÄÅ ó ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É y.

21.2. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÃÅÎËÁÍ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ì Å Í Í Á 21.4. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ

| e(x; x; – + 1) − e(x; x; –) | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}; (21.17)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É –.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ȷ(–) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÏÔ- ÄÅÌÅÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ [−2; 2], ÔÏ ∫ ȷ(– − —) d_¯e(x; x; —) ⩾ C

˘+2∫ ˘−1 d_¯e(x; x; —) ⩾ C[e(x; x; – + 1) − e(x; x; –)];

ÇÄÅ C > 0, ÔÁË ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÑ 21.1. ■

ì Å Í Í Á 21.5. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ

| e(x; y; – + 1) − e(x; y; –) | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}; (21.18)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y É –.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ (21.1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

e(x; y; – + 1) − e(x; y; –) = ∑ ˘¡˘_j ⩽˘+1

’_j (x) ’_j(y);

É ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ{{âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|e(x; y; – + 1) − e(x; y; –)| ⩽ ⩽ [ ∑ ˘¡˘_j ⩽˘+1

| ’_j(x) |^2 ]1=2[ ∑ ˘¡˘_j ⩽˘+1

| ’_j(y) |^2

]1=2 = = (e(x; x; – + 1) − e(x; x; –))^{1=2}(e(y; y; – + 1) − e(y; y; –))^{1=2}⩽ C(1 + | – |)^{n−1}

ÐÏ ÌÅÍÍÅ 21.4 (ÐÒÉÔÏÍ ÄÁÖÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C). ■

ì Å Í Í Á 21.6. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ

| e(x; y; – + —) − e(x; y; –) | ⩽ C(1 + | – | + | — |)^{n−1}(1 + | — |); (21.19)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –; —.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ e(x; y; – + —) − − e(x; y; –) Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 1 + | — | ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÃÅÎÉŒÁÅÍÙÈ, ËÁË Œ ÌÅÍÍÅ 21.5. ■

ì Å Í Í Á 21.7. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ | | | | ∫ ȷ(– − —) e(x; y; —) d— − e(x; y; –) | | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}; (21.20)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ȷ ∈ S(R^1) É ∫ ȷ(–) d– = 1. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

1 + | – | + | — | ⩽ (1 + |– |) (1 + | —|)

ÐÏÌÕÞÁÅÍ | | | | ∫ ȷ(– − —) e(x; y; —) d— − e(x; y; –) | | | | = = | | | ∫ ȷ(– − —) [e(x; y; —) − e(x; y; –)] d— | | | = = | | | ∫ ȷ(—) [e(x; y; – − —) − e(x; y; –)] d— | | | ⩽ ⩽ ∫ (1 + | – | + | — |)^{n−1}(1 + | — |)^{−N}d— ⩽ C(1 + | – |)^{n−1};

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ■

ì Å Í Í Á 21.8. œÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ | | | | | ˘∫ −∞ d– ∫ ȷ(– − —) d_¯e(x; y; —) − e(x; y; –) | | | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}: (21.21)

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ ȷ(– − —) d_¯e(x; y; —) = ∫ ȷ^′(– − —) e(x; y; —) d—;

ÏÔËÕÄÁ ˘∫ −∞ (∫ ȷ(– − —) d_¯e(x; y; —) ) d– = ˘∫ −∞ (∫ ȷ^′(– − —) e(x; y; —) d— ) d– =

= ∫ ˘∫ −∞ ȷ^′(– − —) d– e(x; y; —) d— = ∫ ȷ(– − —) e(x; y; —) d—;

ÔÁË ÞÔÏ (21.21) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ (21.20). ■

õÞÉÔÙŒÁÑ ÌÅÍÍÕ 21.2, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 21.1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ | | | |e(x; y; –) − ∫ ∫ œ¡˘ R(ff − a_1(y; ); x; y; ) e^{i(x; y; ¸)}dff —d | | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1};

(21.22)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –.

21.3. ôÅÏÒÅÍÁ èčÒÍÁÎÄÅÒÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Ë ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÏÃÅÎËÕ (21.22). úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ (21.9) +∞∫ −∞ R(–; x; y; ) d– = q(0; x; y; ) = I(x; y; ): (21.23)

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ

R_1(fi; x; y; ) = ø∫ −∞ R(ff; x; y; ) dff; fi < 0;

− ∞∫ ø R(ff; x; y; ) dff =

= ø∫ −∞ R(ff; x; y; ) dff − I(x; y; ); fi > 0;

ÔÏ ÉÚ (21.11) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ R_1:

|Ä^ff_x Ä^fi_y Ä^fl_¸ R_1(–; x; y; )| ⩽ C_{fffiflN} ⟨⟩^{−|fl|}⟨–⟩^N : (21.24)

éÍÅÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ∫∫ œ¡˘ R(ff − a_1(y; ); x; y; ) e^{i(x; y; ¸)}dff —d =

= ∫ a_1(y;¸)¡˘

I(x; y; ) e^{i(x; y; ¸)} —d + ∫ R_1(– − a_1(y; ); x; y; ) e^{i(x; y; ¸)} —d:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 21.3 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ | | | | ∫ R_1(– − a_1(y; ); x; y; ) e^{i(x; y; ¸)} —d | | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1};

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ

ì Å Í Í Á 21.9. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÁ | | | e(x; y; –) − ∫ a_1(y;¸)¡˘

I(x; y; ) e^{i(x; y; ¸)} —d | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}; (21.25)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –.

äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÎÕÖÎÁ ì Å Í Í Á 21.10. ðÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÏÃÅÎËÁ | | | | | ∫ a_1(y;¸)¡˘

I(x; y; ) e^{i(x; y; ¸)} —d − ∫ a_1(y;¸)¡˘

e^{i(x; y; ¸)} —d | | | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1};

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; –.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 19.1 ÌÅÇËÏ ÉÚ- ŒÌÅÞØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y

| I(x; y; ) − 1 | ⩽ C(1 + | |)^{−1}: (21.26)

ðÏÜÔÏÍÕ | | | | | ∫ a_1 (y;¸)¡˘

(I(x; y; ) − 1) e^{i(x; y; ¸)} —d | | | | | ⩽ C ∫ a_1(y;¸)¡˘

(1 + | |)^{−1} d ⩽

⩽ C ∫ a_1¡˘

(1 + | a_1 |)^{−1} d = C ∫ ¯¡˘ (1 + | — |)^{−1}dV_y(—) ⩽

⩽ C ˘∫ 0 (1 + | — |)^{−1}—^{n−1}d— ⩽ C ˘∫ 0 (1 + | — |)^{n−2}d— ⩽ C(1 + | – |)^{n−1};

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ■

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ x; y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ Œ M × M , ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕÓÑ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ I(x; y; ) = 0, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 21.9 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ | e(x; y; ) | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}.

óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Œ ŒÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 21.1. 1) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ (x; y; ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ÂÌÉÚ- ËÉÈ x É y É ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ

a_1(x; _x(x; y; )) = a_1(y; ); |_{(x−y)·¸=0} = 0; _x|_{x=y} = : (21.27)

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y | | |e(x; y; –) − ∫ a_1 (y;¸)¡˘

e^{i(x; y; ¸)} —d | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}; (21.28)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y É –.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

|e(x; x; –) − V_x(–)| ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}: (21.29)

2) åÓÌÉ ÐÁÒÁ x; y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ Œ M × M , ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕÓÑ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÔÏ

| e(x; y; –) | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}: (21.30)

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 21.2. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ N (–) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÍÅÎØÛÉÈ ÞÅÍ –: | | |N (–) − ∫ a_1 (x;¸)¡˘

—d dx | | | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1}:

21.4. óÌÕÞÁÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÙÓÏËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÕÓÔØ A {{ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_m(x; ) ⩾ 0. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ (x; y; ), ÞÔÏ

a_m(x; _x(x; y; )) = a_m(y; ); (21.31) |_{(x−y)·¸=0} = 0; _x|_{x=y} = ; (21.32)

ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÁ 1 É ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ

(x; y; ) = (x − y) · + O(| x − y |^2| |) (21.33)

ÐÒÉ x → y.

ô Å Ï Ò Å Í Á 21.2. äÌÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÐÏÒÑÄËÁ m ÉÍÅÅÍ:

1) ðÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ x É y | | |e(x; y; –) − ∫ a_m (y;¸)¡˘

e^{i(x; y; ¸)} —d | | | ⩽ C(1 + | – |) n−1 m ; (21.34)

ÇÄÅ C ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É y.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, | | | |e(x; x; –) − ∫ a_m (x;¸)¡˘ —d | | | | ⩽ C(1 + | – |) n−1 m (21.35)

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, | | | |N (–) − ∫ a_m (x;¸)¡˘

dx —d | | | | ⩽ C(1 + | – |) n−1 m : (21.36)

2) åÓÌÉ ÐÁÒÁ x; y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÕ Œ M × M , ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕÓÑ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ, ÔÏ

| e(x; y; – | ⩽ C(1 + | – |)^{n−1m} : (21.37) ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ A > 0 (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ A, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 9.3 ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A + cI ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ c > 0). œŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_1 = A^{1=m}. üÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÓÅŒÄÏ- ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ 1 Ó ÇÌÁŒÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ a_1(x; ) = = a_m(x; )^{1=m}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (21.31), (21.32) ÄÌÑ (x; y; ) ÐÒÏÓÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (21.27). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

e(x; y; –) = ∑ ˘_j ⩽˘

’_j(x) ’_j (y) = ∑ ˘^{1=m}_j ⩽˘^{1=m}

’_j (x) ’_j (y) = e_1(x; y; –^{1=m});

ÇÄÅ e_1(x; y; –) {{ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_1. œÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 21.2 ŒÙÔÅËÁÀÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 21.1. ■

ú Á Ä Á Þ Á 21.1. òÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a_m(D) Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ R^n. úÁÐÉÓÁÔØ e(x; y; –) Œ ŒÉÄÅ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÁ É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÃÅÎËÉ (21.34), (21.35) É (21.37).

§ 22. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ

22.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. 1) ðÕÓÔØ M {{ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ŒŒÅÄÅÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ, Ô. Å. Œ ÌÀÂÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_xM ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ⟨·; ·⟩ Ó ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. åÓÌÉ x^1; : : :; x^n {{ ÌÏ- ËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ M , ÔÏ ( Ä Äx^1 ; : : :; Ä Äx^n ) {{ ÂÁÚÉÓ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ U . ïÂÏÚÎÁÞÉŒ

g_{ij}(x) = ⟨( Ä Äx^i ) x ; ( Ä Äx^j ) x ⟩ ; (22.1)

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ-

ÃÕ g_{ij}(x). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ v =^n ∑ j=1 v^j Ä Äx^j

∈ T_xM , ÔÏ

⟨v; v⟩ = n∑ i; j=1

g_{ij}(x) v^iv^j : (22.2)

ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T^∗_x M {{ ÜÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÕÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë T_xM . åÇÏ ÂÁÚÉÓ (ÐÒÉ x ∈ U ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 1-ÆÏÒÍ dx^i, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ⟨ dx^i; Ä Äx^j ⟩ = ‹^i_j = { 1 ÐÒÉ i = j; 0 ÐÒÉ i ≠ j:

íÅÔÒÉËÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ E É E^∗. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÍÅÔÒÉËÕ Ó E ÎÁ E^∗. æÉËÓÉÒÕÑ ÔÏÞËÕ x ∈ U , ŒÙÞÉÓÌÉÍ ⟨dx^i; dx^j⟩ Œ ÔÏÞËÅ x. ëÁËÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ dx^i? ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÞÅ- ÒÅÚ a^{ik}, k = 1; : : :; n; ÔÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ

‹^i_j = ⟨ dx^i; Ä Äx^j ⟩ = ⟨ {a^{ik}}; Ä Äx^j ⟩ = n∑ k=1 g_{kj}a^{ik};

ÏÔËÕÄÁ a^{ik} = g^{ik} {{ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ‖g_{ik}‖.

ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ

⟨dx^i; dx^j⟩ =

⟨^n∑ k=1 g^{ik} Ä Äx^k

; dx^j ⟩ = g^{ij}; (22.3)

Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a =^n ∑ i=1 a_i dx^i ∈ T^∗_x M

⟨a; a⟩ = n∑ i; j=1

g^{ij} a_ia_j: (22.4)

2) œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÇÌÁÄËÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ (ÏÂSSÅÍ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÉÚ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁŒÎÑÌÓÑ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; : : :; e_n ÏÂSSÅÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ

vol{e_1; : : :; e_n} = | det{e^{cm}_1 ; : : :; e^{cm}_n } |; (22.5)

ÇÄÅ e^{cm}_i {{ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ e_i Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. æÏÒÍÕ- ÌÁ (22.5) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÍ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍ ÎÅ- ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ.

þÔÏ, ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÅÒÕÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÏÒÔÏÂÁÚÉÓ e^′_1; : : :; e^′_n Œ ÂÁÚÉÓ e_1; : : :; e_n. œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÙ (Œ ÂÁÚÉÓÅ e^′_1; : : :; e^′_n) ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i Œ ÏÒÔÏÂÁÚÉÓÅ {e^′_i}, ÔÁË ÞÔÏ vol{e_1; : : :; e_n} = | det A | = √ det (A^∗A).

îÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A^∗A Œ ÂÁÚÉÓÅ {e^′_i} ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

⟨A^∗Ae^′_i; e^′_j ⟩ = ⟨Ae^′_i; Ae^′_j ⟩ = ⟨e_i; e_j⟩: (22.6)

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ( Ä Äx^1 ; : : :; Ä Äx^n ) ÉÍÅÅÔ ÏÂSSÅÍ √ g, ÇÄÅ g = det ‖g_{ij}(x)‖, Á ÏÂSSÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÁÈ U ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

vol (F ) = ∫ F √ g(x) dx^1: : :dx^n: (22.7)

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ (22.7) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉÎÑÔØ ÅÇÏ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ vol(F ), ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÇÌÁÄËÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ dv ÎÁ M ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

dv = √ g(x) dx^1: : :dx^n: (22.8)

3) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

A : C^∞(M ) → C^∞(M )

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

(Af; g) = (f; A^∗g); f; g ∈ C^∞_0 (M ); (22.9) ÇÄÅ (f; g) = ∫ f(x) g(x) dv: (22.10)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÓÅÞÅÎÉÑÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ M , ÅÓÌÉ Œ ÓÌÏÑÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ), ÚÁÍÅÎÑÀÝÁÑ f(x) g(x) Œ (22.10).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Œ 1-ÆÏÒÍÁÈ ~^1(M ) ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÂÅÒÑ Œ T^∗_x M ⊗ C ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ T^∗_x M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

d : C^∞(M ) → ~^1(M ); (22.11)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ C^∞(M ) Œ ÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ df ∈ ~^1(M ), ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÍÙÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v ∈ T_xM , ÔÏ ⟨df; v⟩ = (vf) (x), ÇÄÅ (vf) (x) ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ v. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:

df = n∑ i=1 Äf Äx^i dx^i:

ïÐÅÒÁÔÏÒ ‹ : ~^1(M ) → C^∞(M ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë d, Ô. Å. ‹ = d^∗.

ï Ð Ò Å Ä Å Ì Å Î É Å 22.1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ (ÉÌÉ ìÁÐÌÁÓÁ{{âÅÌØ- ÔÒÁÍÉ) ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ

´ : C^∞(M ) → C^∞(M )

ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

´ = −‹ · d: (22.12)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ p-ÆÏÒÍÁÈ ~^p(M ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁ- ÐÌÁÓÁ ´ = −(d‹ + ‹d) : ~^p(M ) → ~^p(M );

ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ.

óÒÁÚÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ´ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ:

Á) ´^∗ = ´;

Â) ÅÓÌÉ T : M → M ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ É ^T : C^∞(M ) → C^∞(M ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ^T f = f ∘ T , ÔÏ

´ ^T = ^T ´;

Ô. Å. ´ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ;

Œ) ÅÓÌÉ M ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ (´f; f) ⩽ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ´f = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f = const.

4) œÙÞÉÓÌÉÍ ‹ É ´ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. éÍÅÅÍ ( ‹ (_n∑ i=1 a_i dx^i ) ; f ) = (_n∑ i=1 a_i dx^i; n∑ j=1 Äf Äx^j dx^j ) =

= n∑ i; j=1 ∫ g^{ij}a_i

Ä —f Äx^j √ g dx = n∑ i; j=1 ∫ —f [ − Ä Äx^j ( √ g g^{ij}a_i) ] dx =

= ∫ —f ·^n ∑ i; j=1 1 √ g [ − Ä Äx^j ( √ g g^{ij} a_i) ] √ g dx;

ÏÔËÕÄÁ ‹ (_n∑ i=1 a_i dx^i ) = 1 √ g n∑ i; j=1 Ä Äx_j ( √ g g^{ij} a_i) (22.13) É ´f = ‹ df = 1 √ g n∑ i; j=1 Ä Äx_j (√ g g^{ij} Äf Äx^i ) : (22.14)

ð Ò É Í Å Ò 22.1. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅ- ÔÒÉËÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

´f = n∑ i=1 Ä^2f Äx^{i2} :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ´ {{ ÜÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÏŒÙ ŒÙÞÅÔÙ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ “-ÆÕÎËÃÉÉ.

õ Ð Ò Á Ö Î Å Î É Å 22.1. œÙÞÉÓÌÉÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

22.2. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^n. óÆÅÒÁ S^n {{ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^{n+1}:

S^n = { (x^0; : : :; x^n) : n∑ i=0 (x^i)^2 = 1 } : îÁ S^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÁ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉ- ËÏÊ R^{n+1}, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ´_S . åÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ´_S, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ ´ Œ R^{n+1}.

ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 22.1. ðÕÓÔØ f(!) {{ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ S^n, ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÅ ÎÁ R^{n+1}, ÐÏÌÁÇÁÑ ^f(x) = f ( x |x| ) , Ô. Å. ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 0-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÏÇÄÁ ´_Sf = ´ ^f |_Sn ; (22.15) ÉÌÉ (´ ^f) (x) = r^{−2} ^´_S f ; (22.16)

ÇÄÅ r = | x |.

ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ (22.15) É (22.16) ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÔÁË ËÁË ´ ^f ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ {2.

äÏËÁÖÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (22.15). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ ´^′_S ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ S^n, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ (22.15).

îÁ S^n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ SO(n + 1), ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÅÍ ÎÁ S^n ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{n+1}. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÌÀÂÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ- ÇÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÌÁŒÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ, ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ´_S É ´^′_S ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ Ó ÄÅÊÓÔŒÉ- ÅÍ SO(n + 1) ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ –, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´^′_S − –´_S ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 1. îÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´^′_S − –´_S ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó SO(n + 1), Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, Á ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ´^′_S − –´_S ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´^′_S − –´_S ËÒÁÔÅÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏ- ÍÕ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÁË ËÁË ´^′_S 1 = ´_S1 = 0. éÔÁË, ´^′_S = –´_S . éÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ – = 1, ÞÔÏ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ŒÙÞÉÓÌÉŒ ´_S É ´^′_S ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ■

22.3. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �_S. œÙÞÉÓÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ´ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ðÕÓÔØ r = | x |, ! = x=| x |. ôÏÇÄÁ

´(f(r) g(!)) = (´f) g + f(´g) + 2(∇f) · (∇g) = (´f) g + f(´g); (22.17)

ÔÁË ËÁË (∇f) · (∇g) = 0 (ÇÒÁÄÉÅÎÔ ∇f ÎÁÐÒÁŒÌÅÎ ÐÏ ÒÁÄÉÕÓÕ, Á ÇÒÁÄÉÅÎÔ ∇g {{ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ).

œÙÞÉÓÌÉÍ ´f(r). éÍÅÅÍ

r^′_xi = x^i r ; r ′′ x^ix^i = 1 r − (x^i)^2 r^2 : ïÔÓÀÄÁ

´f(r) = n∑ i=0 Ä Äx^i

( x_i r f^′(r) ) = n∑ i=0 f^{′′}(r)

(x^i)^2 r^2 +

+ n∑ i=0 ( 1 r − (x^i)^2 r^3 ) f^′(r) = f^{′′}(r) + n r f ′(r):

ðÏÜÔÏÍÕ ´ ≡ Ä Är^2 + n r Ä Är + 1 r^2 ´^S ; (22.18) ÇÄÅ ´_S ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÅÍ ÐÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. æÏÒÍÕÌÁ (22.18) ŒÅÒÎÁ ÕÖÅ ÎÁ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ f(r)g(!) ÐÌÏÔÎÙ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^∞(R^{n+1}\0)).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ f(r) = r^¯ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

´(r^¯g(!)) = r^{−2+¯}[´_Sg + [—(— − 1) + n—] g] = = r^{−2+¯}[´_Sg + —(— + n − 1 )g]: (22.19)

éÚ (22.19) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ð Ò Å Ä Ì Ï Ö Å Î É Å 22.2. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ´(r^¯g(!)) = 0 (ÐÒÉ r ≠ 0) ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g(!) {{ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´_S Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ – = —(— + n − 1).

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´_S ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ — ⩾ 0 ÉÌÉ — ⩽ 1 − n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ- ÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ –(—) = —(— + n − 1) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ – ⩾ 0 ÐÒÉ — ⩾ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ – ⩾ 0 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÁËÉÍÉ — ⩾ 0, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g(!), ÞÔÏ r^¯g(!) {{ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ R^{n+1}\0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÉ- ÍÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ r^¯g(!) ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ŒÓÀÄÕ Œ R^{n+1} É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÕŒÉÌÌÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, — {{ ÃÅÌÏÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô. Å. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÁ S^n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉ- ÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´_S Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ – = k(k + n − 1), ÇÄÅ k = 0; 1; 2; : : : , ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ S^n. éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÁ ô Å Ï Ò Å Í Á 22.1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´_S ÒÁŒÎÙ – = k(k + n − 1), ÇÄÅ k = 0; 1; 2; : : :, ÐÒÉÞÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ k(k + n − 1) ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÁÒ- ÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k.

22.4. ðÏÄÓÞÅÔ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ M_k {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k. œÙÞÉÓÌÉÍ N_k = dim M_k. âÁÚÉÓ Œ M_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ x^{k0}_0 : : :x^{kn}_n , ÇÄÅ k_0 + k_1 + : : : + k_n = k. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k Œ ÓÕÍÍÕ n + 1 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k + n + 1 Œ ÓÕÍÍÕ n + 1 ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÓÓÔÁŒÉÔØ n ÐÅÒÅÇÏÒÏÄÏË ÎÁ n + k ÍÅÓÔ, Ô. Å. ÒÁŒÎÏ

N_k = ( n + k n ) = (n + k)!

k! n! = 1 n! (k + n) (k + n − 1): : :(k + 1): (22.20)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ´ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

´ : M_k → M_{k−2} (22.21)

É ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → H_k → M_k → M_{k−2}; (22.22)

ÇÄÅ H_k = Ker ´|_{Mk} {{ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ.

ô Å Ï Ò Å Í Á 22.2. 1) ïÐÅÒÁÔÏÒ ´ : M_k → M_{k−2} ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. 2) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

M_k = ⨁ k−2l⩾0 r^{2l}H_{k−2l}; (22.23)

ÇÄÅ r^2 = x^2_0 + : : : + x^2_n.

ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 22.1.

Á) dim H_k = N_k − N_{k−2}: (22.24) Â) åÓÌÉ f; ’ {{ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ u, ÞÔÏ ´u = f; u|_{|x|=1} = ’|_{|x|=1} (22.25)

(Ô. Å. ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ Œ ÛÁÒÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ).

Œ) çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ r^2. œ Ù Œ Ï Ä Ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Ñ 22.1 É Ú Ô Å Ï Ò Å Í Ù 22.2. Á) óÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ (22.24) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (22.22) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ 0 → H_k → M_k → M_{k−2} → 0: (22.26)

Â) œ ÓÉÌÕ Ð. 1) ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (22.25) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ f = 0, ÇÄÅ ÏÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ Œ ÓÉÌÕ (22.23).

Œ) ôÁËÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ (22.23). ■ ä Ï Ë Á Ú Á Ô Å Ì Ø Ó Ô Œ Ï Ô Å Ï Ò Å Í Ù 22.2. ïÂÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k.

ðÒÉ k = 0; 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÙ. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ŒÅÒÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ l < k.

1^∘. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ H_k ∩ r^2M_{k−2} = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ M_{k−2} = ⨁ k−2l−2⩾0 r^{2l}H_{k−2l−2}, ÔÏ r^2M_{k−2} = ⨁ k−2l⩾0 l¿0 r^{2l}H_{k−2l},

É ÅÓÌÉ h_k ∈ H_k ∩ r^2M_{k−2}, ÔÏ

h_k = ∑ l¿0 k−2l⩾0 c_lr^{2l}h_{k−2l}: (22.27)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h = h_k − ∑ l¿0 c_lh_{k−2l}.

éÍÅÅÍ deg h ⩽ k, ÐÒÉÞÅÍ h_k {{ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ h ÓÔÅÐÅÎÉ k. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ h|_{|x|=1} = 0, ÔÏ h ≡ 0, ÏÔËÕÄÁ h_k ≡ 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

2^∘. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ M_k ⊃ H_k ∔ r^2M_{k−2} ÐÏÌÕÞÁÅÍ

dim H_k ⩽ N_k − N_{k−2}; (22.28)

ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ

M_k = H_k ∔ r^2M_{k−2}: (22.29)

3^∘. éÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (22.22) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

dim H_k = N_k − dim ´(M_k) ⩾ N_k − N_{k−2}; (22.30)

ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

´ : M_k → M_{k−2}:

4^∘. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ (22.28) É (22.30) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dim H_k = N_k − N_{k−2}, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (22.29), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÕÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (22.23). ■ ó Ì Å Ä Ó Ô Œ É Å 22.2. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ – = = k(k + n − 1) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −´_S ÒÁŒÎÁ N_k − N_{k−2}, ÇÄÅ N_k ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (22.20).

22.5. æÕÎËÃÉÑ N (t) ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ −�_S. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

N (k(k + n − 1) + 0) = ∑ l⩽k dim H_l = ∑ l⩽k (N_l − N_{l−2}) = N_k + N_{k−1}: (22.31)

îÏ ÉÚ (22.20) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ N_k {{ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ k ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 n! . ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (22.31) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

N (k(k + n − 1) + 0) ∼ 2 n! k n ∼ 2 n! [k(k + n − 1)] n=2: (22.32)

éÚ (22.31) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

N (k(k + n − 1) + 0) − N (k(k + n − 1) − 0) = N_k − N_{k−2} = P_{n−1}(k):

ÇÄÅ P_{n−1}(k) {{ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ k ÓÔÅÐÅÎÎ n − 1. ðÏÜÔÏÍÕ

N (k(k + n − 1) + 0) − N (k(k + n − 1) − 0) ⩾ ck^{n−1} ⩾ c[k(k + n − 1)]^{n−1}2 ; (22.33) ÇÄÅ c > 0. éÚ (22.32) É (22.33) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

N (–) = 2 n! –^{n=2}(1 + O(–^{−1=2})); (22.34)

ÐÒÉÞÅÍ ÄÏÂÁŒËÁ O(–^{−1=2}) ÂÙŒÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ c–^{−1=2}, Ô. Å. ÏÃÅÎËÁ ÏÓÔÁÔ- ËÁ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ).

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ (22.34) {{ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 21.2 (ÜÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÁÓÔ ÎÁÍ É ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ – ÉÚ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.1 ÒÁŒÅÎ 1). îÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 2 n! = (2ı)

−nV_nV^′_n; (22.35)

ÇÄÅ V_n {{ ÏÂSSÅÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ, V^′_n {{ ÐÌÏÝÁÄØ S^n (ÒÉÍÁÎÏŒ ÏÂSSÅÍ).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ V_n =

V^′_{n−1} n , ÏÔËÕÄÁ ŒÓÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ

V^′_{n−1}V^′_n =

2(2ı)^n (n − 1)!

: (22.36) œÙÞÉÓÌÉÍ V^′_{n−1} É ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I = = ∞∫ 0 e^{−x2} dx; ÔÏÇÄÁ I^n = ∫ x_j ⩾0

e^{−(x21+:::+x2n )}dx_1: : :dx_n

É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

I^2 = ∫ x_i⩾0

e^{−(x21+x2 )}dx_1 dx_2 = ß=2∫ 0 d’ ∞∫ 0 re^{−r2} dr = ı 4 ∞∫ 0 e^{−z}dz = ı 4 ;

ÏÔËÕÄÁ I = √ ı 2 , I^n = ı^{n=2} 2^n . ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

I^n =

V^′_{n−1} 2^n ∞∫ 0 r^{n−1}e^{−r2} dr =

V^′_{n−1} 2^n · 1 2 ∞∫ 0 z^{n=2−1}e^{−z} dz =

V^′_{n−1} 2^{n+1}` ( n 2 ) ;

ÏÔËÕÄÁ V^′_{n−1} =

2ı^{n=2} `(n=2) . ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÄÁÅÔ `(¸ + 1) = ¸`(¸) ÐÒÉ ¸ > 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÒÉ n = 2k ÐÏÌÕÞÁÅÍ ` ( n 2 ) = `(k) = (k − 1)! = ( n 2 − 1 ) !: åÓÌÉ ÖÅ n = 2k + 1, ÔÏ ` ( n 2 ) =` ( k + 1 2 ) = ( k − 1 2 ) ( k − 3 2 ) : : : 5 2 · 3 2 · 1 2` ( 1 2 ) ; ÎÏ` ( 1 2 ) = 2 √ ı V^′_0 = √ ı, ÏÔËÕÄÁ ` ( n 2 ) = n − 2 2 · n − 4

2 : : : 1 2 √ ı = 2^{− n−12} (n − 2)!! √ ı: ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n {{ ÞÅÔÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ` ( n 2 ) ` ( n + 1 2 ) = ( n 2 − 1 ) ! 2^{−n=2}(n − 1)!! √ ı = = 2^{−(n=2−1)}(n − 2)!! 2^{−n=2}(n − 1)!! √ ı = 2 · 2^{−n}(n − 1)! √ ı; ÏÔËÕÄÁ V^′_{n−1}V^′_n =

2ı^{n=2}2 · ı^{(n+1)=2} 2 · 2^{−n}(n − 1)! √ ı = 2(2ı)^n (n − 1)! ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. óÌÕÞÁÊ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ú Á Ä Á Þ Á 22.1. îÁÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ.

ú Á Ä Á Þ Á 22.2. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ RP^n Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÓÆÅÒÙ S^n ÐÒÉ ÄŒÕ- ÌÉÓÔÎÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÉ S^n → RP^n).

ú Á Ä Á Þ Á 22.3. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁ- ÓÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C P^n Ó ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÓÍ. þÖÜÎØ ûÜÎ-ÛÜÎØ [1]).