3.10.95

ìÅËÃÉÑ 3

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕ- ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ X = R, G = R | ÇÒÕÐÐÁ. üÌÅÍÅÎÔ x ∈ X ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y ∈ G ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÜÌÅÍÅÎÔ x + y ∈ X, ÒÉÓ. 1.

òÉÓ. 1

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÐÌÏŒÓËÏÓÔÉ X = R^2, G = R^2 | ÇÒÕÐÐÁ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ \ÐÁÓÓÉŒÎÏÍ" X | ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2, ÒÉÓ. 2.

òÉÓ. 2

ðÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÒÑÍÙÅ, ÒÉÓ. 3. åŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ: f → Rf, Rf(L) = ∫ L fds.

òÉÓ. 3 çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒ (ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ É Ô.Ä.), ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÄŒÉÇÏŒ. äÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ g ∈ G, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ T_g | ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ g ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ: T_g f(p) = f(g(p)). œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ T_xf(p) = f(p + x), T_xL = L + x. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ RT_xf = T_xRf, ÇÄÅ T_xRf(L) = Rf(T_xL) = Rf(L + x). ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ G.

óÁÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ÓÄŒÉÇÏŒ | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ: e_ξ(x) = e^{2πiξx}, ξ ∈ C. T_ye_ξ (x) = e_ξ (x + y) = e^{2πiξ(x+y)} = e^{2πiξx}e^{2πiξy} = λe_ξ(x), λ = e^{2πiξy}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÄŒÉÇÁ. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ: ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ. ðÁÒÁÍÅÔÒ ξ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÏÔÏÊ. îÁÒÉÓÕÅÍ ÇÒÁÆÉË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ e_ξ (x) = cos(2πξx) + i sin(2πξx), ÒÉÓ. 4.

òÉÓ. 4

äÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ξ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. ðÅÒÉÏÄ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁ- ŒÅÎ^1_{|ξ|} , ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ŒÏÌÎÙ. ëÏÎÓÔÁÎÔÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒËÌÀÞÁ- ÀÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ (ÐÒÉ ξ = 0). œÉÄ ÇÒÁÆÉËÏŒ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÏÊ É ÍÁÌÏÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÐÏËÁÚÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 5.

Re e_ξ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ |ξ| Re e_ξ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ |ξ|

òÉÓ. 5

œ ÆÉÚÉËÅ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÉÎÕÓÏÉÄÁÌØÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ (ÎÁ ÓÌÕÈ - ÚŒÕËÉ \ÂÅÚ ÔÅÍÂÒÁ"). íÕÚÙËÁÌØÎÙÅ ÚŒÕËÉ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÙ ÎÁÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ ŒÏÌÎ ÒÁÚÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÏÉÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÉÌÉ \ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ" ÜËÓÐÏÎÅÎÔ N∑ 1 a_j e_{ξj} (x). âÌÉÚËÉÅ Ë ÜÔÉÍ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍ ÚŒÕËÉ ÇÅÎÅÒÉÒÕÀÔÓÑ ÓÉÎÔÅÚÁ-

ÔÏÒÏÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÎÔÅÚÁÔÏÒ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÚŒÕËÉ ÆÏÒÔÅÐØÑÎÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÓÐÅË- ÔÒÏÍ (ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÅÚÏÎÉÒÕÀÝÅÇÏ ÄÅÒÅŒÁ). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÍÕ ÓÐÅËÔÒÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÅÎÕ ÓÕÍÍÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ.

éÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ: F (x) =^∞ ∫ −∞ φ(ξ)e_ξ (x)dξ. éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ^∞ ∫ −∞ φ(ξ)e^{πiξx}dξ. üÔÏ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÐÁ-

ÒÁÍÅÔÒÕ ÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ φ | ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ∫ |φ|dξ < ∞. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ | ÏÂÙÞÎÁÑ ÐÌÏ- ÝÁÄØ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ), ÔÁË ËÁË |φ(ξ)e_ξ| = |φ|.

œÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍÙÊ ÎÁÍÉ ÚŒÕË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÉÎÔÅ- ÇÒÁÌÏÍ æÕÒØÅ. óÐÅËÔÒ ÍÏÖÎÏ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÓÃÉÌÌÏÇÒÁÆÁ ÉÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁÔÏÒÁ. òÅÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (ÎÁÖÁÌÉ \ÄÏ"):

òÉÓ. 6

óÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ ÆÏÒÔÅÐØÑÎÎÙÊ ÚŒÕËÏÒÑÄ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ Œ ÎÁÞÁÌÅ 18 ŒÅËÁ (\ÈÏ- ÒÏÛÏ ÔÅÍÐÅÒÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ËÌÁŒÉÒ"). 12 ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Œ ÏËÔÁŒÅ, ÏËÔÁŒÁ | ÕÄŒÏ- ÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÚŒÕËÏŒ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÒÁŒÎÏ^{12} √ 2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÉ \ÄÏ" É \ÒÅ" ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 7:

òÉÓ. 7

îÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ ŒÐÅÒŒÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÓÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÔÅÐÌÁ. üÔÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÓÔŒÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ.

ïÓÎÏŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÁ X Œ ÆÕÎËÃÉÀ φ ÎÁ ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ¨, ÔÁË ÞÔÏÂÙ f(x) = ∫ φ(ξ)e^{2πiξx}dξ. üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÁÖÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ É ÄÌÑ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ.

üÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f ÐÏ ÐÒÏÓÔÙÍ ËÏÌÅÂÁÎÉÑÍ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÁ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÓŒÏÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ \ÒÁÚÕÍÎÏÇÏ" ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË- ÃÉÊ. \õÚËÉÊ" ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ S | ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÂÙŒÁÀÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ x: S = {f : | |x^kf^{(j)}(x) | | ≤ Ck,j∀k, j}. îÁÐÒÉÍÅÒ: |f| ≤ C_{0,0}, |x^2f| ≤ C_{2,0} ⇒ |(x^2 + 1)f| ≤ C, |f| ≤^C_{x2+1} , Á ÚÎÁÞÉÔ, f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÒÉÓ. 8.

òÉÓ. 8 ∫ dx x^2 + 1

= lim_{N→+∞} arctg x|^N_{−N} = π.

ôÅÏÒÅÍÁ. ∀f ∈ S(X) f(x) =^∫ φ(ξ)eξ (x)dξ, ÇÄÅ φ(ξ) = ∫ f(x)e^{−2πiξx}dx ∈ S() É ÎÁÏÂÏÒÏÔ ∀φ ∈ S(¨) f ∈ S(X). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ûŒÁÒÃÁ ÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ X É ¨.

ôÅÏÒÅÍÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ.^∫ |φ|^2dξ =^∫ |f|^2dx. œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ

ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÜÎÅÒÇÉÉ. åÓÌÉ f | ÁÍÐÌÉÔÕÄÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ, ÔÏ

ÜÔÏ ÜÎÅÒÇÉÑ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ. œ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÓÔÏÑÌÉ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÜËÓ- ÐÏÎÅÎÔÙ, ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ. äÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ, ŒÓÅ ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ: 1. ôÅÏÒÅÍÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. 2.^{dφ}_{dξ} = ∫ f(x)^{de} �2πiξx_{dξ} dx = ∫ f(x)(−2πix)e^{−2πiξx}dx = F (−2πixf(x)). 3.^{dg}_{dx} = F^{−1}(2πiφ(ξ)). 4. F (T_yf) = ∫ f(x + y)e^{−2πiξξ} dx = e^{2πiyξ} ∫ f(x + y)e^{−2π(x+y)ξ} d(x + y) = e^{2πiyξ}F (f). 5. F^{−1}(T_η φ) = e^{−2πiηx}F^{−1}(φ).

üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙ, ÔÁË ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÄŒÉÇÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚÁÎÙ, ÎÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ æÕÒØÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÇÒÕÐÐÙ ÓÄŒÉÇÏŒ!

ðÒÉÍÅÒÙ:

1. f(x) = e^{−πx2} (çÁÕÓÓÏŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÒÉÓ. 9).

òÉÓ. 9 φ(ξ) = ∫ e^{−πx−2πiξx}dx = e^{−πξ2} ∫ e^{−π(x+iξ)2} dx = = e^{−πξ2} ∫ Im z=ξ e^{−πz2} dz = e^{−πξ2} ∫ Im z=0 e^{−πx2} dx = e^{−πξ2} , ÔÁË ËÁË ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ çÁÕÓÓÏŒ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁŒÅÎ 1. ðÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÙ ÐÅ- ÒÅÛÌÉ ÏÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ Im z = ξ Ë ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÀ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ Im z = 0 ÎÁ ÏÓÎÏŒÁÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ, ÒÉÓ. 10. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

òÉÓ. 10 òÉÓ. 11 œ çÅÒÍÁÎÉÉ ÎÁ ÂÁÎËÎÏÔÁÈ ÎÏŒÏÇÏ ÏÂÒÁÚÃÁ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÏÍ 10 ÍÁÒÏË ÉÚÏ- ÂÒÁÖÅÎ çÁÕÓÓ, Á ÔÁËÖÅ ÞÅÒÔÅÖ Ó ÎÅŒÅÒÎÙÍ (!) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÇÁÕÓÓÏŒÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÒÉÓ. 11:

òÉÓ. 11

2. f(x) =^1_{1+x2} (òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ëÏÛÉ). φ(ξ) = ∫ e^{−2πixξ} x^2 + 1 dx = ∫ Im z=0 e^{−2πizξ} z^2 + 1 dz

z = x + yi, |e^{−2πizξ}| = e^{2πyξ}. ðÕÓÔØ ξ > 0. ôÏÇÄÁ ÕÔÑÎÅÍ ËÏÎÔÕÒ ŒÎÉÚ, ÇÄÅ ÏÎ ÐÒÏÐÁÄÅÔ. ðÏ ÐÕÔÉ ÚÁÃÅÐÉÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÀÓ É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ:

−2πRes e^{−2πizξ} z^2 + 1 = −2πi(z + i)( e^{−2πizξ} z^2 + 1 )|_{z=−i} = −2πi e^{−2πξ} −2i = πe^{−2πξ} . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉ ξ < 0 ÐÏÌÕÞÉÍ πe^{2πξ}. œ ÉÔÏÇÅ φ(ξ) = πe^{−2π|ξ|}, ÒÉÓ. 12.

φ^′(0−) = −2π^2 φ^′(0+) = 2π^2

òÉÓ. 12

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÕÌÅ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. óŒÏÊÓÔŒÁ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÇÌÁÄËÏÓÔØÀ æÕÒØÅ-ÏÂÒÁÚÁ.

10.10.95

ìÅËÃÉÑ 4

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ^{∞∫}_∞ |f(x)|dx < ∞, ÔÏ φ ∈ C(R) É φ → 0 ÐÒÉ |ξ| → ∞. ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ f ∈ S, ÔÏ φ ∈ S.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ).^{∞∫}_∞ |φ(ξ)|^2dξ =^∫ |f(x)|^2dx. ôÅÏÒÅÍÁ 4 (æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ f ∈ S, ÔÏÇÄÁ f(x) = ∞∫ ∞ φ(ξ)e^{2πixξ} dξ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, 2. úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 3.

õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÕ-

ÐÅÎÞÁÔÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ: f_ε ∼ f, f^2 ∼ f^2_ε , Ô.Å. ∫ |f|^2dx ≈ ∫ |f_ε|^2dx. õ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÑŒÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÕ ÓÔÕÐÅÎØËÕ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1), ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÒÁŒÎÏ

sin c 2πξ = sin 2πξ 2πξ .

òÉÓ. 1

óÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÔÕÐÅÎÅË, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÔÏÖÅ ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÓÔÕÐÅÎØËÉ É sin c. ðÒÉ ÓÄŒÉÇÅ ÓÔÕÐÅÎØËÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÏ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ 1, Ô.Å. ÉÎÔÅÇÒÁÌ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁ ÍÏÄÕÌÑ ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÔÕÐÅÎÅË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÓÕÍÍÁ ÆÕÎË- ÃÉÊ sinc. úÎÁÞÉÔ, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ: ∫ |s_1(ξ) + s_2(ξ)|^2dξ = ∫ |s_1|^2dξ + ∫ |s_2|^2dξ.

þÔÏÂÙ ÅÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∫ —s_1s_2dξ = 0.

ïÎÏ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÓÔÕÐÅÎÅË ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ fi ∈ S ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ æÕÒØÅ Œ

φ_i, i = 1, 2. ôÏÇÄÁ ∫ f_1 —f_2dxdx = ∫ φ_1 —φ_2dξ, Ô.Å. ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ L^2-ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ E. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ A, ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ ŒÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2): ∑ f(p_i)|π_i| → ∫ fdS, ÇÄÅ {π_i} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ E ÎÁ ÍÅÌËÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, p_i | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ Œ π_i, |π| | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ π.

òÉÓ. 2

äÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÓÄŒÉÇÏŒ G ∼= R^2. ïÎÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ T_g f(x) = f(x + g), g ∈ G. íÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ G, Ô.Å. ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ:

∀g ∈ G T_ge(x) = λ_g e(x) ÉÌÉ e(x + g) = λ_g e(x), ∀x ∈ R^2. (1)

îÁ ÐÒÑÍÏÊ ÍÙ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÛÌÉ | ÜÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x = (x_1, x_2) ÎÁ E É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ g = (g_1, g_2) ÎÁ G. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÄÌÑ g = (g_1, 0), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ T_ge(x_1, x_2) ≡ e(x_1 + g_1, x_2) = λ_ge(x_1, x_2). ïÔÓÀÄÁ

e(x_1, x_2) = C(x_2)e^{2πiξ1x1} , ξ_1 ∈ C.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ (1) Ë g = (0, g_2), ÐÏÌÕÞÁÅÍ e(x_1, x_2 +g_2) = λ_ge(x_1, x_2), ÐÏÜÔÏÍÕ C(x_2) ÔÏÖÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ:

C(x_2) = Ce^{2πiξ2x2} , ξ_2 ∈ C.

éÔÁË, e = Ce^{2πi(ξ1x1+ξ2x2)}.

e_ξ (x) = e^{2πiξx}, ξ ∈ (C^2)^∗, ξx = ξ_1x_1 + ξ_2x_2.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ ξ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ξ ∈ (R^2)^∗. ôÏÇÄÁ ÈÁÒÁËÔÅÒ e_ξ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ξx = λ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÑÍÕÀ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ŒÅËÔÏÒÕ ξ, |p| =^{<x,ξ>}_{|ξ|} (ÓÍ. ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 3

üËÓÐÏÎÅÎÔÁ e_ξ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Ô.Å. ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ξ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍÉ ŒÏÌÎÁÍÉ. ðÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ, ÉÄÕÝÕÀ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÁ ξ, ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ | ÐÒÏÆÉÌØ ÐÌÏÓËÏÊ ŒÏÌÎÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ∫ |f(x_1, x_2)|dx_1dx_2 < ∞, ÐÏÌÏÖÉÍ

φ(ξ_1, ξ_2) = ∫ f(x_1, x_2)e^{−2πiξx}dx . œÓÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. φ ∈ C(R^2)^∗), ÔÏ φ → 0 ÐÒÉ |ξ| → ∞. ôÅÏÒÅÍÁ 2. f ∈ S ⇒ φ ∈ S.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.^∫_{E�} |φ|^2dξ =^∫_E |f|^2dx, ÐÒÉÞÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ E^∗

ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÚÁ ÓÞÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ E É E^∗ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ f ∈ S, ÔÏ f(x) =^∫ e^{2πixξ}φ(ξ)dξ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ f | \ÐÕÄÉÎÇ" | ÉÎÄÉËÁÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ (ÓÍ.

ÒÉÓ. 4)

òÉÓ. 4

èÁÒÁËÔÅÒ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ŒÅËÔÏÒÕ ξ, ÞÁ- ÓÔÏÔÁ ÐÒÏÆÉÌÑ ÒÁŒÎÁ |ξ|. îÁ ÒÉÓ. 5 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ŒÉÄ \ÐÕÄÉÎÇÁ" ÓŒÅÒÈÕ,

ŒÅËÔÏÒ ξ, ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÌÏÓËÏÊ ŒÏÌÎÙ, ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÉ ξ, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÆÉË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÆÉÌÑ:

òÉÓ. 5

óÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÅÊ ÔÁËÉÈ ÐÌÏÓËÉÈ ŒÏÌÎ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÛ ËÒÕÇÌÙÊ \ÐÕ- ÄÉÎÇ"! üÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ α ÐÏÌÕÞÉÍ \ËÒÕÇÏŒÙÅ ŒÏÌÎÙ" (ÒÉÓ. 6). ðÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ |ξ| ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁÛ \ÐÕÄÉÎÇ"!

òÉÓ. 6

ðÒÉÞÅÍ ÄÌÑ φ ÅÓÔØ ÑŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ! φ(ξ) = ∫ |x|≤1 e^{−2πiξx}dx = 1∫ 0 rdr ∫ |x|=r . . . dα, ÇÄÅ α | ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ.

œÙÞÉÓÌÉÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ |x|≤r e^{−2πiξx}dα = ∫ e^{−2πir|ξ| cos ψ}dψ,

ÇÄÅ ψ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ x É ξ. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ 2πJ_0(r|ξ|), ÇÄÅ J_0 | ÆÕÎËÃÉÑ âÅÓÓÅÌÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, φ(ξ) = 2π 1∫ 0 J_0(r|ξ|)rdr.

üÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ òÁÄÏÎÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ: g(L) = ∫ L fds. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÒÉÓ. 7):

òÉÓ. 7

œŒÉÄÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ æÕÒØÅ: φ(ξ) = ∫ f(y)e^{−2πiξx} dy_1dy_2, ÐÏÌÏÖÉŒ x = (y_1, y_2), x = y_1 ξ |ξ| + y_2^,

ÇÄÅ ^ | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ξ. íÙ ÉÍÅÅÍ: ξx = y_1|ξ|. ðÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓŒÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÐÏŒÔÏÒÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÀ: ∫ f(y_1, y_2)e^{−2πiy1|ξ|}dy_1dy_2 = ∫ ∫ f(y_1, y_2)dy_2 e^{−2πiy1|ξ|}dy_1. úÄÅÓØ ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÏÉÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ξ É y_1 : λ_{ξ,y1} = {x : ξx = y_1|ξ|}. éÔÁË, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ: ∫ g(λ_{ξ,p}e^{2πip|ξ|}dp. îÏ f ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ! óÈÅÍÁ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ: Rf^{(∗)}−→ φ^{(∗∗)}−→ f. óÌÅÄÓÔŒÉÅ. (ôÅÏÒÅÍÁ ÐÒÏÅËÃÉÊ) (*) φ(ξ) =^∫ g(λ(ψ, p))e^{−2πip|ξ|}dp,

ÇÄÅ^ξ_{|ξ|} = (cos ψ, sin ψ), Ô.Å. ψ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÓØÀ x É ξ.

(**) | ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ.